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Abstract 
In the real world, the relationship between most variables is not linear. When using time series 
model to explore the relationship between urbanization rate and economic growth in China, the 
cointegration test fails, showing that there is no linear cointegration relationship between them. 
Therefore, this paper uses smooth spline estimation to study the relationship between urbaniza-
tion rate and economic growth in China, and compares it with the classical linear regression me-
thod on the actual data set. Through empirical analysis, it is found that the fitting effect of smooth 
spline is better than that of linear regression model.  
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摘  要 

现实世界中，大多数变量之间的关系都不是线性的。本文在使用时间序列模型对我国城镇化率与经济增
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长之间的关系进行探究时，协整检验失效，说明二者之间不存在线性协整的关系。因此，本文采用光滑

样条估计法来研究我国城镇化率与经济增长之间的关系，并在实际数据集上与经典线性回归方法比较。

通过实证分析，得知光滑样条拟合效果优于线性回归模型。  
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1. 引言 

我们人类社会发展趋势的一个必然表现就是城镇化，城镇化是一个国家或地区现代化重要性的标志，

也是工业化的重要性标志。我国城镇化正以惊人的速度快速推进，与此同时，我国的经济也以世界瞩目

的姿态蓬勃发展。城镇化、经济增长是两个世界各国争相关注的话题，亦是学者研究的热门话题。

Henderson [1]曾尝试使用生产函数和不同国家不同时段的面板数据考察城市化与经济增长的关系，所得

出的结论是，推动经济增长的并不是城市化本身，而是城市化的结构。沈坤荣、蒋锐[2]利用 Cobb-Douglas
生产函数，建立计量模型，并利用我国的相关数据进行了实证检验，结果表明：我国城镇化的不断发展

能够通过影响物质资本、人力资本、知识资本和产业结构四种方式，进而促进和影响我国经济的不断增

长。闫晓红[3]利用城镇化水平内生增长模型对我国 27 个省份 20 年的面板数据进行分析，表明除几个经

济较发达的省区外，城镇化水平的提高对经济增长均有很大的推动作用。 
因此，本文选取了这二者作为研究对象，试图挖掘出它们之间的关系。然而，本文最初在使用时间

序列模型分析时，这二者之间的协整检验无法通过，即认为这二者不存在线性协整关系。因此促使我考

虑使用非线性模型来对这两者进行建模、分析。 
非参数模型相较于经典的线性模型来说更为灵活，不需要对模型施加过多的假设。光滑样条是一种

非常流行的非参数回归方法，它不需要明确指定变量之间的函数关系类型，充分利用数据本身去选择合

适的回归函数来拟合数据的变化趋势，能很好的解决变量之间的非线性建模问题。陈生长[4]比较了光滑

样条回归、Monotonic 回归、最小二乘回归三种方法，在一个记录了糖尿病人血糖和胰岛素测定值的数据

集上进行拟合，从拟合误差角度，说明了光滑样条的拟合效果优于其他两种回归方法。本文选择光滑样

条估计来研究我国城镇化率与经济增长之间的关系。 

2. 自然三次样条模型 

考虑在区间[a，b]上选择 n 个结点 ( )1, ,it i n=  ，满足 1 2 na t t t b< < < < < ，如果函数 ( )f t 满足：

1) 在每个区间 ( )1, , 1, , 1i it t i n+ = − ，均是三次多项式；2) 在每一个结点上， ( )f t 的一阶与二阶导数存在

且连续。则这样的函数 ( )f x 被称为三次光滑样条。显然，三次样条函数可表示为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2
i i i i i iif t g t d t t c t t b t t a= = − + − + − +  

1, 0,1, ,i it t t i n+≤ ≤ =                                     (1) 

如果三次样条函数 ( )g t 在 a、b 两点的二阶、三阶导数为 0，则函数 ( )g t 被称做自然三次样条。 
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设有 n 对数据 ( ), , 1, ,i it y i n=  ，其中 1 2 na t t t b< < < < < ，则可对数据 ( ),i it y 拟合模型： 

( )i i iy g t ε= +                                        (2) 

假设 ( )g t 是满足以上条件的三次自然光滑样条，则令 ( ) ( )1 1, , , , ,n ng g g γ γ γ′ ′= =  ，其中 ( )i ig g t= ，

( )i ig tγ ′′= ， 1,2, ,i n=  ，由自然边界条件可知 q， 1 0nγ γ= = 。令 Q 为 ( )2n n× − 维矩阵，其元素 ijq ，

1, 2, ,i n=  ； 2, , 1j n= − 。 1i i ih t t+= − ， 1, , 1i n= − ，则 1
1, 1j j jq h−
− −= ； 1 1

, 1j j j jq h h− −
−= − − ； , 0i jq = ，若 

2i j− ≥ 。又令 R 维 ( ) ( )2 2n n− × − 维对称矩阵，由元素 ijr 构成，  1, , 1i j n= = − 。 ( ), 1
1
3i i i ir h h+= − ，

1, , 1i n= − ； , 1 1,
1
6i i i i ir r h+ += = ，  2, , 2i n= − ； , 0i jr = ，若 2i j− ≥ 。因此 R 是严格的正定矩阵，定义

矩阵 K： 1K QR Q− ′= 。当且仅当 TQ g Rγ= 时， ( ){ }2
d

b

a
g t t R g Kgγ γ′′ ′ ′= =∫ 。满足上述条件时 g 和 γ 可以

完全确定一个自然三次样条函数。 
可以通过最小化函数： 

( ) ( )( ) ( ){ }2 2

1
d

n b
i i a

i
S g Y g t g x x

=

′′= − +∑ ∫                            (3) 

来拟合得到样条模型。其中 ( )g x′′ 是函数 ( )g t 的二阶导数， ( ){ }2
d

b

a
g x x′′∫ 被用来刻画函数的光滑程

度； 0λ > 是光滑参数， λ 的值越大，函数 g 越光滑。以下用向量来表示求解过程： 

( ){ } ( ) ( )2
i iY g t Y g Y g′− = − −∑  

( ) ( ) ( )
( ) 2

S g Y g Y g g Kg

g I K g Y g Y Y

λ

λ

′ ′= − − +

′ ′ ′= + − +
 

求 ( )S g 对 g 的偏导数， 

( ) ( )2 2
S g

I k g Y
g

λ
∂

= + −
∂

 

令
( )

0
S g

g
∂

=
∂

，可得 ( ) 1g I k Yλ −= + 。 γ 的值可用 1R Kgγ −= 求得。在给定光滑参数 λ 的值后，三次

光滑样条可用以上向量形式表示。 
如果 λ 选的过大，对模型的光滑度的惩罚力度较大，会使得曲线过于光滑，导致过拟合；如果 λ 选

的太小，则对曲线的弯曲程度惩罚较小，会导致曲线出现过拟合。λ 可通过交叉验证法 CV、广义交叉验

证法 GCV 等方式选出一个最优的 λ 。本文选用广义交叉验证(GCV)选择光滑参数 λ ， 

( )
( ){ }
( ){ }

2

1 1
21

ˆ
GCV

1

n
i ii

y g t
n

n trA
α

α
− =

−

−
=

−

∑  

其中 ( ) ( ) 1A I Q R Q Q Qα α α −′ ′= − + 。 

3. 实证分析 

本节在对我国城镇化水平与经济增长的关系进行研究时，选取了中国统计年鉴 1978~2017 共 40 年的

数据。选取“城镇人口在总人口所占比重”这一指标分析我国城镇化水平，记为城镇化率 X。因为人均

国内生产总值将人口规模的影响剔除掉了，相对来说比较准确所以选取人均国内生产总值作为衡量经济

增长的指标，记做 Y。为了消除价格因素的影响，本节所采用的数据是以 1978 年为基期，经过计算得到
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的可比价人均国内生产总值。 

3.1. 协整检验 

对非平稳序列进行建模时，往往会出现“伪回归”现象，为了满足数据的平稳性，我们通常利用差

分变换，使序列变平稳，但是这样建模的效果就受到了影响。我们通常可以通过协整来解决此问题，变

量的协整检验最常用的方法是 EG 检验。 
两变量检验的第二步，再对残差序列 te 的平稳性进行检验。由 EVIEWS 软件进行 ADF 检验，结果

如表 1。 
 
Table 1. The results of ADF test 
表 1. ADF 检验结果 

变量 ADF 统计量 临界值(1%) 临界值(5%) 临界值(10%) P 值 平稳性 

et −2.2368 −3.6268 −2.9458 −2.6115 0.1974 不平稳 

 
通过检验结果发现，x 与 lny 的线性组合所得到的残差序列 te 并不是平稳的，见表 1，说明 x 与 lny

之间没有线性协整关系。造成此种现象的原因可能是，随着时间的推移，城镇化率对人均 GDP 的影响关

系并不是线性的，而是每年都在变化的，因此，本文将使用光滑样条估计对数据进行分析。 

3.2. 光滑样条估计 

根据第二节中介绍的三次光滑样条的理论知识，利用 R 软件对模型进行估计。由于已有的大部分文

献都是采用线性回归模型对其进行分析及预测，因此为了和线性回归模型进行比较，本文也对响应变量

与预测变量进行了线性回归。图 1 是光滑样条与线性回归模型拟合的图像，较粗的直线是线性回归模型

拟合的直线，较细的曲线是光滑样条拟合的图形，从图中可以看出光滑样条模型能够够好的拟合数据。 
 

 
Figure 1. Fit of smooth Spline and linear regression 
图 1. 光滑样条与线性回归拟合 

 
根据图 2 光滑样条估计的残差散点图可以发现，所有点都落在了−0.2~0.2 的水平带状区间中，并且

未表现出明显的趋势性，因此我们可以认为该模型具有良好的拟合效果。  
因此，可以得出我国城镇化率与人均 GDP 的光滑样条模型： 

( ){ }ˆ expy g x=  

在构建的线性回归模型中，将做过对数变换后的人均 GDP 作为响应变量城镇化率作为解释变量。利

用 R 软件进行计算，并把结果汇总在表 2 中。 
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Figure 2. Residual plot of smooth spline 
图 2. 光滑样条估计的残差散点图 

 
Table 2. Results of linear regression 
表 2. 线性回归的结果 

 Estimate Std. Error t value Pr (>|t|) 显著性 

截距 4.075836 0.175769 23.19 <2e−16 *** 

x 0.125853 0.004669 26.96 <2e−16 *** 

 
我们可以得到预测方程： 

( )ˆ exp 4.075836 0.125853y x= +  

为了分析模型的估计结果，本节把预测的均方误差作为评价标准： 

( )( )2

1

1  
n

i i
i

MSE y g t
n =

= −∑  

通过表 3 可以看出，光滑样条估计的均方误差要比线性回归模型估计的均方误差小，说明光滑样条

更好的拟合了数据。因此我们可以知道光滑样条模型的预测效果要优于线性模型。 
 
Table 3. Root MSE predicted by two types of methods 
表 3. 两类方法预测的均方误差 

 光滑样条估计 最小二乘估计 

均方误差 0.00121 0.12619 

4. 主要结论 

从上一节的分析中，我们得到了光滑样条估计，并通过对比线性模型与光滑样条模型预测的均方误

差得出光滑样条模型比线性模型好。同时，分析的结果告诉我们，城镇化率并不是以一种线性的方式影

响着人均 GDP 的变化，而是以一种非线性的方式影响着经济增长的步伐。 
光滑样条非参数回归分析不必假定反应变量与解释变量之间的函数形式，适用于任意分布的数据，

因此光滑样条回归模型可广泛应用于经济学、医学等领域。 
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