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摘  要 

这篇文章针对保险精算中停止–损失再保险模型，基于王氏保费准则的基础上，将原保险公司与再保险

公司双方面临的风险结合起来考虑，以某种风险度量准则为一定的目标，通过数学工具最小化这一目标，

讨论并得出相应的最优解。求解之后，假设保险人的初始面临的损失X服从指数分布，进行数值模拟，

来比较最优自留额的值。 
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Abstract 
This article is aimed at the stop-loss model in reinsurance, based on Wang’s premium principle, 
combined with the perspectives of both the insurer and the reinsurer, taking the convex risk com-
bination of total loss of both parties to the reinsurance contract as the objective function to solve, 
to find the existence of optimal retention and the expression of the solution. After the solution, it is 
assumed that if the initial loss X faced by the insurer obeys an exponential distribution, numerical 
simulations are performed to compare the value of the optimal retention. 
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1. 引言 

1.1. 研究背景与研究意义 

再保险策略是保险公司分散其公司面临的风险的有效措施之一，主要指自身有着大量不确定风险的

保险公司希望能缴纳一定的费用，使得自身所面临的风险能合理规避，遭受不必要的损失，使得再保险

公司承担这部分风险。然而，原保险公司需要在其所支付的再保险保费以及其转移自身部分风险之间的

大小之间进行权衡，使得原保险公司在购买再保险合同后，能最小化其面临的风险。同样地，对于再保

险公司而言，也需要在其所收取的保费以及所接纳转移风险大小之间进行权衡。由此，保险精算中产生

了一类研究在什么样的情况下，能使得这样缴纳的费用与其规避的风险之间存在精确而又“艺术性”的

平衡的问题。在研究这类问题的过程中，学者们逐渐积累了一些常用的求解方式，例如，Borch [1]使用

保险精算中常见的期望值保费原理，以概率统计中方差的统计量度量原保险人面临的风险，最小化其值

求解出最优的解。Vajda [2]选取的角度和 Borch 不同，他基于承保转移风险的再保公司入手，但求解方

法和 Borch 类似，使用概率统计中方差来度量再保险人面临的风险，求解最优解。Cai J. (2016) [3]结合原

保险公司与再保险公司双方的视角，以最小化双方的 VaR 风险测度凸组合为目标，求解出相应的最优再

保险合同形式。此外，在求解最优的再保险形式中，保险精算中还采取最大化期望效用的准则。例如 Arrow 
[4]以期望值保费原理为基础，在最大化期望效用的原则上，求解出相应的最优再保险形式。Kaluszka 和

Okolewski [5]分析在固定再保险费用下以最大可能发生索赔的期望效用为目标函数，求解相应的再保险

形式。 
求解出的最优保险形式一般是停止–损失再保险和比例再保险，停止–损失再保险具有特别重要的

理论意义以及相关的应用价值。Cai J.等(2007)和 Cai J.等(2008) [6] [7]基于期望值保费原理，从原保险人

的角度出发，计算出停止–损失再保险的最优自留额，同时对相应的模型进行了一定的推广。更进一步，

杨博[8]从原保险人的角度出发，基于方差相关的保费原理，有序分类讨论了以风险价值(VaR)和条件尾部

期望(CTE)度量风险的标准，通过一系列数学运算，得出最优自留额。 
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在现实的生活中，一份质量好的再保险合同应该考虑原保险人与再保险人双方的视角。Borch [9]指
出一份再保险合同需要基于投保再保险合同的保险人与承保再保险合同的再保险人双方的角度，基于相

应的准则下得出相应最优标准下的再保险模式。鉴于以上文献，本文考虑原保险人与再保险人双方的视

角下，来构造相应最优的停止–损失再保险。 
本文基于 Cai J.等(2007) [6]和 Cai J.等(2016) [3]两篇文章，本文假定原保险人面临的初始的总损失 X

服从指数分布，用能包含期望值保费原理的王氏保费作为原保险人缴纳再保费计算的准则，同时综合考

虑原保险人与再保险人两方的利益，构造风险凸组合为目标函数，最小化其值，对停止–损失再保险模

型中最优自留额的存在性进行一定探讨，同时求出王氏保费原理下最优自留额的表达式。 

1.2. 基本概念 

假设非负随机变量 ( )0X X ≥ 是给定时间内保险合同中保险人面临的总损失。 
根据概率论的基础知识，可进一步假设 X 的累积分布函数 ( ) { }PrXF x X x= ≤ ，其对应生存函数

( ) ( ) { }1 PrX XS x F x X x= − = > ，根据非负随机变量的性质，可知其均值大于零。接下来，构造随机变量 IX
表示原保险人自留风险， RX 再保险人承保后自留风险，故停止–损失再保模型为： 

( )

,
,

0,
,

I

R

X x d
X X d

d x d

x d
X X d

X d x d +

 <
= = ∧ > 


≤ = = − − >

 

参数 0d > 为停止–损失再保险的自留额， ( )min ,X d X d∧ = ，且 ( ) { }max ,0X d X d
+

− = − 。 
定义 1 
在置信水平 ( )1 0 1α α− < < 的条件下， ( )Value at RiskVaR 风险度量定义[10]： 

( ) ( ){ }inf : PrVaR X x X xα α= > ≤                             (1) 

此外，根据 ( )VaR Xα 的定义可知， ( ) ( )1
XVaR X Sα α−= ， ( )1

XS α− 是生存函数 XS 的反函数。 
定义 2 王氏保费准则 
文献[11] [12]用调整后的保费来代替保费的期望值。 
对于任一风险损失变量 X，定义： 

( ) ( )( )
0

1 dX XP g S x xρ
+∞

= + ∫                               (2) 

上式称作王氏保费原理(也称作扭曲函数保费原理)，其中 0ρ ≥ 是安全载荷系数，定义 [ ) [ ): 0, 0,g +∞ → +∞

是增的凹函数且满足：1) ( )g x x≥ ；2) ( ) ( )0 0, 1 1g g= = 。 
根据停止–损失再保险模型的式子以及王氏保费的表达式，可假设 ( )P d 为原保险公司需要支付给再

保险公司分出风险的保费，其现实的意义是 ( )P d 是关于 d 的递减函数，直观的解释是原保险人自留的风

险越多，其所缴纳的再保险保费也就越少。 
现假设保险人的自留损失以及其总损失分别为 XI、XTI，再保险公司所承包的分出损失以及总损失为

XR、XTR。根据相关的定义可以知道，原保险公司或再保险公司签订再保险合同后，其面临的总损失包含

自留损失和再保险保费两个部分，用数学表达式表达为： 

( )TI IX X P d= +                                    (3) 

( )TR RX X P d= −                                    (4) 
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对于度量风险的 VaR，我们定义： 

( ) ( ){ }, inf : Pr
I IX XVaR d x X xα α= > ≤                         (5) 

( ) ( ){ }, inf : Pr
R RX XVaR d x X xβ β= > ≤                         (6) 

2. 基于王氏保费准则下以 VaR 为风险度量的凸组合的最优自留额 

2.1. 模型构建 

考虑原保险人和再保险人两方的视角的凸风险组合，假设 ( )1 0 1α α− < < 为原保险人的置信水平，

( )1 0 1β β− < < 为再保险人的置信水平。 
首先，求出停止–损失再保险关于 IX 的生存函数为： 

( ) ( ) , 0
0,I

X
X

S x x d
S x

x d≥
≤ <

= 
 

                             (7) 

接下来，可根据生存函数 VaR 的关系来求出原保险人自留风险的 VaR 的表达式，当 ( )0 XS dα< ≤ 时，

那么 ( ),
IXVaR d dα = ，当 ( )XS dα > 时， ( ) ( )1,

IX XVaR d S dα −= 。综合两项的分析： 

( )
( )

( ) ( )

1

1 1

, 0 ,
,

, .I

X
X

X X

d d S
VaR d

S d S

α
α

α α

−

− −

 < ≤= 
>

                        (8) 

对于一个给定的常数 0d > ，可得： 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1 1

, 0 ,
,

, .TI

X
X

X X

d P d d S
VaR d

S P d d S

α
α

α α

−

− −

 + < ≤= 
+ >

                    (9) 

然后再保险人自留风险的生存函数 ( )
RXS x ： 

( ) ( )
1, 0,

, 0.RX
X

x
S x

S x d x
=

=  + >
                          (10) 

同理，可求出再保险人的 ( ),
RXVaR d β 。如果 ( )XS dβ ≥ 时，那么 ( ), 0

RXVaR d β = ，如果 ( )0 XS dβ≤ < ，

那么 ( ) ( )1,
RX XVaR d S dβ β−= − ，则其表达式： 

( ) ( ) ( )
( )

1 1

1

, 0 ,
,

0, .R

X X
X

x

S d d S
VaR d

d S
β β

β
β

− −

−

 − ≤ <= 
≥

                  (11) 

可得： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1

1

, ,
,

, .TR

X X
X

X

S d P d d S
VaR d

P d d S
β β

β
β

− −

−

 − − <= 
− ≥

                (12) 

现定义以 VaR 为度量风险的凸组合的目标函数[11]为 

( ) ( ) ( ) ( ), 1 ,
TI TRX Xh d VaR d VaR dλ α λ β= + −                   (13) 

在上述的目标函数表达式中， ( )0,1λ ∈ 为凸组合式子的权重。考虑特殊情形， 0λ = 时，这款再保险

合同完全只是站在再保险人的角度考虑其风险；而当 1λ = 时，这款再保险合同完全只是站在原保险人的

角度考虑其风险。 ( )0,1λ ∈ 时，这款再保险产品能够同时将保险人与再保险人双方的视角考虑在内分析

其风险，给现实生活中保险公司产品定价有一定借鉴意义。 
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根据 VaR 的性质以及文献[13]，可得到目标函数的表达式 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 1 , 2 1
I RX Xh d VaR d VaR d P dλ α λ β λ= + − + −            (14) 

我们目前主要是通过最小化目标函数： 

( ) ( ){ } ( )* min , 0,h d h d d= ∈ +∞                         (15) 

*d 表示最优自留额。 
在最优自留额的求解过程中，权重 λ 的大小体现了停止–损失再保险的最优自留额决策中原保险人

和再保险人风险的重要水平。下面就 0 1 2λ≤ < 、1 2 1λ< ≤ 和 1 2λ = 三种情况各自进行研究，现令 

( )ˆ 1 1ρ ρ= +                                  (16) 

2.2. 模型求解 

1) 偏向于考虑再保险人风险的最优自留额 
在构造出的凸风险目标函数中，若要更多的偏向考虑再保险人所面临的风险，则权重 0 1 2λ≤ < 。 
定理 1 
当 0 β α< < 时，a) 最优自留额 * 0d > 有解的充分必要条件是 ( ) ( )1 0xg Sα ρ−< <� 和 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
*

1 1
0

1 1 2 1 d
d

X X XS S g S x xλ β λ α λ ρ− −− − > − + ∫ 成立； 

b) 如果 a)中讨论的条件成立的话，自留额 * 0d > 有最优解，为 ( )* 1
Xd S β−= 或相同的表达式

( )*d VaR Xβ= ，并且此时 VaR 的凸风险组合的最小值为 ( ) ( ) ( )1 *2 1XS P dλ α λ− + − 。 
证明：a)当再保险模型基于王氏保费原理时，则其保费： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
0

1 d 1 d
RX Xd

P d g S x x g S x xρ ρ
+∞ +∞

= + = +∫ ∫ ，其中 0ρ ≥ 是相对安全负荷系数。 

( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )

1 1

1 1 1 1

1 1

2 1 1 2 1 1 d ,

1 1 2 1 1 d ,

2 1 1 d ,

X X Xd

X X X X Xd

X X Xd

d S g S x x d S

h d d S S g S x x S d S

S g S x x S d

λ λ β λ ρ α

λ λ α λ β λ ρ α β

λ α λ ρ β

+∞− −

+∞− − − −

+∞− −

 − + − + − + <

= − + + − + − + ≤ <

 + − + ≤


∫

∫

∫

 

现在的目标是要求 ( )h d 在 ( )0,d ∈ +∞ 的整个区间内的最小风险，对 d 求导，可得： 

( )( )
( )

( ) ( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )

1

1 1

1

1 2 1 1 ,

1 2 1 1 ,

1 2 1 ,

X X

X X X

X X

g S d d S
h d

g S d S d S
d

g S d d S

λ ρ α

λ λ ρ α β

λ ρ β

−

− −

−

  − + − < ∂ = − − − + ≤ <
∂  − + ≥

 

令
( )( )
( )

0
h d

d
∂

=
∂

，可得 ( )( )* 1 1
0 ˆXd S g ρ− −= ， ( ) ( )( )( )* 1 1

1 ˆ1 1 2Xd S g λ λ ρ− −= − − 。由于 [ )1 20,λ ∈ ，故

( ) ( ) ˆ ˆ1 1 2λ λ ρ ρ− − ≥ ，同时根据王氏保费中扭曲函数的性质，知 ( )( )1 1
XS g x− − 是递减函数，所以 * *

1 0d d≤ 。

当 ( )*
00,d d∈ 时，

( )( )
( )

0
h d

d
∂

>
∂

，当 ( )( )* 1
0 , Xd d S α−∈ 时，

( )( )
( )

0
h d

d
∂

<
∂

，当 ( ) ( )( )1 1,X Xd S Sα β− −∈ 时，

( )( )
( )

0
h d

d
∂

<
∂

，当 ( )1
Xd S β−≥ 时，

( )( )
( )

0
h d

d
∂

>
∂

，则 ( )h d 在 ( )1
Xd S β−= 处为目标最小。考虑 ( )h d 导数与

零之间的大小关系及其与极值的关系，故还需要考虑 0d → 时的情况，要使得 ( )h d 在 ( )1
Xd S β−= 处取到
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最小值，即自留额有最优解的情况，还需要满足： 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )*
1 1

0
1 2 1 1 d 2 1 1 dX X X Xd

S g S x x S g S x xλ β λ ρ λ α λ ρ
+∞ +∞− −− + − + > + − +∫ ∫ ，化简即可得

到 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
*

1 1
0

1 1 2 1 d
d

X X XS S g S x xλ β λ α λ ρ− −− − > − + ∫ 。值得注意的是， ( )* 10 Xd S α−< ≤ ，可得到

( ) ( )* 0X XS d Sα ≤ < ，即 ( ) ( )1 ˆ 0xg Sα ρ−≤ < 。 

b)如果 a)中讨论的条件成立的话，自留额 * 0d > 有最优解，为 ( )* 1
Xd S β−= 或相同的表达式

( )*d VaR Xβ= 。 
定理 2 
当 0 α β< < ，a)最优自留额 ** 0d > 有解的充分必要条件是 ( ) ( )1 ˆ 0xg Sβ ρ−≤ < 成立； 
b)假如上面的不等式成立，停止–损失再保险的自留额 ** 0d > 存在最优解， ( )( )** 1 1 ˆXd S g ρ− −= 或者

以 VaR 表示的相同数学表达式
( ) ( )1

**
ˆg

d VaR X
ρ−= ，并且此时目标函数 VaR 的凸风险组合的最小值为

( ) ( ) ( ) ( ) ( )** 1 **2 1 1 2 1Xd S P dλ λ β λ−− + − + − 。 
证明：a) 当再保险模型基于王氏保费原理时，则其保费： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
0

1 d 1 d
RX Xd

P d g S x x g S x xρ ρ
+∞ +∞

= + = +∫ ∫ ，其中 0ρ ≥ 是相对安全负荷系数。 

则对应目标函数 ( )h d 的表达式： 

( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )

1 1

1 1

1 1

2 1 1 2 1 1 d ,

2 1 1 d ,

2 1 1 d ,

X X Xd

X X Xd

X X Xd

d S g S x x d S

h d d g S x x S d S

S g S x x S d

λ λ β λ ρ β

λ λ ρ β α

λ α λ ρ α

+∞− −

+∞ − −

+∞− −

 − + − + − + <



= + − + ≤ <

 + − + ≤

∫

∫

∫

       (17) 

现在的目标是要求 ( )h d 的最小值，根据高等数学的相关知识，现就 ( )h d 对 d 求导，可得： 

( )( )
( )

( ) ( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )

1

1 1

1

1 2 1 1 ,

2 1 1 ,

1 2 1 ,

X X

X X X

X X

g S d d S
h d

g S d S d S
d

g S d d S

λ ρ β

λ λ ρ β α

λ ρ α

−

− −

−

  − + − < ∂ = − − + ≤ <
∂  − + ≥

               (18) 

令
( )( )
( )

0
h d

d
∂

=
∂

，可得 ( )( )** 1 1
0 ˆXd S g ρ− −= ， ( )( )( )** 1 1

1 ˆ2 1Xd S g λ λ ρ− −= − ，因为 [ )0,1 2λ ∈ ，就

( ) ˆ2 1 0λ λ ρ− < ， **
1d 可舍去。同时 ( ) ( )1 0Xg S dρ+ >   ，所以 ( )( ) ( )( )2 1 1 0Xg S dλ λ ρ− − + > 。下面就 d

的不同取值来进行分类讨论，当 ( )**
00,d d∈ 时，

( )( )
( )

0
h d

d
∂

>
∂

，当 ( )( )* 1
0 , Xd d S β−∈ 时，

( )( )
( )

0
h d

d
∂

<
∂

，当

( ) ( )( )1 1,X Xd S Sβ α− −∈ 时，
( )( )
( )

0
h d

d
∂

>
∂

，当 ( )1
Xd S β−≥ 时，

( )( )
( )

0
h d

d
∂

>
∂

，则 ( )h d 在 ** **
0d d= 处取到最小

值。 
另外值得注意的是， ( )** 10 Xd S β−< ≤ ，可得到 ( ) ( )** 0X XS d Sβ ≤ < ，即 ( ) ( )1 ˆ 0xg Sβ ρ−≤ < 。 
b) 如果上述讨论的不等式成立的话，自留额 ** 0d > 存在，为 ( )( )** 1 1 ˆXd S g ρ− −= 或相同的表达式

( ) ( )1
**

ˆg
d VaR X

ρ−= 。 

此时目标函数 VaR 的凸风险组合的最小值为 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )** 1 **2 1 1 2 1Xd S P dλ λ β λ−− + − + − 。 
定理 3 
当 0 α β< = 时，a) 自留额 *** 0d > 有最优解的充分必要条件是 ( ) ( )1 0xg Sα ρ−< <� ，并且满足 
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
***

1 1
0

1 1 2 1 d
d

X X XS S g S x xλ β λ α λ ρ− −− − > − + ∫ ； 

b) 如果 a)中讨论的条件成立的话，停止损失再保险自留额 *** 0d > 有最优解，为 ( )*** 1
Xd S β−= 或相同

的表达式 ( )*d VaR Xβ= ，并且此时 VaR 的凸风险组合的最小值为 ( ) ( ) ( )1 *2 1XS P dλ α λ− + − 。 
证明：a) 当再保险模型基于王氏保费原理时，则其保费： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
0

1 d 1 d
RX Xd

P d g S x x g S x xρ ρ
+∞ +∞

= + = +∫ ∫ ，其中 0ρ ≥ 是相对安全负荷系数。 

则对应目标函数 ( )h d 的表达式： 

( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )

1 1

1 1

2 1 1 2 1 1 d ,

2 1 1 d ,

X X Xd

X X Xd

d S g S x x d S
h d

S g S x x S d

λ λ β λ ρ α

λ α λ ρ α

+∞− −

+∞− −

 − + − + − + <= 
 + − + ≤

∫

∫
     (19) 

现在的目标是要求 ( )h d 的最小值，根据高等数学的相关知识，现就 ( )h d 对 d 求导，可得： 

( )( )
( )

( ) ( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )

1

1

1 2 1 1 ,

1 2 1 ,

X X

X X

g S d d Sh d
d g S d d S

λ ρ α

λ ρ α

−

−

  − + − <∂   = 
∂ − + ≥

              (20) 

令
( )( )
( )

0
h d

d
∂

=
∂

，可得 ( )( )* 1 1
0 ˆXd S g ρ− −= ， ( )*

00,d d∈ 时，
( )( )
( )

0
h d

d
∂

>
∂

，当 ( )( )* 1
0 , Xd d S α−∈ 时，

( )( )
( )

0
h d

d
∂

<
∂

，当 ( )1
Xd S β−≥ 时，

( )( )
( )

0
h d

d
∂

>
∂

，则 ( )h d 在 ( )1
Xd S β−= 处取到最小值。根据上述讨论的情

况，还需要考虑 0d → 时的情况，要使得 ( )h d 在 ( )1
Xd S β−= 处取到最小值，即最优自留额存在，需要满

足 ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )***
0

1 1
0

1 2 1 1 d 2 1 1 dX X X Xd
S g S x x S g S x xλ β λ ρ λ α λ ρ

+∞ +∞− −− + − + > + − +∫ ∫ ，化简即可得到

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
***

1 1
0

1 1 2 1 d
d

X X XS S g S x xλ β λ α λ ρ− −− − > − + ∫ 。 

值得注意的是， ( )*** 10 Xd S α−< ≤ ，可得到 ( ) ( )*** 0X XS d Sα ≤ < ，即 ( ) ( )1 ˆ 0xg Sα ρ−≤ < 。 
b)如果 a)中讨论的条件成立的话，停止损失再保险自留额 *** 0d > 有最优解，为 ( )*** 1

Xd S β−= 或相同

的表达式 ( )*d VaR Xβ= ，并且此时 VaR 的凸风险组合的最小值为 ( ) ( ) ( )1 *2 1XS P dλ α λ− + − 。 
2) 偏向于考虑原保险人风险的最优自留额 
当权重1 2 1λ< ≤ 时，即更多的偏向考虑原保险人所面临的风险。其求解的过程和 0 1 2λ≤ < 求解的

过程类似。在详细的求解之后，可得到下面的定理。 
定理 4 
当 0 β α< < 时，a) 最优自留额 * 0d∆ > 有解的充分必要条件为 ( ) ( )1 ˆ 0xg Sα ρ−< < ，并且满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )*
1 * 12 1 1 2 1 1 dX X Xd

S d S g S x xλ α λ λ β λ ρ
+∞− −

∆> − + − + − + ∫
�

； 

b) 假如上面的不等式成立，停止–损失再保险的最优自留额存在， ( )( )* 1 1 ˆXd S g ρ− −= 或相同的表达

式
( ) ( )1

*
ˆg

d VaR X
ρ−= ，并且此时凸风险组合的最小值为： ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* 1 *2 1 1 2 1Xd S P dλ λ β λ−

∆ ∆− + − + − 。 
证明：当再保险模型基于王氏保费原理时，则其保费： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
0

1 d 1 d
RX Xd

P d g S x x g S x xρ ρ
+∞ +∞

= + = +∫ ∫ ，其中 0ρ ≥ 是相对安全负荷系数。 

对应目标函数 ( )h d 的表达式和定理 1 中证明的表达式一样，现在的目标是要求 ( )h d 的最小值，根

据高等数学的相关知识，现就 ( )h d 对 d 求导，可得： 
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( )( )
( )

( ) ( ) ( ){ } ( )
( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

1

1 1

1

1 2 1 1 ,

1 2 1 1 ,

1 2 1 ,

X X

X X X

X X

g S d d S
h d

g S d S d S
d

g S d d S

λ ρ α

λ λ ρ α β

λ ρ β

−

− −

−

 − + − <  ∂ = − − − + ≤ <   ∂  − + ≥  

             (21) 

令
( )( )
( )

0
h d

d
∂

=
∂

，可得 ( )( )* 1 1
2 ˆXd S g ρ− −= ， ( ) ( )( )( )* 1 1

3 ˆ1 1 2Xd S g λ λ ρ− −= − − ，因为 ( ],11 2λ ∈ ，所以

( ) ( ) ˆ1 1 2 0λ λ ρ β− − < < ，故 ( )1
3 Xd S β−> ，进一步可得进一步可得当 ( ) ( )( )1 1,X Xd S Sα β− −∈ 时，

( )( ) ( )( )1 2 1 1 0Xg S dλ λ ρ− − − + < 。当 ( )*
00,d d∈ 时，

( )( )
( )

0
h d

d
∂

<
∂

，当 ( )( )* 1
0 , Xd d S α−∈ 时，

( )( )
( )

0
h d

d
∂

>
∂

，

当 ( ) ( )( )1 1,X Xd S Sα β− −∈ 时，
( )( )
( )

0
h d

d
∂

<
∂

，当 ( )1
Xd S β−≥ 时，

( )( )
( )

0
h d

d
∂

<
∂

，则 ( )h d 在 *
2d d= 处取到最小

值。根据上述讨论的情况，还需要考虑 d → +∞时的情况，要使得 ( )h d 在 *
2d d= 处取到最小值，即最优

自留额存在，还需要满足： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )*
* 1 12 1 1 2 1 1 dX X Xd

d S g S x x Sλ λ β λ ρ λ α
+∞− −

∆− + − + − + <∫
�

。 

值得注意的是， ( )* 10 Xd S α−
∆< ≤ ，可得到 ( ) ( )* 0X XS d Sα ∆≤ < ，即 ( ) ( )1 ˆ 0xg Sα ρ−≤ < 。 

b) 假如上面的不等式成立，停止–损失再保险的最优自留额存在， ( )( )* 1 1 ˆXd S g ρ− −= 或相同的表达

式
( ) ( )1

*
ˆg

d VaR X
ρ−= 。 

此时 VaR 的凸风险组合的最小值为 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* 1 *2 1 1 2 1Xd S P dλ λ β λ−
∆ ∆− + − + − 。 

定理 5 
当 0 α β< < ，a) 最优自留额 ** 0d∆ > 有解的充分必要条件 ( ) ( )1 ˆ 0xg Sβ ρ−≤ < ，并且满足 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )**
** 1 12 1 1 2 1 1 dX X Xd

d S g S x x Sλ λ β λ ρ λ α
+∞− −

∆− + − + − + <∫
�

； 

b) 假如上面的不等式成立，停止–损失再保险的最优自留额存在， ( )( )** 1 1 ˆXd S g ρ− −
∆ = 或者以 VaR 表

示的相同数学表达式
( ) ( )1

**
ˆg

d VaR X
ρ−∆ = ，并且此时目标函数 VaR 的凸风险组合的最小值为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )** 1 **2 1 1 2 1Xd S P dλ λ β λ−
∆ ∆− + − + − 。 

证明：a) 当再保险模型基于王氏保费原理时，则其保费： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
0

1 d 1 d
RX Xd

P d g S x x g S x xρ ρ
+∞ +∞

= + = +∫ ∫ ，其中 0ρ ≥ 是相对安全负荷系数。 

则对应目标函数 ( )h d 的表达式和定理 2 证明过程中的表达式一样，现在的目标是要求 ( )h d 的最小

值，根据高等数学的相关知识，现就 ( )h d 对 d 求导，可得： 

( )( )
( )

( ) ( ) ( ){ } ( )
( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

1

1 1

1

1 2 1 1 ,

2 1 1 ,

1 2 1 ,

X X

X X X

X X

g S d d S
h d

g S d S d S
d

g S d d S

λ ρ β

λ λ ρ β α

λ ρ α

−

− −

−

 − + − <  ∂ = − − + ≤ <   ∂  − + ≥  

               (22) 

令
( )( )
( )

0
h d

d
∂

=
∂

，可得 ( )( )** 1 1
0 ˆXd S g ρ− −= ， ( )( )( )** 1 1

1 ˆ2 1Xd S g λ λ ρ− −= − ，因为 ( ],11 2λ ∈ ，就

( ) ˆ ˆ2 1λ λ ρ ρ− ≥ ，类似定理 1 的证明可得到不等式 ( )** ** 1
1 0 Xd d S β−≤ ≤ 。下面就 d 的不同区间取值来进行

https://doi.org/10.12677/sa.2022.112034


李匡亚，李美平 
 

 

DOI: 10.12677/sa.2022.112034 331 统计学与应用 
 

分类讨论，当 ( )**
00,d d∈ 时，

( )( )
( )

0
h d

d
∂

<
∂

，当 ( )( )* 1
0 , Xd d S β−∈ 时，

( )( )
( )

0
h d

d
∂

>
∂

，当 ( ) ( )( )1 1,X Xd S Sβ α− −∈

时，
( )( )
( )

0
h d

d
∂

>
∂

，当 ( )1
Xd S β−≥ 时，

( )( )
( )

0
h d

d
∂

<
∂

，则 ( )h d 在 ** **
0d d∆ = 处取到最小值。根据上述的情况，

还需要考虑 d → +∞ 的情况，要使得 ( )h d 在 **
0d 处取到最小值，即最优自留额存在，还需要满足

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )*
* 1 12 1 1 2 1 1 dX X Xd

d S g S x x Sλ λ β λ ρ λ α
+∞− −

∆− + − + − + <∫
�

。值得注意的是， ( )** 10 Xd S β−
∆< ≤ ，

可得到 ( ) ( )** 0X XS d Sβ ∆≤ < ，即 ( ) ( )1 ˆ 0xg Sβ ρ−≤ < 。 

b) 如果上述讨论的不等式成立的话，最优自留额 ** 0d∆ > 存在，为 ( )( )** 1 1 ˆXd S g ρ− −
∆ = 或相同的表达式

( ) ( )1
**

ˆg
d VaR X

ρ−∆ = 。 

定理 6 
当 0 α β< = 时，a) 最优自留额 *** 0d∆ > 有解的充分必要条件是 ( ) ( )1 ˆ 0xg Sα ρ−< < ，并且满足 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
***

1 1
0

1 1 2 1 d
d

X X XS S g S x xλ β λ α λ ρ ∆− −− − > − + ∫ ； 

b) 假如上面的不等式成立，停止–损失再保险的最优自留额存在，为 ( )*** 1
Xd S β−

∆ = 或相同的表达式

( )***d VaR Xβ∆ = ，并且此时 VaR 的凸风险组合的最小值为 ( ) ( ) ( )1 ***2 1XS P dλ α λ−
∆+ − 。 

证明：a) 当再保险模型基于王氏保费原理时，则其保费： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
0

1 d 1 d
RX Xd

P d g S x x g S x xρ ρ
+∞ +∞

= + = +∫ ∫ ，其中 0ρ ≥ 是相对安全负荷系数。 

则对应目标函数 ( )h d 的表达式和定理 2 证明过程中的表达式一样。现在目标是要求 ( )h d 的最小值，

根据高等数学的相关知识，现就 ( )h d 对 d 求导，可得： 

( )( )
( )

( ) ( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )

1

1

1 2 1 1 ,

1 2 1 ,

X X

X X

g S d d Sh d
d g S d d S

λ ρ α

λ ρ α

−

−

  − + − <∂   = 
∂ − + ≥

                   (23) 

令
( )( )
( )

0
h d

d
∂

=
∂

，可得 ( )( )*** 1 1
0 ˆXd S g ρ− −= ， ( )***

00,d d∈ 时，
( )( )
( )

0
h d

d
∂

<
∂

，当 ( )( )*** 1
0 , Xd d S α−∈ 时，

( )( )
( )

0
h d

d
∂

>
∂

，当 ( )1
Xd S β−≥ 时，

( )( )
( )

0
h d

d
∂

<
∂

，则 ( )h d 在 *** **
0d d∆ = 处取到最小值。根据上述的情况，还

需要考虑 d → +∞ 的情况，要使得 ( )h d 在 ***
0d 处取到最小值，即最优自留额存在，还需要满足

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )***
*** 1 12 1 1 2 1 1 dX X Xd

d S g S x x Sλ λ β λ ρ λ α
∆

+∞− −
∆− + − + − + <∫ 。值得注意的是， ( )*** 10 Xd S β−

∆< ≤ ，

可得到 ( ) ( )*** 0X XS d Sβ ∆≤ < ，即 ( ) ( )1 ˆ 0xg Sβ ρ−≤ < 。 

b) 如果上述讨论的不等式成立的话，最优自留额 *** 0d∆ > 存在，为 ( )( )*** 1 1 ˆXd S g ρ− −
∆ = 或相同的表达

式
( ) ( )1

***
ˆg

d VaR X
ρ−∆ = 。此时 VaR 的凸风险组合的最小值为 ( ) ( ) ( )1 ***2 1XS P dλ α λ−

∆+ − 。 

3) 等权重系数情况下的最优自留额 
在停止–损失再保险模型中，权重 1 2λ = 表示等同的考虑再保险合同中原保险人与再保险人的风险，

这时的最优自留额有着比较特殊的形式。即为如下所述的定理 
定理 7 
当 0 β α< < 时，a) 自留额 * 0d∇ > 有最优解； 
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b) 最优自留额 ( )* 1
Xd S β−

∇ = 或相同的表达式 ( )*d VaR Xβ∇ = ，并且此时 VaR 的凸风险组合的最小值为

( ) ( )11 2 XS α− 。 
证明将权重 1 2λ = 代入定理 1 中证明过程 ( )h d 的表达式中： 

( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1

1 1 1 1

1 1

1 2

1 2 1

,

,2 1

2 ,

2

1

X X

X X X X

X X

S d S

h d d S S S d S

S S d

β α

α β α β

α β

− −

− − − −

− −

 <
= − + + ≤ <


≤

          (24) 

显然： ( )* 1
Xd S β−

∇ = ，此时 VaR 的凸风险组合的最小值为 ( ) ( )11 2 XS α− 。 
定理 8 
当 0 α β< < 时，a) 自留额 ** 0d∇ > 有最优解； 
b) 最优自留额 ( )** 1

Xd S β−
∇ = 或相同的表达式 ( )**d VaR Xβ∇ = ，并且此时 VaR 的凸风险组合的最小值

为 ( ) ( )11 2 XS α− 。 
证明：将权重 1 2λ = 代入定理 2 中证明过程 ( )h d 的表达式中： 

( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1

1 1

1 1

,1 2
2

1 2 ,
1 ,

X X

X X

X X

S d S
h d d S d S

S S d

β β
β α

α α

− −

− −

− −

 <


= ≤ <
 ≤

                          (25) 

显然： ( )** 1
Xd S β−

∇ =  
此时 VaR 的凸风险组合的最小值为 ( ) ( )11 2 XS β− 。 
定理 9 
当 0 α β< = 时，a) 最优自留额 *** 0d∇ > 存在； 
b) 假如上面的不等式成立，停止–损失再保险的最优自留额存在， ***d∇ 取正实数中某一任意值，并

且此时 VaR 的凸风险组合的最小值为 ( )1
XS β− 。 

证明：当 0 α β< = 时，且再保险保费满足王氏保费原理时， ( )h d 为常数 ( )1
XS α−

，即证。 

3. 数值算例与分析 

3.1. 参数构建 

假设 X 服从指数分布，分布函数为 ( )
( )0.11 e , 0

0, 0

x

X
xF x

x

− − >= 
≤

生存函数为 ( )
( )0.1e , 0

0, 0

x

X
xS x

x

− >= 
≤

。 

根据第二部分求解最优自留额的过程，可知影响停止–损失再保险合同中最优自留额的因素不仅仅

是再保险双方的权重系数，还有保费收取的安全载荷系数以及原保险人和再保险人的置信水平，以及扭

曲函数的形式。为了方便计算，本文选取扭曲函数 ( )g x x= ，以及 0.25λ = 和 0.75λ = ，并对定理 1~6
进行相应的数值计算。 

3.2. 定理验证与分析 

下面验证定理 1，当 0.25λ = ， 0.1ρ = 时，数据表如下。 
根据表 1 可以了解到，在偏重考虑再保险人的利益角度时( 0.25λ = )且α β> 时，自留额的最优解对

双方置信水平的变化比较敏感，在其他条件不变的情况下，自留额最优解的大小与原保险人的风险容忍

度α 呈现负相关，与再保险人的风险容忍度 β 也为负相关关系。 
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Table 1. Variation in optimal retention due to changes in mutual confidence levels and their existence 
表 1. 双方置信水平变化引起的最优自留额的变化及存在情况 

( ),α β  *d  ( )*h d  
*d 是否存在 

(T 表示有解，F 表示没有解) 

( )0.01,0.005  52.9832 11.4854 T 

( )0.015,0.010  46.0517 10.4443 T 

( )0.020,0.010  46.0517 9.72506 T 

( )0.020,0.015  41.9971 9.69756 T 

( )0.050,0.030  35.0656 7.32433 T 

( )0.050,0.035  33.5241 7.29683 T 

 
当 0.25λ = ， 0.01α = ， 0.05β = 时，下面验证定理 2。 

 
Table 2. Variation in optimal retention due to changes in the relative safety load factor and their existence 
表 2. 相对安全载荷系数变化引起的最优自留额的变化及存在情况 

ρ  **d  ( )**h d  
**d 是否存在 

(T 表示有解，F 表示没有解) 

0.1 0.9531 12.9659 T 

0.2 1.8232 13.4009 T 

0.3 2.6236 13.8012 T 

0.4 3.3647 14.1717 T 

0.5 4.0546 14.5167 T 

0.6 4.7000 14.8393 T 

 
根据表 2 可以了解到，在偏重考虑再保险人的利益角度时( 0.25λ = )且α β< 时，自留额的最优解对

安全载荷系数 ρ 的变化较为敏锐，在其他条件不变的情况下，自留额最优解的大小与安全载荷系数 ρ 的

变化呈现正相关关系。 
当 0.05α β= = ， 0.25λ = 时，定理 3 进行验证。 

 
Table 3. Variation in optimal retention due to changes in the relative safety load factor and their existence 
表 3. 相对安全载荷系数变化引起的最优自留额的变化及存在情况 

ρ  ***d  ( )***h d  
***d 是否存在 

(T 表示有解，F 表示没有解) 

0.1 29.9573 7.2143 T 

0.2 29.9573 7.1893 T 

0.3 29.9573 7.1643 T 

0.4 29.9573 7.13933 T 
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Continued 

0.5 29.9573 7.11433 T 

0.6 29.9573 7.0893 T 

 
根据表 3 可以了解到，在偏重考虑再保险人的利益角度时( 0.25λ = )且α β= 时，自留额的最优解与

安全载荷系数 ρ 的变化无关系，但组合风险的数值与安全载荷系数的 ρ 的变化有关。 
当 0.75λ = 时，且 0.05α = ， 0.01β = ，下面对定理 4 进行数值验证。 

 
Table 4. Variation in optimal retention due to changes in the relative safety load factor and their existence 
表 4. 相对安全载荷系数变化引起的最优自留额的变化及存在情况 

ρ  *d∆  ( )*h d∆  
*d∆ 是否存在 

(T 表示有解，F 表示没有解) 

0.1 0.9531 16.9895 T 

0.2 1.8232 17.4245 T 

0.3 2.6236 17.8247 T 

0.4 3.3647 18.1953 T 

0.5 4.0546 18.5403 T 

0.6 4.7000 18.8629 T 

 
根据表 4 可以了解到，在偏重考虑原保险人的利益角度时( 0.75λ = )，且α β> 时，自留额的最优解

对安全载荷系数 ρ 的变化较为敏锐，在其他条件不变的情况下，自留额最优解的大小与安全载荷系数 ρ
的变化呈现正相关关系。 

当 0.75λ = 时 0.01α = ， 0.08β = ，下面对定理 5 进行数值验证。 
 
Table 5. Variation in optimal retention due to changes in the relative safety load factor and their existence 
表 5. 相对安全载荷系数变化引起的最优自留额的变化及存在情况 

ρ  **d∆  ( )**h d∆  
**d∆ 是否存在 

(T 表示有解，F 表示没有解) 

0.1 0.9531 11.7909 T 

0.2 1.8232 12.2259 T 

0.3 2.6236 12.6261 T 

0.4 3.3647 12.9967 T 

0.5 4.0546 13.3416 T 

0.6 4.7000 13.6642 T 

 
根据表 5 可以了解到，在偏重考虑原保险人的利益角度时( 0.75λ = )，且α β< 时，自留额的最优解

对安全载荷系数 ρ 的变化较为敏锐，在其他条件不变的情况下，自留额最优解的大小与安全载荷系数 ρ
的变化呈现正相关关系。 

当 0.75λ = ，且 0.1ρ = 时，下面对定理 6 进行数值验证。 
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Table 6. Variation in optimal retention due to changes in mutual confidence levels and their existence 
表 6. 双方置信水平变化引起自留额最优解变化及存在情况 

( ),α β  ***d∆  ( )***h d∆  
***d∆ 是否存在 

(T 表示有解，F 表示没有解) 

(0.01, 0.01) 46.0517 34.5938 F 

(0.02, 0.02) 39.1202 29.4502 F 

(0.03, 0.03) 35.0656 26.4642 F 

(0.04, 0.04) 32.1888 24.3616 F 

(0.8, 0.8) 2.2314 6.0736 F 

(0.9, 0.9) 1.05361 5.7402 T 

 
根据表 6 可以了解到，在偏重考虑原保险人的利益角度时( 0.75λ = )，且α β= 时，自留额有最优解

时对双方的风险容忍水平 ( ),α β 要求较高，当 0.8α β= = 时，自留额最优解仍然没有，当 0.9α β= = 时，

自留额最优解才相应有。 

4. 结论 

本文所讨论的凸风险组合模型具有更一般的意义，它既包括仅从原保险人的视角来求解最优形式的

问题，也包括从再保险人的利益的角度来考虑最优形式的问题，因此无论是对于原保险人还是再保险人

都具有特殊的现实意义。此外，在现实的生活中，具有免赔额的停止损失的保险产品在医疗、汽车等方

面使用范围较广，本文能为这些保险公司提供一些保险产品定价的参考价值。 
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