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摘  要 

许多工业多元质量控制应用中通常过程失控时偏移只发生在协方差矩阵中的小部分元素中，即协方差矩
阵的偏移具有稀疏性。本文针对这一现实提出一种基于自适应lasso阈值的EWMA (E_ALT)控制图，并通

过蒙特卡洛模拟得到该控制图在不同偏移量下的平均运行链长指标，实验结果证明其在中小偏移下监控

效率较高。之后进一步对控制图中包含的参数进行优化，以提高控制图性能。 
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Abstract 
In many industrial multivariate quality control applications, when the process is out of control, 
the offset usually occurs only in a small part of the covariance matrix, which calls that the offset of 
the covariance matrix is sparse. In view of this reality, this paper proposes an EWMA(E_ALT) con-
trol chart based on adaptive lasso threshold, and obtains the average running chain length index 
of the control chart at different offsets through Monte Carlo simulation, and the experimental re-
sults prove that its monitoring efficiency is high under medium and small offsets. The parameters 
contained in the chart are then further optimized to improve chart performance. 
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1. 引言 

统计质量控制目前广泛用于生产制造过程和服务产品的质量改进中，其中控制图是最强大的技术，

其目的是监控一个正在进行的过程中相互关联的特征情况。在相关工业制造业和服务业中，大多数产品

的质量需要多个相关变量的联合结果来描述，随着数据采集系统和计算技术的进步，多元统计过程控制

图在监控和改进制造过程中可以发挥更大作用[1]。 
随着 SPC 理论体系的成熟，该技术也被广泛应用于信号处理、网络安全、智能制造等领域，在相关

应用中往往会出现监控变量特征数远大于获得子组样本数的情况，此时许多传统监控方法由于矩阵的奇

异性或接近奇异而无法使用。许多学者针对该问题提出改进方案，如研究在基于单个观测值的情况下设

计用于监控协方差矩阵的多元控制图[2] [3] [4]，并以实例验证控制图在实际应用中有很好的表现；Li 和
Wang [5]通过使用惩罚似然函数得到的估计值替换未知的协方差矩阵后进行假设检验设计一个新的多元

协方差矩阵控制图。此外，基于对一些工程和操作原理的理解，在许多工业多元质量控制应用中通常发生失

控时偏移只发生在协方差矩阵中的小部分元素中，即协方差矩阵的偏移具有稀疏性。对此 Maboudou-Tchao
和 Diawara [6]利用 Lasso 方法求解协方差矩阵逆矩阵的稀疏估计过程设计多元控制图进行协方差矩阵的

监控，该控制图被证明在仅方差偏移和方差与相关性同时偏移情况下效果较好；最近，Galal 和 Jinho [7]
提出了可以使用阈值法估计稀疏协方差矩阵作为正则化估计方法的潜在替代方案，设计出通过自适应

lasso 阈值估计稀疏矩阵的 Shewhart 控制图，并验证了该控制图在某些偏移情况下表现优于基于似然比的

控制图，然而当监控过程偏移量较小时，其效果并不是十分理想，为此本文将原有的 Shewhart 控制图推

广到 EWMA 控制图，并重新对各类偏移情况进行充分的模拟研究。 

2. 基于自适应 Lasso 阈值的 EWMA 协方差控制图 

设过程观测值 ( )1 2, , , pX X X X ′=  为 p 维随机向量，独立同分布于多元正态分布，其均值向量和协 

方差矩阵分别为 ( ) ( )1 2
, , ,

pX X X XE X µ µ µ µ ′= =  和 ( ) ( )( )cov X X XX E X Xµ µ ′= Σ = − −  
，其中 XΣ 为 

p p× 维对称正定矩阵。假定过程受控时过程均值向量为 0µ ，协方差矩阵为 0Σ ，且总体参数已知。对于

监控阶段，以 tX 表示在多元过程中随机抽取的第 ( )1,2,3,t t =  个子组，每个子组包含 n 个独立的样品，

则 ( )1 2, , ,ti ti ti tipX X X X ′=  表示第 t 个子组的第 ( )1,2,3, ,i i n=  观测值，其中 tijX 表示 t 时刻第 i 个观测值

的第 ( )1,2,3, ,j j p=  个指标值。 

首先以样本协方差矩阵 ( )( )1

1
1

n
t ti t ti tiS X X X X

n =
′= − −

− ∑ 估计过程协方差矩阵，基于稀疏性假设，过

程失控时差异矩阵 0Σ −Σ 中仅有少数元素不为 0。记差异矩阵 ( ) 01 ,t ijt ti j p
D d S

≤ ≤
= = −Σ ，则当过程受控且

样本量足够大时 tD 趋于 0 矩阵。为此我们采取自适应阈值法对差异矩阵进行压缩。通常统计质量控制在
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监控过程时假设受控协方差矩阵已知或通过阶段 I 估计得到，记为 ( )0 ij p p
σ

×
Σ = ，若样本量为 n，正则化

参数ϕ ，可得到阈值函数 

( )2 1 logij ii jj ijg n pϕ σ σ σ −= +                             (1) 

( )ij p p
G g

×
= 中每个元素为估计差异矩阵 tD 对应元的阈值，若 ijtd 的绝对值小于对应阈值，则将其压

缩为 0。采用连续变换将 ijtd 调整为 

max 0,1 ij
ijt ijt

ijt

g
d d

d

η 
 = ⋅ −
 
 

                               (2) 

其中η为压缩参数。 
同时对矩阵 ( )

1 ,i j p
t ijtD d

≤ ≤
= 

 中各元素进行标准化处理，得到 *
ijt ijt ijd d nθ=  ，其中 ijθ 为元素 ijtd 的方差。 

检验一个矩阵是否为 0 矩阵的常用方法是计算其 Frobenius 范数并检验其是否为 0，进而可得到矩阵 *
tD 的

F 范数为 

( )
2

22* *
2

1 1 1 1

1p p p p
ijt

t t ijtF i j i j ii jj ij

d
F D d

n σ σ σ= = = =

= = =
+∑∑ ∑∑



                       (3) 

对其进行指数加权平均，得到 E_ALT 控制图的监控统计量。记 1 1MEF F= ， 1t > 时 

( ) 11t t tMEF MEF Fλ λ−= − +                                 (4) 

若给定参数 λ  ( 0 1λ< < )，给定无偏移协方差矩阵 0Σ ，给定无偏移时平均链长 0L ，进一步确定控制

图上控制限。利用 tMEF 的经验分布函数求控制限 

( ) t
N

M
F

N
uEF

u =
中 超过不 的诸 个数

， 

( ) ( )1 1
01 1 1N NH F F Lα− −= − = −                                (5) 

记 m 为 ( )1 Nα− 四舍五入之后的整数，将 1 2, , , NMEF MEF MEF 由小到大排序，则 

( )mH MEF=                                          (6) 

3. 控制图的性能比较 

在统计质量控制领域，比较控制图的性能优劣通常使用平均运行链长(Average Run Length，记为ARL)
作为指标，即从监控开始至其发出报警信号为止抽取的平均样本组数。我们希望受控时的 ARL(记为

ARL0)越大越好，而失控时的 ARL(记为 ARL1)越小越好。通常比较控制图好坏的具体方法是：固定二者

的受控 ARL0，之后比较失控时的 ARL1，ARL1越小则表示该控制图灵敏度更高。 
本文主要研究高维情况下的控制图性能，故取样本容量 15n = ，变量维数 15p = ，在固定受控平均

运行链长为 200 的前提下，通过随机模拟得到各控制图在不同平滑系数以及不同偏移情况下的失控平均

运行链长，从而进行性能比较。事实上对于协方差矩阵的监控，我们无法罗列所有失控情况，因为在 p
维的协方差阵中包含任意 ( )1 2p p + 种偏移。因此本文不仅基于偏移量大小比较控制图性能，同时也会

考虑偏移位置，即按照仅有对角线元素元素偏移，仅有非对角线元素发生偏移，以及对角线元素和非对

角线元素共同发生偏移进行控制图性能比较。具体偏移情况分类如下： 
1) 仅有对角线元素发生偏移 
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1 : : 1 ,1OC
iiOC i pσ δ= + ≤ ≤  

2 11: : 1OCOC σ δ= +  

2) 仅有非对角线元素发生偏移 

3 : : ,1 , ,OC
ijOC i j k p i jσ δ= ≤ ≤ ≤ ≠  

4 : : ,1 , 2 ,OC
ijOC i j p i jσ δ= ≤ ≤ ≤ ≠  

3) 对角线元素和非对角线元素同时偏移 

5 : : ,1 ,OC IC
ij ijOC i j k pσ σ δ= + ≤ ≤ ≤  

2
6 : : , : 1 ,1 , 2OC OC

ij iiOC i j pσ δ σ δ= = + ≤ ≤ ≤  

模拟过程中对第三种偏移情况的 k 取 5，对第 5 种偏移情况的 k 取 3。 
当用自适应 lasso 阈值估计稀疏矩阵时，存在正则化参数ϕ 和压缩参数η，本文初步选取通过交叉验

证法得到的最优参数 1ϕ = ， 4η = ，固定参数的情况下，研究偏移量δ 从 0 到 1 时的各控制图性能，为

了减少模拟过程中的随机性，对每一个偏移量进行 10,000 次模拟，得到评价指标平均运行链长，具体结

果见图 1~3。 
图 1 中为只考虑对角线元素发生变化时各控制图的 ARL1。首先由图 1 分析可知这两类控制图均随着

偏移量δ 的增大灵敏度有所提升。在 1OCΣ 偏移情况下，随着λ 的减小，E_ALT 控制图也更为灵敏。当所

有对角线元素都发生偏移时，E_ALT 控制图性能与 ALT_norm 控制图较为相似；而对于 2OCΣ 偏移情况，

E_ALT 具有一致优越性，对于小的偏移效果更为明显，且λ 越小，控制图灵敏性越高。 
 

 
Figure 1. ARL comparison of E_ALT and ALT_norm control chart when shift in diagonal elements (ARL0 = 200, 15n = , 

15p = ) 
图 1. 对角线元素发生偏移时 E_ALT 和 ALT_norm 控制图的 ARL 比较(ARL0 = 200, 15n = , 15p = ) 
 

图 2 为仅有非对角线元素发生偏移时各控制图的性能表现，分析可知当协方差矩阵中对角线元素不

变，部分非对角线元素发生偏移时，偏移量 0.4δ < 时，ALT_norm 控制图性能较好，而当偏移量较大时，

E_ALT 控制图比 ALT_norm 控制图更灵敏，且调节参数越小 E_ALT 控制图的性能越好。而对于协方差

阵中仅有一组非对角线元素发生偏移，当 1δ < 时 E_ALT 控制图 ARL1小于其他控制图的 ARL1，即 E_ALT
对于中小偏移更灵敏。 
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Figure 2. ARL comparison of E_ALT and ALT_norm control chart when shift in off-diagonal elements (ARL0 = 200, 15n = , 

15p = ) 
图 2. 仅有非对角线元素发生偏移时 E_ALT 和 ALT_norm 控制图的 ARL 比较(ARL0 = 200, 15n = , 15p = ) 
 

图 3 中则为考虑变量对角线元素和非对角线元素均发生偏移的情况，对于样本对角线元素和非对角

线元素均发生偏移的情况，由图 3 可知当偏移量 0.4δ < 时，E_ALT 控制图更加灵敏，而 0.6δ ≥ 时，较

大的调节参数 λ 下 E_ALT 控制图的 ARL1与 ALT_norm 控制图的 ARL1较为接近，也就是说在选取合适

的 λ 值后，对于固定的δ 值 E_ALT 控制图具有一致的优越性。 
 

 
Figure 3. ARL comparison of E_ALT and ALT_norm control chart when shift in diagonal and off-diagonal elements (ARL0 
= 200, 15n = , 15p = ) 
图 3. 对角线元素及非对角线元素同时发生偏移时 E_ALT 和 ALT_norm 控制图的 ARL 比较(ARL0 = 200, 15n = , 

15p = ) 

4. 参数优化 

在使用自适应 Lasso 阈值法估计矩阵时，存在正则化参数ϕ 与压缩参数η，正则化参数ϕ 表示由(2)
式求出阈值对应方差的正则化水平，压缩参数η则决定着压缩过程中的压缩程度。前文使用通过交叉验

证法求得的参数进行控制图设计，然而从多元统计过程控制角度来看，参数的选择也与实际偏移情况有

关，因此本文进一步按照偏移量情况，对各参数进行讨论。具体结果见表 1 和表 2。 
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表 1 是对正则化参数分析结果，加粗的部分是 ARL1 最小的情况。对于第一种偏移情况，当偏移量较

小，小于 0.4 时，正则化参数取 0.5 控制图具有最佳的 ARL1，而偏移量达到 0.6 之后，正则化参数的取值

对控制图性能基本没有影响。对于第二、第四及第六种偏移情况，偏移量低于 0.2 时，越小的正则化参数

使得控制图效果越好，而对于较大偏移量则正则化参数越大越好，因为这三种偏移情况相较于其他情况稀

疏性更强。对于第三、第五种失控情况，正则化参数取较小值时控制图整体表现更佳。而表 2 展示了压缩

参数变化时的对应指标，正如上文所说，若偏移量较小，则更大的压缩参数对应的控制图效果更好。综上，

若某个系统可从历史数据中获得一些相关情况，则可以按照分析预先设定参数，实现更高效的监控。 
 
Table 1. ARL performance of E_ALT according to ϕ  (ARL0 = 200, 15n = , 15p = , 0.5λ = , 4η = ) 
表 1. 关于正则化参数ϕ 的 E_ALT 控制图 ARL 表现(ARL0 = 200, 15n = , 15p = , 0.5λ = , 4η = ) 

OCΣ  δ  ϕ  

  0.5 1 1.5 2 

1OCΣ  

0.2 4.47 5.40 8.21 12.75 

0.4 1.28 1.39 1.75 2.56 

0.6 1.02 1.04 1.11 1.29 

0.8 1 1 1.01 1.04 

1.0 1 1 1 1 

2OCΣ  

0.2 117.68 121..97 123.84 128.53 

0.4 52.91 54.34 55.20 57.31 

0.6 23.25 23.84 23.93 24.44 

0.8 11.92 11.74 11.82 12.18 

1.0 6.93 6.91 6.93 7.07 

3OCΣ  

0.2 178.87 182.55 183.02 188.32 

0.4 112.23 117.21 117.44 117.62 

0.6 46.78 47.94 45.10 43.65 

0.8 17.61 17.54 15.33 13.95 

1.0 7.27 6.96 5.97 5.50 

4OCΣ  

0.2 70.98 78.38 89.03 113.29 

0.4 11.60 12.43 15.96 22.50 

0.6 3.88 4.03 4.76 6.73 

0.8 2.09 2.13 2.46 3.29 

1.0 1.49 1.53 1.65 2.18 

5OCΣ  

0.2 38.71 42.31 47.63 56.45 

0.4 7.91 8.37 9.51 11.35 

0.6 3.14 3.24 3.61 4.15 

0.8 1.90 1.94 2.08 2.34 

1.0 1.44 1.49 1.54 1.67 
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Continued 

6OCΣ  

0.2 150.88 156.86 161.06 169.78 

0.4 52.88 56.72 59.25 63.97 

0.6 13.48 13.56 14.34 15.67 

0.8 4.48 4.11 4.80 5.24 

1.0 2.23 2.51 2.34 2.53 

 
Table 2. ARL performance of E_ALT according to η  (ARL0 = 200, 15n = , 15p = , 0.5λ = , 1ϕ = ) 
表 2. 关于压缩参数η 的 E_ALT 控制图 ARL 表现(ARL0 = 200, 15n = , 15p = , 0.5λ = , 1ϕ = ) 

OCΣ  δ  η  

  2 4 6 8 10 

1OCΣ  

0.2 6.50 5.40 4.92 4.78 4.67 

0.4 1.53 1.39 1.34 1.32 1.30 

0.6 1.06 1.04 1.03 1.03 1.02 

0.8 1 1 1. 1 1 

1.0 1 1 1 1 1 

2OCΣ  

0.2 124.21 121..97 120.50 119.99 118.49 

0.4 54.75 54.34 53.90 54.10 54.63 

0.6 23.86 23.84 24.20 23.61 23.82 

0.8 11.81 11.74 12.01 11.87 11.87 

1.0 6.85 6.91 6.91 6.97 6.97 

3OCΣ  

0.2 179.77 182.55 182.79 178.86 178.28 

0.4 116.74 117.21 114.41 112.70 113.14 

0.6 45.84 47.94 47.00 46.85 48.52 

0.8 16.06 17.54 17.35 17.45 17.89 

1.0 6.40 6.96 7.15 7.20 7.25 

4OCΣ  

0.2 84.05 78.38 74.42 71.78 72.66 

0.4 14.18 12.43 12.29 11.84 12.01 

0.6 4.39 4.03 3.90 3.82 3.90 

0.8 2.35 2.13 2.08 2.06 2.08 

1.0 1.60 1.53 1.49 1.49 1.49 

5OCΣ  

0.2 45.30 42.31 41.58 40.56 39.96 

0.4 9.07 8.37 8.17 7.98 7.97 

0.6 3.40 3.24 3.12 3.16 3.15 

0.8 2.02 1.94 1.91 1.93 1.91 

1.0 1.51 1.49 1.46 1.47 1.46 
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Continued 

6OCΣ  

0.2 159.60 156.86 157.37 150.84 152.98 

0.4 57.46 56.72 55.25 54.05 54.83 

0.6 13.75 13.56 13.60 13.42 13.24 

0.8 4.66 4.11 4.58 4.51 4.50 

1.0 2.28 2.51 2.23 2.23 2.22 

5. 结束语 

本文将使用自适应 Lasso 阈值法估计稀疏矩阵的思想与 EWMA 控制图相结合，提出了一种用于监控

协方差矩阵的 E_ALT 控制图，来监控高维过程中协方差矩阵偏移情况。通过蒙特卡洛模拟得出该控制图

的 ARL 指标，数值模拟结果表明过程失控时，E_ALT 控制图对监控过程中可能出现的不同偏移量具有

一致优越性，尤其在中小偏移量下优势更为明显。同时对控制图中涉及的相关参数进行模拟分析，在通

过历史数据得到相关信息时可以对参数进行调整以提高监控效率。 
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