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摘  要 

本文考虑了一个基于N策略下带有预留时间和启动时间的M/M/1可修重试排队系统。通过概率母函数法

求得系统的稳态概率，并给出了一些性能指标。考虑了双目标优化问题，旨在同时最小化成本和期望等

待时间，借助NSGA-II算法来寻找Pareto最优解集。建立二者之间的回归模型，检验从帕累托最优解集

获得的最小成本和期望等待时间的关系。 
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Abstract 
In this paper, we consider the M/M/1 retrial queue with a repairable server as well as reserved 
time and setup times under the N-policy. The stationary probabilities of the system are obtained 
by the generating function method, and some performance measures are given. Bi-objective opti-
mization problem is considered to minimize the cost and expected waiting time at the same time, 
and NSGA-II algorithm is used to find the Pareto optimal solution set. The regression model be-
tween them is then constructed and the relationship between the minimum cost and the expected 
waiting time obtained from the Pareto optimal solution set is tested. 
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1. 引言 

若顾客到达时，服务台处于忙期，那么他将加入重试轨道等待再次请求服务，这样的行为被称为重

试。20 世纪 50 年代 Cohen [1]首次发表了关于重试排队的文章，自此以后，关于重试的研究不断涌现，

有关重试排队的分析可参阅 Falin [2]和 Artalejo [3]等人的著作。 
实际生活中，经常会发生服务台无法工作的情况，需要维修后才能继续服务顾客，研究可修排队有

着重要的现实意义。Shogan [4]和 Neuts [5]等人分别研究了单服务台和多服务台的可修排队系统。Wang [6]
等人将其引入到重试排队系统中，考虑了 M/M/1 可修重试排队。 

在经典的排队系统中，服务台总是能够提供服务，而休假排队允许服务台在某些时刻去休假。N 策

略就是众多休假策略的一种情况。当系统为空时，服务台将处于休假状态。只有当队列长度达到 N 时，

服务台才再次开启工作。关于 N 策略休假的研究最早可以追溯到 Kulkarni [7]的文章。有关休假排队的分

析还可以参阅田乃硕[8]的著作。 
大多数关于排队模型优化的研究都集中在单目标问题上，然而现实世界中有许多优化问题需要同时

考虑多个目标函数。关于在排队中考虑多目标优化的问题，可以参阅 Wu [9]，Khodemani-Yazdi [10]和
Hajipour [11]等人的文献。 

本文考虑了一个基于 N 策略下带有预留时间和启动时间的 M/M/1 可修重试排队系统，并且考虑了双

目标优化的问题，其实用性能在诸多领域为系统管理者提供指导。 

2. 模型描述 

考虑一个基于 N 策略下带有预留时间和启动时间的 M/M/1 可修重试排队系统。顾客到达服从参数为

λ 的泊松流。若服务台空闲，新到达的顾客立即接受服务。否则，进入重试轨道等待。排在重试轨道前

面的顾客会重新尝试，直到获得服务为止。服务时间和重试时间分别服从参数为 µ和δ 的指数分布。当

系统中最后一个服务完成时，服务台不会立即关闭，而是会预留一段时间。在此期间，如果有新的顾客

到达，服务台将工作。否则，将被关闭。当系统中的顾客数达到 N 时，服务台将重新启动。预留时间和

启动时间分别服从参数为σ 和θ 的指数分布。服务台工作时，可能会发生故障。损坏的服务台立即被送

去修复。服务台故障时，新到达的顾客不会加入系统。服务台寿命和维修时间分别服从参数为 β 和α 的

指数分布。假设该模型所涉及的时间变量都是相互独立的，如到达时间、维修时间等。 
定义 ( ) ( )( ),N t I t 为时刻 t 系统的状态，其中 ( )N t 表示轨道中的顾客数， ( )I t 表示服务台的状态(0：

空闲；1：繁忙；2：休假；3：故障)。到达顾客对系统的状态一无所知，假设顾客都以概率 q 进入，那

么实际到达率为 qλΛ = 。 

3. 稳态分析 

服务台各状态下的稳态概率为 
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一名顾客到达并选择进入系统的期望等待时间为 
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轨道中的平均顾客数为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 31 1 1 1E N P P P P′ ′ ′ ′= + + + 。 

4. 双目标优化 

本节建立了一个双目标优化模型，旨在同时最小化成本和期望等待时间。期望等待时间是决定服务

质量的重要因素，然而在排队系统中，服务成本与服务质量常常发生冲突，因此本文将二者结合起来，

寻找到使得它们同时达到最小的解集，并考虑它们之间存在的回归关系。 
本文所构建的模型中，阈值 N 和服务率 µ是重要参数，显著影响整个系统，因此本文构建了期望等

待时间函数 ( ),W N µ 和成本函数 ( ),F N µ 。下面给出成本函数的具体表达式 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3, 1 1 1n sF N C E N C C P C P C Pµ µ= + + + +  

其中 

nC 代表每名顾客在系统内的单位时间成本。 
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sC 代表服务台提供服务的单位时间成本。 

1C 、 2C 和 3C 分别代表了系统处于忙期、休假期和故障期的单位时间成本。 
该双目标优化问题陈述如下 

( ) ( )
0, 0

min , , ,F N W N
α µ

µ µ
> >

   。 

借助 NSGA-II 算法来寻找 Pareto 最优解集 ( ),P PF W 。首先，随机产生初始种群，对其进行非支配快

速排序，通过选择、交叉和变异操作得到第一代子代种群。然后，合并父代种群和子代种群，进行快速

非支配排序，计算个体拥挤度，选取合适的个体组成新的父代种群。最后，通过选择、交叉和变异操作

产生新的子代种群。依此类推，直到满足最大迭代次数，结束运行。 
表 1 给出了λ 取不同值时的 Pareto 最优解。实际上每个λ 对应的最优解集中都有 50 组数据，在这里

只截取了部分数据做展示。 
 
Table 1. Pareto optimal solutions when λ  takes different values 
表 1. λ 取不同值时的 Pareto 最优解 

λ  *N  *µ  PF  PW  

1 

3 6.912023 3.349037 3.103350 

3 6.700880 3.360424 3.041215 

3 6.583578 3.367124 3.006738 

3 6.407625 3.377720 2.955084 

3 6.137830 3.395382 2.876039 

… … … … 

1.5 

3 6.958944 3.430634 3.127595 

3 6.777126 3.443041 3.074415 

3 6.478006 3.470367 2.988106 

3 6.331378 3.482200 2.945427 

3 6.143695 3.493223 2.889942 

… … … … 

2 

3 6.894428 3.522581 3.119519 

3 6.70088 3.539369 3.063344 

3 6.577713 3.550676 3.027669 

3 6.419355 3.565989 2.981891 

3 6.390029 3.579238 2.975362 

… … … … 

 
图 1 展现了不同 λ 取值下的 PF 关于 PW 的走势图。从中可以看出， PF 和λ 成正比关系。 PF 和 PW 之

间成反比关系，近似于逆函数、负指数分布或对数函数。然而在回归过程中，发现建立对数函数拟合的

效果是最优的。 
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观察图 2，可发现残差均数接近于 0，标准差接近于 1，数据呈标准正态分布。从图 3 中可看出图上

的点近似地在一条直线附近，这意味着残差正态性条件是达到的，可建立各个变量间的回归关系。因此，

建立多元回归模型如下 

0 1 2 3 lnP P PF W Wβ β λ β β= + + +  
 

 
Figure 1. The trend chart of Pareto optimal solutions 
图 1. Pareto 最优解走势图 

 

 
Figure 2. Histogram for the regression residuals 
图 2. 回归残差项直方图 
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Figure 3. K-S test for the regression residuals 
图 3. 回归残差项的 K-S 检验 

 

基于表 1 中的数据，使用加权最小二乘估计法(WLS)得到参数的估计量，结果见表 2。 
 

Table 2. Regression results 
表 2. 回归结果 

变量 数值结果 

λ  0.313*** 
(0.021) 

PW  3.498*** 
(0.177) 

ln PW  −17.551*** 
(0.771) 

截距项 12.086*** 
(0.360) 

F 统计量 775.499*** 

调整后的 R2 0.940 

注：***表示系数在 1%的水平下显著，括号内为稳健的标准差。 
 

从表 2 中可以看出，在 1%的显著性水平下，各个自变量对因变量的影响和回归方程都有显著的统计

学意义。调整后的拟合优度为 2 94%R = ，本文所选取的自变量一共可以解释因变量 94%的变化，这说明

模型拟合效果良好。 
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因此得到回归方程 

12.086 0.313 3.498 17.551lnP P PF W Wλ= + + −  

从回归方程中，可以看出：λ 每变动一个单位， PF 平均变动 0.313 个单位； PW 每变动一个单位， PF
平均变动 3.498 个单位； ln PW 每变动 1%， PF 平均变动 17.551 个单位。其中，λ 对 PF 的影响是正向的，

这是因为当λ 变大时，轨道中的顾客数增加，显然会导致成本的增加。 PW 的参数估计值虽然为正，但 ln PW
的参数估计值为负，并且 ln PW 对 PF 的影响更大，这是因为顾客在系统中的期望逗留时间增加，导致系

统变得拥堵，轨道中的顾客数增加，因此成本增加。 

5. 结论 

本文考虑了基于 N 策略下带有预留时间和启动时间的 M/M/1 可修重试排队系统。利用概率母函数的

方法，得到了系统的稳态概率，并给出了系统的关键性能指标。制定了一个基于性能指标和成本要素的

成本函数，考虑了双目标优化问题，借助NSGA-II算法最小化成本函数和期望等待时间，得到了多组Pareto
最优解集。随后建立了一个回归模型，检验了从帕累托最优解集获得的最小成本和期望等待时间的关系。 
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