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Abstract 
The aim of optimal control is a functional extreme. An optimal solution is equivalent to a function-
al extreme. The optimal solution to the linear quadratic regulator can be expressed by a uniform 
formula. In addition, closed-loop optimal control can be achieved by simple linear feedback of 
state. This paper gives the procedures of calculating the optimal solution to the linear quadratic 
system and gives the diagram of the controller. As all states of a practical system can’t be meas-
ured, this paper gives the diagram of a linear quadratic controller with a state observer. 
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摘  要 

最优控制中目标函数是一个泛函数，最优控制的求解可以归结为求泛函极值问题。线性二次型泛函的最

优解可以用统一解析式表示，且可得到一个简单的线性状态反馈控制律而构成闭环最优控制。本文给出
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了线性二次型系统最优解的求解算法及线性二次型最优控制系统的组成框图，由于在实际系统中状态变

量不一定都是能测量的，本文给出了带有状态观测器的线性二次型最优控制系统的实现方法。 
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1. 引言 

线性二次型最优控制问题属于线性系统综合理论中简单而又应用广泛的一类优化型综合问题，是现

代控制理论中的最重要的成果之一。优化型综合问题的特点是通过使全面表征系统性能好坏程度的性能

指标函数取极大或极小值来确定系统的控制规律。如果系统是线性的，性能指标是状态变量和控制变量

的二次型函数的积分，则这样的最优控制问题称为二次型最优控制问题。二次型性能指标具有明显物理

意义，代表了大量工程实际问题中提出的性能指标要求。 
线性二次型调节器(Linear Quadratic Regulator, LQR)的最优解可以用统一的解析式表示，且可得到一

个简单的线性状态反馈控制律而构成闭环最优控制，这对最优控制在工程应用中的实现具有十分重要的

意义。同时，线性二次型问题还可以兼顾系统性能指标如快速性、准确性、稳定性和灵敏度等多方面因

素。线性二次型问题是最优控制问题中简单而且应用广泛的一类优化问题。线性二次型最优控制器的实

现是先计算出使性能指标泛函取极小值的输入量 ( )u t∗ ，而 ( )u t∗ 的作用是通过状态的线性反馈来实现的，

即通过确定状态的最优反馈系数来实现最优控制。在 20 世纪 60 年代之前，控制系统的设计风格为：手

算，利用作图，反复试凑；而在 20 世纪 60 年代之后，控制系统的设计风格为：提出目标函数，采用优

化方法，使用数字计算机，重视算法。LQR 控制器的研究具有普遍意义，易于获得解析解，最为可贵的

是能获得线性反馈的结构[1] [2]。 
LQR 控制即线性二次型调节器，其对象是现代控制理论中以状态空间形式给出的线性系统，而目标函

数为对象状态和控制输入的二次型函数。LQR 最优设计是针对状态方程 x Ax Bu= + ，通过确定最佳控制

量 ( ) ( )u t Kx t∗ = − 的矩阵 K ，使得控制性能指标 ( )T T
0

dft
J x Qx u Ru t= +∫ 达到极小，其中实对称矩阵Q 和 R

分别表示各个状态误差和输入能量消耗的相对重要性，Q 中对角矩阵的各个元素分别代表各项指标误差

的相对重要性[3]。 

2. 线性二次型最优控制器的设计 

2.1. 最优控制量 ( )u t∗ 的求解过程 

Kalman 在研究状态方程、线性系统的能控性和能观性的基础上，对线性系统提出二次型目标函数，

只有这样，才能获得最优的闭环控制器。线性二次型问题的最优解可以用统一的解析式表示，且可得到

一个简单的线性状态反馈控制律而构成闭环最优控制，线性二次型调节器的目标函数中明确地提出消耗

控制能量最少，这在经典反馈控制中是没有的。LQR 算法是在一定的性能指标下，利用最少的控制能量，

来达到最小的状态误差[4]。 
对于线性连续系统提出二次型目标函数，即 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

T T T1 1 d
2 2

ft
f f t

J x t Sx t x t Q t x t u t R t u t t = + + ∫                    (1) 

式(1)中，S 为 n n× 维半正定对称常数的终端加权矩阵； ( )Q t 为 n n× 维半正定对称时变的状态加权矩阵；

( )R t 为 m m× 维正定对称时变的控制加权矩阵；始端时间 0t 及终端时间 ft 固定。 
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当式(1)中的终时 ft 为有限值时，式(1)被称为有限时间状态调节器问题。它突出了在有限时间内完成

动态误差小、消耗的控制能量少、稳态误差小的折中要求。 
通过黎卡提矩阵微分方程的解可求出最优控制 ( )u t∗ 的表达式； 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T 1 TP t P t A t A t P t P t B t R t B t P t Q t−= − − + −                  (2) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 Tu t R t B t P t x t∗ −= −                                 (3) 

根据以上步骤，得出线性二次型最优控制器结构图如图 1 所示。 
线性二次型最优控制器的特点如下所示： 
1) 最优控制式 ( )u t∗ 是线性状态反馈控制律，便于实现闭环最优控制； 
2) 黎卡提方程是非线性矩阵微分方程，通常只能采用计算机逆时间方向求数值解。由于黎卡提方程

与状态及控制变量无关，因而在定常系统情况下可以离线算出 ( )P t ； 
3) 只要时间区间 0 , ft t  是有限的，黎卡提矩阵微分方程的解 ( )P t 就是时变的，最优反馈系统将成为

线性时变系统，即使对于线性定常系统，加权阵为常阵，求出的 ( )P t 也是时变的。 
当终端时间 ft 趋于无穷时， ( )P t 将趋于某常数，即 ( )P t 可视为恒值，从而最优反馈时变系统随之转

换成最优控制定常系统，这样就得到无限时间 ( )ft →∞ 状态调节器。无限时间线性定常系统状态调节器

和有限时间线性连续系统的状态调节器的区别为： 
a) 无限时间线性定常系统状态调节器的被控对象是线性定常系统；b) 无限时间调节器的性能指标中，

终端权矩阵为 0，即没有终端性能指标。由于 ft →∞，终端指标已失去了实际意义，不必再予以考虑；

c) 在无限时间调节器问题中要求被控系统必须完全能控，以保证最优系统的稳定性。这是由于在控制区

间为无限时，如果出现系统状态不能控或不稳定，则不论采取什么控制，都将使性能指标趋于无穷大，

也就无法比较各种控制效果的优劣了。但对有限时间调节器来说，由于控制时间 0 , ft t  为有限时间，即

使出现状态不能控情况，其对性能指标的影响也总是有限的，因而最优控制仍然可以存在。 

2.2. 带有状态观测器的最优控制器 

在线性系统完全可观的情况下，直接采用状态反馈控制器即可实现线性二次型最优控制，如果系统

的状态不完全可观，那么可以通过状态观测器重构不可观的状态，并通过带有观测器的反馈结构实现最

优控制[5] [6]状态观测器的结构如图 2 所示，带有状态观测器的最优控制器的组成如图 3 所示。 

3. 结语 

线性二次型最优控制系统的性能指标是状态变量和控制变量的二次型函数，二次型最优控制系统可 
 

( ) ( )tBtR T1−− )t(B
s
1

)t(A

)t(P

)t(u )t(x( )tx
.

+

+

 
Figure 1. Diagram of a linear quadratic optimal controller 
图 1. 线性二次型最优控制器结构图 
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Figure 2. Reconstruction of state ( )x t  

图 2. 状态 ( )x t 的重构示意图 
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Figure 3. An optimal controller with a state 
observer 
图 3. 带有观测器的最优控制器 

 

以兼顾系统性能指标的多方面因素，线性二次型最优控制系统根据确定的性能指标函数，通过求解黎卡

提非线性矩阵微分方程来得到最优控制解，即确定最优状态反馈系数来实现最优控制，如果实际系统中

一些状态变量不易直接测量到，需要构造状态观测器估计出不可直接测量的状态变量以实现最优状态反

馈即最优控制。 
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附录 

1.最优解 ( )u t∗ 的公式推导过程 

有限时间线性连续系统状态调节器的最优控制规律为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 Tu t K t x t R t B t P t x t∗ −= − = −  

最优性能指标为： ( ) ( ) ( )T
0 0 0

1
2

J x t P t x t∗ =  

式中， ( )P t 为 n n× 维对称非负矩阵，满足黎卡提(Riccati)矩阵微分方程： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T 1 TP t P t A t A t P t P t B t R t B t P t Q t−− = + − +  

其边界条件 ( )fP t F=  
证明： 
设 ( )P t 是一个时间函数矩阵，且 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

T T T
0 0 0

d d
d

ft
f ft

x t P t x t t x t Fx t x t P t x t
t

  = −  ∫                (1) 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

0

0

T

T T T T T

T T

d  d
d

       d

            d

f

f

f

t

t

t

t

t

t

x t P t x t t
t

x t P t x t x t P t x t x t P t x t x t Q t x t u t R t u t t

x t Q t x t u t R t u t t

 
  

 = + + + + 

 − + 

∫

∫

∫



 

又

   (2) 

令式(1)等于式(2)，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

T T T T
0 0 0d df ft t

f ft t
x t Q t x t u t R t u t t x t P t x t M t t x t Fx t + = + − ∫ ∫       (3) 

式(3)中， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T T T TM t x t P t x t x t P t x t x t P t x t x t Q t x t u t R t u t= + + + +

       (4) 

于是有 

( ) ( ) ( ) ( )
0

T
0 0 0

1 1 d
2 2

ft

t
J x t P t x t M t t= + ∫  

显然，若在积分区间内使 0M = ，那么性能指标 J 将为最小。 
线性连续系统的状态方程为： 

( ) ( ) ( )0 0,     x A t x B t u x t x= + =                                  (5) 

把式(5)代入式(4)，可得： 

( ) ( )TT T T TM x Px Ax Bu Px x P Ax Bu x Qx u Ru= + + + + + +                     (6)  

把 ( )u t∗ 的表达式代入式(6)，可得： 

( ) ( )

( ) ( )

TT T T T T T

TT T 1 T 1 T 1 T    

M x Px x A BK Px x P A BK x x Qx x K RKx

x P A P PA PBR B P Q K R B P R K R B P x− − −

= + − + − + +

 = + + − + + − −  
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由 ( )u t∗ 的表达式和黎卡提矩阵微分方程可得， ( )u t∗ 的表达式使 M 的值为 0，由此性能指标 J 的

值最小，所以 ( )u t∗ 即为最优控制解。 

2. 黎卡提矩阵微分方程的由来推导 

设线性时变系统的状态方程为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )x t A t x t B t u t= +

 
试求最优控制 ( )u t∗ ，使系统的二次型性能指标 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

T T T1 1 d
2 2

ft
f f t

J x t Sx t x t Q t x t u t R t u t t = + + ∫
 

取极小值。 
由于控制矢量 ( )u t 不受约束，故可用极小值原理求解。 
引入 n 维拉格朗日乘子矢量 ( )tλ ，构成哈密尔顿函数 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T1, , ,
2

H x t u t t t x t Q t x t u t R t u t t A t x t B t u tλ λ = + + +         

实现最优控制的条件为： 
1) 正则方程组 
状态方程 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,Hx t x t u t t t A t x t B t u t
t

λ
λ
∂

= = +  ∂


 
协态方程 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T, , ,Ht x t u t t t Q t x t A t t
x t

λ λ λ∂
= − = − −  ∂

                     (1) 

2) 极值条件 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T, , , 0H x t u t t t R t u t B t t
u

λ λ∂
= + =  ∂

                        (2) 

初始条件 ( )0 0x t x=                                     (3) 

3) 横截条件 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )T1
2f f f f

f

t x t Sx t Sx t
x t

λ ∂  = = ∂  
                          (4) 

由极值条件，且 ( )R t 是正定矩阵，则有： 

( ) ( ) ( ) ( )1 Tu t R t B t tλ∗ −= −                                (5) 

将式(5)代入状态方程，则有： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 Tx t A t x t B t R t B t tλ−= −                           (6) 

将式(6)与协态方程联立，写成统一的 2n 维线性齐次微分方程式为： 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

1 T

T

x t x tA t B t R t B t
Q t A t tt λλ

−    −
=    

− −         
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其解为： 

( )
( )

( )
( )
( )

0
0

0

,
x tx t

t t
t t

φ
λ λ

  
=   

      
                                   (7) 

若终端状态 ( )fx t 和终端状态 ( )ftλ 已知，将 ft t= 和 0t t= 代入式(7)，则有： 

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

11 12

21 22

, ,

, ,

f f f

f f f

x t t t t t x t
tt t t t t

φ φ

λλ φ φ

        =          
 

即 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

11 12

21 22

, ,

, ,

f f f

f f f

x t t t x t t t t

t t t x t t t t

φ φ λ

λ φ φ λ

= +

= +
                           (8) 

由式(8)和横截条件，可得：  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

22 12 11 21, , , ,f f f ft t t S t t S t t t t x tλ φ φ φ φ
−

   = − −     

令 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

22 12 11 21, , , ,f f f fP t t t S t t S t t t tφ φ φ φ
−

   = − −     

则有： ( ) ( ) ( )t P t x tλ =                                (9) 

将式(9)代入式(5)，则有： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 Tu t R t B t P t x t K t x t∗ −= − = −                         (10) 

( ) ( ) ( ) ( )1 TK t R t B t P t−=  

将式 ( ) ( ) ( )t P t x tλ = 对时间 t 求一阶导数，并将状态方程和式(10)代入，可得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 T  

P t x t P t x t P t x t P t A t x t B t u t

P t P t A t P t B t R t B t P t x t

λ
−

= + = + +  
 = + − 

  





              (11) 

将式 ( ) ( ) ( )t P t x tλ = 代入协态方程，可得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )Tt Q t A t P t x tλ  = − − 
                             (12) 

由式(11)等于式(12)，可得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T 1 TP t P t A t A t P t P t B t R t B t P t Q t−= − − + −  
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