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Abstract 
In the formal verification community, a decision procedure of EUF formulas based on eager en-
coding method has practical advantages in solving certain problems. It also promotes the option of 
deciding a combination of theories by reducing them to this logic. In this paper, in order to find an 
efficient decision procedure of EUF formulas based on eager encoding, an eager approach is stu-
died that an EUF formula is reduced to propositional logic formula by Ackermann’s method and an 
algorithm based on a nonpolar equality graph. The DPLIB library written in C++ language is pro-
vided for simplifying the development of the procedure. After adding the code to implement the 
above algorithms and compiling it on Linux system, it can be called to solve an EUF formula faster. 
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摘  要 

在形式化验证领域，EUF公式的活性编码判定过程解决某些问题具有实际的优势，判定组合理论时，该

方法选择将其归约为命题公式，更易于求解。本文以寻找高效的EUF公式的活性编码判定过程为目的，

研究了一个活性编码方法，即通过Ackermann归约算法以及基于非极性等式图的归约算法，将EUF公式
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归约为等可满足性的命题公式。为了简化这一方法的实现进程，本文基于C++语言编写的DPLIB库，根据

上述算法添加程序并成功编译于Linux系统，可以调用它更快的求解EUF公式。 
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1. 引言 

在形式化验证领域，带未解释函数的等式逻辑公式(EUF)的判定过程得到了广泛的应用，很多实际问

题可以建模成 EUF 公式的可满足性判定问题，例如：电路的等价性验证、程序的等价性验证、编译的转

换有效性验证等[1] [2] [3]。 
到目前为止，针对 EUF 公式的可满足性求解问题，它的判定过程大体上分为两类：惰性编码(lazy 

encoding)和活性编码(eager encoding)。惰性编码判定过程是目前 SMT领域内的主流方法，该方法基于 SAT
求解器与理论求解器之间的相互作用，并且理论求解器仅仅在需要时被引入，目的是检测理论文字集的

可满足性。对 EUF 公式而言，该方法的主要思想是：首先找到满足公式命题结构的赋值，然后根据理论

验证这些赋值。这种方法的缺点是，满足公式命题结构的赋值的数量在公式的大小上可能是指数级的，

当理论求解器需要被调入时，可能会遇到瓶颈[4] [5]。 
基于活性编码判定 EUF 公式，可以避免遇到这种情况。因为它不依赖于 SAT 求解器和理论求解器

的交替使用，而是将一个理论公式归约成一个等可满足性的命题公式，仅仅使用 SAT 求解器判定该命题

公式的可满足性即可判定原始公式的可满足性。这个方法的好处在于，它可以充分地利用高效的 SAT 求

解器，不用针对 EUF 理论去开发特定的理论求解器。 
活性编码方法是早期 SMT 领域内的主要方法，主要包括：per-constraint 方法[6]和 small-domain in-

stantiation 方法[7]。一个高效的将 EUF 公式归约为命题公式的方法，不仅能够提高其求解效率，还能够

将它与命题逻辑级的其他理论整合在一起[8] [9] [10]。该方法的求解效率依赖于 EUF 公式归约为命题公

式的效率和 SAT 求解器自身的效率。因此寻找一个好的活性编码方法对 EUF 公式的求解至关重要。 
为验证 EUF 公式的可满足性，本文给出了一种高效的活性编码判定方法，首先消去公式中的未解释

函数，依靠函数的共同属性——函数一致性，在第二节主要介绍把判定 EUF 公式归约为判定等式公式的

Ackermann 归约算法，这个方法通过增加一些约束来加强函数一致性。然后消去公式中的等式谓词，依

靠等式的传递性，在第三节提出基于非极性等式图将等式逻辑公式归约为命题逻辑公式的算法。最后，

在 DPLIB 库
1 的基础上，添加实现上述算法的 C++程序，并成功在 Linux 系统上编译，可以调用它更快的

求解 EUF 公式。 

2. Ackermann 归约 

本节研究的是将 EUF 公式归约为等可满足性的等式公式的方法。首先，通过一个例子简要介绍 EUF
公式， ( )( ) ( )x y G F x G y= ∧ = 是一个 EUF 公式，其中 x 和 y 是无限数域上的变量，F 和 G 是未解释函
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数， x y= 和 ( )( ) ( )G F x G y= 是原子公式。然后，给出 EUF 公式的语法定义。 
定义 2.1. 带未解释函数的等式逻辑公式(EUF)的语法定义如下： 
公式：公式∧公式 | ¬公式 |(公式)| 原子 
原子：项 = 项 | 谓词符号(项列表) 
项：标识符 | 函数符号(项列表) 
给定一个 EUF 公式，通常用 UFϕ 表示。其中，标识符是定义在一个无限数域上的变量。 
为验证 EUF 公式的有效性，本文提到了 Ackermann 归约算法，该方法将判定该公式归约为判定等式

逻辑公式，其中涉及一个重要的内容，即函数一致性规则：同一个函数的不同实例参数相等时，则返回

相等的函数值[11]。 
为消去 EUF 公式中的未解释函数，Ackermann 归约对公式添加了明确的约束，目的是加强函数一致

性。该算法读到了一个 EUF 公式 UFϕ ，验证该公式是否有效，下面把它转化为一个等式公式 Eϕ ，如下

所示： 

: ,E E EFC flatϕ = ⇒                                  (2.1) 

其中， EFC 是函数一致性约束的合取式， Eflat 是 UFϕ 的扁平化公式，公式中每一个函数实例用一个新变

量来替换。 
根据输入的公式做出一些假设：该公式只含有一个未解释函数且单参，并且不存在有相同参数值的

两个函数实例。然后，给出简化的 Ackermann 归约算法。 
 

 
 

例 2.2. 考虑公式， 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ,x y F x F y F x F z= ∨ ≠ ∨ =                        (2.2) 

使用算法 2.1 将该公式归约为等式公式。 
观察该公式，假设从左到右依次找到关于 F 的函数实例，并且将索引赋给它们，根据这个步骤可以

计算出 Eflat 和 EFC  ，如下： 

( ) ( ) ( )1 2 1 3: ,Eflat x y f f f f= = ∨ ≠ ∨ =                          (2.3) 
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( ) ( ) ( )1 2 1 3 2 3: .EFC x y f f x z f f y z f f= = ⇒ = ∧ = ⇒ = ∧ = ⇒ =               (2.4) 

当且仅当等式公式(2.1) Eϕ 有效，原始 EUF 公式(2.2)是有效的。 
对于更为复杂的 EUF 公式而言，如何通过 Ackermann 归约算法将它们归约为等式公式，接下来给出

两个例子，展示该算法的扩展应用过程： 
例 2.3. 给定公式： 

( ) ( )( ) ( )( )( ), , , , .x v y F x v z F y v w F F v v v z w= ∧ = ∧ = ∧ = ⇒ =               (2.5) 

用对应的项变量替换每一个函数实例，计算出 Eflat ： 

( )( )1 2 4: .Eflat x v y f z f w f z w= = ∧ = ∧ = ∧ = ⇒ =                     (2.6) 

计算出函数一致性约束的合取式，即： 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

1 2 1 3

3 1 4 2 3

3 2 4 3 3 4

:

.

EFC x y v v f f x v v v f f

x f v v f f y v v v f f

y f v v f f v f v v f f

= = ∧ = ⇒ = ∧ = ∧ = ⇒ =

∧ = ∧ = ⇒ = ∧ = ∧ = ⇒ =

∧ = ∧ = ⇒ = ∧ = ∧ = ⇒ =

             (2.7) 

最后，等式公式为 E EFC flat⇒ ，接下来验证它的有效性。 
上面这个例子展示了，对于多参数函数如何来扩展这个归约法：仅当一对函数实例的所有参数都成

对相等时，返回相等的函数值。 
事实上读者可以观察到这些约束中的大多数是多余的，公式的有效性仅仅取决于 ( ),F x v 与 ( ),F v v ，

和 ( ),F y v 与 ( )( ), ,F F v v v 这两对函数实例是相等的。因此，在(2.7)式中，只有第二个和第五个约束是必

要的。实践中，这样的观察是有必要的，因为函数一致性约束的数量以平方式增长可能会成为一个瓶颈。

在这种情况下，通常是在检测公式的有效性之前检测出能够在多项式时间内被移除的比较大的约束集，

这种方法的更多细节参考文献[12]。 
例 2.4. 检测公式的有效性： 

( )


( )


1 2

1 3

2 4

.
g g

f f

f f

x y F F G x F F G y

  
          = ⇒ =           

   
   
 

 

                        (2.8) 

由内而外将索引赋给函数实例，计算得： 

2 4: ,Eflat x y f f= = ⇒ =                                (2.9) 

1 2 1 1 1 2

1 2 1 3 1 3 1 4

1 2 2 3 1 3 2 4

2 3 2 4

:

.

EFC x y g g g f f f
g g f f g f f f
f g f f f f f f
g f f f

= = ⇒ = ∧ = ⇒ =
∧ = ⇒ = ∧ = ⇒ =

∧ = ⇒ = ∧ = ⇒ =

∧ = ⇒ =

                    (2.10) 

最后，得： 

: .E E EFC flatϕ = ⇒                                (2.11) 

从这个例子可以很清晰地看出，如何将 Ackermann 归约算法推广应用于多重未解释函数。 
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假设已经用 Ackermann 归约方法消去公式中的未解释函数，得到了一个等式公式。接下来，提出一

个基于非极性等式图将等式逻辑公式归约到命题逻辑公式的方法。 

3. 基于非极性等式图的归约 

假设给出的等式公式是没有常量的否定范式(NNF)，记为 Eϕ ， ( )EAT ϕ 表示 Eϕ 的原子集。 

定义 3.1. 给定一个等式公式 Eϕ ，存在对应 Eϕ 的非极性等式图，是一个无向图 ( ),V E ，其中 V 中的

节点对应 Eϕ 中的变量，E 中的边对应 Eϕ 中的等式谓词 ( )EAT ϕ ，用 ( )E E
NPG ϕ 表示。 

非极性等式图是等式图的一个退化版本，因为它忽略了等式谓词的极性[13] [14]。等式公式基于图方

法归约到命题公式是由 Bryant 和 Velev 提出的一个判定过程[15]。 
给定一个等式公式 Eϕ ，由该公式产生两个命题公式 ( )Ee ϕ 和 transB ， 

Eϕ 是可满足的⇔  ( )E
transe Bϕ ∧ 是可满足的。                     (3.1) 

( )Ee ϕ 和 transB 定义如下： 

1) ( )Ee ϕ 是 Eϕ 的命题架， Eϕ 中形如 i jx x= 的每个等式谓词由一个新的布尔变量 ,i je 来替换。举例， 

( ) ( )( ) ( )( )1 2 2 3 1 3 1 2: .E x x x x x x x xϕ = = ∧ = ∧ ≠ ∨ ≠                      (3.2) 

编码，得 

( ) ( )( )1,2 2,3 1,3 1,2: .Ee e e e eϕ = ∧ ∧¬ ∨¬                           (3.3) 

由此可见，如果 Eϕ 是可满足的，那么 ( )Ee ϕ 是可满足的。然而，其它情况是不成立的，比如在上述

示例中，虽然公式(3.2)是不可满足的，但是它的编码(3.3)是可满足的，这是因为在编码过程中丢失了等

式关系的传递。为了保持等可满足性，则需要添加一些约束，即 transB 。 
2) transB 是一个蕴含合取式，被称为传递约束。每个蕴含合取式都与非极性等式图中的一个回路相关，

一个具有 n 个边的回路，当其中 1n − 个边被赋值为 TRUE 时， transB 禁止赋值 FALSE 给剩余的那个边。

给每个回路中的每个边强加此约束是(3.1)成立的充分条件。 
例 3.2. 在一个非极性等式图中，原子 1 2 2 3 1 3, ,x x x x x x= = = 形成了一个具有 3 个边的回路。下面的

约束充分满足了公式(3.1)中等式关系的传递性： 

( ) ( ) ( )( )1,2 2,3 1,3 1,2 1,3 2,3 2,3 1,3 1,2 .transB e e e e e e e e e= ∧ ⇒ ∧ ∧ ⇒ ∧ ∧ ⇒               (3.4) 

然而，给每个回路增加 n 个约束并不实际，因为在一个给定的无向图上可能会存在指数式数量的回路。 
定义 3.3. 回路中两个不相邻节点连成的边，被称为回路的弦。在给定的图中，一个没有弦的回路被

称为无弦回路。 
定理 3.4. 等式公式与编码后的命题公式等可满足性成立的充分条件是，在简单无弦回路上增加传递

约束。 
例 3.5. 考虑图 1 中的回路 ( )3 4 8 7, , ,x x x x ，该回路包含弦 ( )3 8,x x ，因此，它不是无弦回路。假设赋

TRUE 给这个回路中除了 ( )3 4,x x 的所有边。如果 ( )3 8,x x 被赋值为 TRUE，那么对简单无弦回路 ( )3 4 8, ,x x x
的赋值与传递性冲突。如果 ( )3 8,x x 被赋值为 FALSE，那么对简单无弦回路 ( )3 7 8, ,x x x 的赋值与传递性冲

突。因此，在无弦回路上的约束足够阻止赋给包含一个弦的回路违反传递性的值。 
图中简单无弦回路的数量在顶点数量内仍然可以是指数式的。因此，构造 transB 使其直接约束每个这

样的回路在变量数量内都可以使这个公式的大小成为指数式的。有： 
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定义 3.6. 在一个给定的无向图中，只含有长度小于 4 的回路(无弦回路)，称之为弦图。 
每个图形可以在多项式时间内以顶点数构成，由于弦图中唯一的无弦回路是三角形，这表示将定理 3.4

应用于这样的图形会导致在变量数量内的公式大小不超过三次方(为图中的每个三角形构造三个约束)。 
 

 
 

 
Figure 1. A nonchordal nonpolar equality graph corresponding to Eϕ  (left), and a possible chordor version of it 
(right) 
图 1. 左图是对应 Eϕ 的一个非极性无弦等式图，右图是它的一个可能的弦图 

 
给定一个等式公式 Eϕ ，算法 3.1 的第二步构造出了对应 Eϕ 的非极性等式图，若该图是一个无弦图，

则在第三步添加新弦将其弦化，使其成为一个弦图，在这个过程中新添加的弦用出现在 transB 但不在 ( )Ee ϕ

里的新变量来表示。 
例 3.7. 图 1 描绘了使其弦化之前和之后的非极性等式图，用实边表示。图形弦化后，它包含四个三

角形，因此， transB 包含了 12 个约束。例如，三角形 ( )1 2 5, ,x x x ，它的约束条件是 

( ) ( ) ( )1,2 2,5 1,5 1,5 2,5 1,2 1,2 1,5 2,5 .e e e e e e e e e∧ ⇒ ∧ ∧ ⇒ ∧ ∧ ⇒                   (3.6) 

图形弦化后，添加的弦用一个新的辅助变量 2,5e 表示，出现在 transB 里而不在 ( )Ee ϕ 里。 

4. 结论 

本文针对 EUF 公式的可满足性求解问题，给出了一种可实现的活性编码判定过程。DPLIB 库提供了

部分基础程序，以简化该判定过程的开发。在这个基础上，添加有关活性编码算法的相关实现，并已于

Linux 系统中成功编译，加快了 EUF 公式的求解速度。但是本文中的两个算法中分别添加的函数一致性

约束合取式与传递约束合取式的数量对求解效率可能有一定的阻碍，如何优化本文中的活性编码方法使

其求解效率更高，还有待进一步地研究。 

x5 x6 x7 x8 x7 x8x5 x6

x1 x2 x3 x4 x1 x2 x3 x4
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