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Abstract 
In order to overcome the shortcoming of traditional Lyapunov direct method which is conserva-
tive in determining the stability region of power system, a method for calculating the stability re-
gion of power system based on special points is studied. The main idea is to study and analyze the 
three stable forms of energy function V, and find their respective stable regions, and take the un-
ion of the stable regions corresponding to various stable forms as the stable regions of the system. 
In the process of solving, the boundary of the stable region is approximated by the special point 
method. The simulation results of a single machine infinite bus system show that the method is 
effective and improves the accuracy of stability region calculation. 
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摘  要 

针对传统的李雅普诺夫直接法确定电力系统稳定域保守性强的缺点，研究了一种基于特殊点计算电力系统
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稳定域的方法。主要思路是：通过研究分析能量函数V的3种稳定形式，并求取它们各自对应的稳定域；将

各种稳定形式对应的稳定域的并集作为系统的稳定域。在求解过程中，利用特殊点法对稳定域边界进行逼

近。以单机无穷大系统作为案例进行仿真验证，结果表明了该方法的有效性，提高了稳定域计算的精度。 
 
关键词 

电力系统，李雅普诺夫直接法，稳定域，并集，特殊点 

 
 

Copyright © 2019 by author and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

稳定性问题是电力系统需要解决的最核心问题之一，即系统在受到各种扰动后能否保持稳定运行。

电力系统在受到大扰动后，由于发电机组的机械功率输入与电磁功率输出的不平衡，引起发电机转子间

产生相对摇摆，若系统不能恢复到某一平衡状态，则系统将失去稳定。电力系统的稳定域表征了该系统

的抗干扰能力，是量化系统稳定性的重要指标。只要能够将电力系统的工作状态保持在稳定域范围内，

就不会有失稳的风险，因此稳定域的确定对于保障电力系安全运行是至关重要的[1] [2] [3] [4] [5]。 
稳定域的计算方法很多，一种方法是基于 Lyapunov 能量函数对稳定域近似估计[6] [7]，但得到的稳

定域保守性较强，另外，实际的电力系统并不一定存在直接法对应的 Lyapunov 型能量函数。文献[8]基
于蒙特卡洛方法对稳定域进行近似计算，初始点取得越多，得到的稳定域精度越高；但初始点取得过多，

会导致计算机运算时间太长。文献[9] [10] [11]提出基于可达集理论确定电力系统的稳定域，该方法首先

在电力系统的状态空间找到一个较小的稳定区域并将其作为目标集，然后逆时间求解该目标集得到可达

集，将可达集作为电力系统的稳定域。但该方法依靠最优控制求取 Hamilton-Jacobi 方程的最优解，而寻

找最优解的过程较繁琐且耗时较长。 
近年来，随着现代微分动力系统稳定边界理论的发展，学者们提出了主导不稳定平衡点(CUEP)处稳

定边界的超平面近似[12]和二次近似[13]。文献[14]基于 Taylor 级数提出了一个对稳定流形的二次近似，

但该近似是非精确的，需要动能校正。文献[15]提出利用递推方法近似计算稳定域边界各项系数的方法，

但未有实际算例。 
李雅普诺夫稳定性理论只描述了系统稳定的一种形式，因此只给出了系统稳定的充分条件，本文针

对 Lyapunov 直接法的保守性，通过描述能量函数 V 的其他 2 种典型的稳定形式，并求取各种稳定形式

对应的稳定域，取它们的并集作为稳定域的估计，从而使所求稳定域更加逼近真实稳定域。在求取其他

稳定形式对应的稳定域时，通过求取稳定边界上的特殊点，从而实现对稳定域边界的近似。仿真算例验

证了上述理论的正确性，结果显示本文采用的方法可以有效地估计稳定域边界，且近似程度较高。 

2. 基本原理 

李雅普诺夫直接法通过构建李雅普诺夫函数，李雅普诺夫函数满足图 1(a)中曲线 1 所示的稳定形式，

进而求得系统对应第一种稳定形式的稳定域 1R 。由于李雅普诺夫定理是系统稳定性的充分条件，因此求

得的稳定域也是偏保守的。系统的实际稳定域 R 应该是所有稳定形式相对应的稳定域的并集，数学表达

形式为 1 2 3 nR R R R R=    ，如图 1(b)所示。 
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Figure 1. Typical stability forms and schematic diagram of stability region 
图 1. 典型的稳定形式及稳定域构成示意图 
 

动力系统趋于稳定有多种表达方式，图 1(a)给出了 3 种典型的稳定形式。曲线 1 对应函数值变化率

始终为负值，即运动过程中函数值单调下降，那么系统的受扰运动会达到其平衡状态，而且函数值在运

动过程中都是非负的。李雅普诺夫稳定定理主要对曲线 1 所示的稳定形式进行分析求解。曲线 2 的稳定

形式与曲线 1 是相反的。曲线 2 对应函数值变化率始终为正值，即运动过程中函数值单调上升，那么系

统的受扰运动会达到其平衡状态，而且函数值在运动过程中都是非正的。曲线 3 对应振荡衰减的形式，

该种形式下系统最终也将达到其平衡状态。 
本文通过对图 1(a)中的曲线 2 和曲线 3 所示的稳定形式进行分析求解，使所求的稳定域更加逼近真

实的稳定域。对于第 2 种稳定形式对应的稳定域 2R ，经证明，与第一种稳定形式对应的稳定域是一样的，

即 1 2R R= ，如图 1(b)所示。 

3. 稳定域边界分析 

本文以单机无穷大母线系统为例进行分析求解。不计阻尼因素时，采用初积分法可构造出不计阻尼

的能量型李雅普诺夫函数，其构造过程可参考参考文献[16]，进而求得系统不计阻尼时的稳定域。 
其中稳定域边界的表达式如下所示： 

( ) ( )2
3

1 cos cos
2 M s em s crM P P Vω δ δ δ δ− − − − =                            (1) 

式中， ( ) ( ) ( )3,0 π ,0 2cos π 2 sincr u s em s s sV V V Pδ δ δ δ δ = = − = − −  。 
当计及阻尼因素时，在 ( ),δ ω 平面上，系统的真实稳定域表示如图 2 所示。稳定域边界经过不稳定

平衡点 uδ 。 
真实的稳定域边界求解困难，目前还没有相关文献求出稳定域边界具体的数学表达形式。对于计及

阻尼的稳定域构成，如图 1(b)所示，真实稳定域的 1R 和 2R 部分可以利用李雅普诺夫直接法求得，现在考

虑求取 3R 部分，将 1R 、 2R 和 3R 的并集作为系统的稳定域，使所求稳定域更加逼近真实稳定域。直接求

取 3R 比较困难，考虑通过求取稳定域边界上的特殊点，进而实现稳定域边界的近似。 
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Figure 2. Stability regions of damped single machine infinite 
bus systems 
图 2. 有阻尼的单机无穷大系统的稳定域 

3.1. 稳定域 R3的分析 

对于稳定域 3R ，得到一个数学形式的稳定性定理。若在原点的小邻域 R 存在一个标量函数 ( )H x ，

具有如下条件：如果沿着轨线 ( )tx ，函数 ( )H x 的变化趋势呈现如图 1(a)所示的振荡衰减形式，这表示

随着时间的增加，轨线 ( )tx 沿着收缩的曲面最终收敛到原点。那么，原点 =x 0在域内就是渐进稳定的，

小邻域 R 为第 3 种稳定形式对应的稳定域 3R ，如图 3 所示。 
 

 
Figure 3. Schematic diagram of stability region 
图 3. 稳定域 R3示意图 

 

对于单机无穷大母线系统，在 ( ),δ ω 平面上，构造满足第 3 种稳定形式的函数 ( ),H δ ω ，其数学表达

式如下： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 2 3

1, , , cos cos
2 M s em s sH H H M P Pδ ω δ ω δ ω ω δ δ δ δ δ δ = = − − − − ⋅ −  

            (2) 

以下对函数 ( ),H δ ω 进行解释说明，函数 ( ),H δ ω 由 2 部分组成 ( )1 ,H δ ω 和 ( )2 ,H δ ω ，其中 ( )1 ,H δ ω
对时间的变化率为 

( )
2

1 1 1
3 3

d d d d d d d d dsin sin 0
d d d d d d d d dM em M em
H H H P P M P P M D
t t t t t t t t t

δ ω δ δ ω ω δ δδ δ
δ ω

∂ ∂    = + = − + + = − + + = − <   ∂ ∂    
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而 ( )2 , sH δ ω δ δ= − 在故障后稳定平衡点 ( ),0sδ 的小邻域 R 内沿着轨线是呈振荡形式变化的。 
因此 ( ),H δ ω 在故障后稳定平衡点 ( ),0sδ 的小邻域 R 内沿着轨线是呈现振荡衰减的形式变化的。这

说明故障后稳定平衡点 ( ),0sδ 在小邻域R内是渐进稳定的，小邻域R为第3种稳定形式对应的稳定域 3R 。

直接求取 3R 比较困难，考虑通过求取稳定域边界上的特殊点，进而实现稳定域边界的近似。 

3.2. 特殊点的求解 

下面介绍在 ( ),δ ω 平面确定稳定域 3R 边界上特殊点的过程，在稳定域 3R 内， ( )2 ,H δ ω 沿着轨线会满

足振荡特性，轨线经过横轴 0ω = 时， ( )2 ,H δ ω 达到极大值或极小值，对应的函数 ( ),H δ ω 会达到其波峰

或波谷值，且经过横轴 0ω = 时，功角δ 的最大值为 uδ ，因为如果功角δ 一旦超过了 uδ ，系统将失去稳

定，沿着轨线函数 ( ),H δ ω 将不体现振荡特性，因此，在稳定域 3R 内， uδ δ≤ ，且点 ( ),0uC δ 位于稳定

边界上，如图 4(b)所示。稳定域 3R 内，在点 C 处函数 ( ),H δ ω 达到其最大值，即图 4(a)中的点 c 对应的

纵坐标 cH ，沿着其他任何轨线函数 ( ),H δ ω 在振荡过程中的最大值都小于 cH 。而当轨线经过纵轴 sδ δ=
时，对应的函数 ( ),H δ ω 会达到其过零点。沿着稳定边界，函数 ( ),H δ ω 会呈现图 4(a)所示的振荡特性，

因此稳定边界上必定存在一点，其对应的函数 ( ),H δ ω 值等于 0，即图 4(b)中的点 A。当轨线从图 4(b)中
稳定边界上的点 A 经过一段时间运动到点 C 的位置，相应的函数值 ( ),H δ ω 从 0 变化到 cH ，变化过程对

应图 4(a)中的从点 a 变化到点 c 的过程。 
 

 
Figure 4. Determination of special points 
图 4. 特殊点的确定 
 

仅采用 A，C 两点无法准确地描述从点 A 到点 C 之间的稳定边界，因此考虑取 A，C 两点横坐标的

中点
π

2 2
s uδ δ

δ
+

= = ，将 A 到 C 之间的部分稳定边界上横坐标为
π
2

δ = 的点记作点 B，如图 4(b)所示，其

函数值 ( ),H δ ω 对应图 4(a)中的点 b 的纵坐标。利用 3 个特殊点 , ,A B C ，对局部稳定边界逼近。当然，

若要提高近似程度，可以在 AC 之间的稳定边界上求取更多的特殊点，本文不做详细分析。 
下面介绍特殊点 , ,A B C 的求取过程。 
点 B 到点 C 之间ω 的变化过程可以看成是关于功角δ 的函数，即 ( )ω ω δ= 。函数 ( )ω δ 满足 2 个条

件：(1) ( )ω δ 经过点 C(2) ( )ω δ 满足转子运动方程。为了求解方便，将点 C 转化为原点，即令 

ux δ δ= −                                           (3) 

则系统运动方程转变为下式所示。 
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( )sinM em u

x
M P D P x

ω
ω ω δ
=

 = − − +





                                (4) 

在 ( ),x ω 平面上，ω 的变化过程用数学表达式表示如下： 

( )xω ω=                                           (5) 

ω 对时间的导数可以表示如下式所示。 

x
x
ωω ∂

=
∂

                                            (6) 

将式(7)代入式(5)，可得下式 

( )sinM em uP D P x M x
x
ωω δ ∂

− − + =
∂
                                (7) 

在 ( ),x ω 平面的点 ( )0,0C 附近对 ( )xω 进行二阶泰勒展开： 

( ) 2
1 2

1
2

x a x a xω = +                                       (8) 

将式(9)代入式(8)中求解，可以求得各次项系数 1a 、 2a ，于是可得 ( )xω 的二阶近似代数表达式。将

点 B 的横坐标
π
2 ux δ= − 代入式(9)，可以求得点 B 的纵坐标 Bω ，其数学表达式如下式所示。 

2

1 2
π 1 π
2 2 2B u ua aω δ δ   = − + −   

   
                                 (9) 

于是，求得特殊点B的坐标为
π ,
2 Bω

 
 
 

。这里值得注意，若想得到精度更高的点B的坐标，可以对 ( )xω

在点 ( )0,0C 附近进行三阶及以上的泰勒展开，相应的求解过程将更加复杂，此处不再详细描述。 

求得特殊点 B 后，对特殊点 A 进行求解。类似过程与上述类似，在此不再赘述。 
特殊点 , ,A B C 都位于稳定域 3R 边界上，求得特殊点 , ,A B C 后，考虑稳定边界必定是平滑的，可以

用平滑的曲线将特殊点 , ,A B C 连接起来，作为局部稳定边界的近似。 
因此，系统稳定域的一种估计可给出如下： 

1 2 3estR R R R=    

相比于传统的李雅普诺夫方法利用 1R 部分直接估计稳定域，稳定域的估计范围得到了扩大，计算精

度提高了。 

4. 仿真验证 

本文采用文献[17]中的单机—无穷大系统为例，验证本文所提出的稳定域边界分析方法。初始条件

0 02π , 0.6027 radfω δ= = ； 0 st = 时双回输电线中的一回线的始端发生两相短路接地，故障期间

2 22.8, 0.504emx P= = ；故障切除后 3 31.041, 1.35emx P= = ；其他参数为 8.18, 1J mT P= = 。 
在 ( ),δ ω 平面，利用本文的方法求得故障后的局部稳定域边界如图 5(a)所示。 
图 5(a)为利用本文方法求得的单机系统稳定域边界近似示意图。在不稳定平衡点附近对稳定域边界进

行了局部近似，图中点 A、B 是利用二阶泰勒展开方法求得的特殊点，进而得到局部稳定边界，如图中实

线 1 所示。点 A’、B’是利用三阶泰勒展开方法求得的特殊点，进而得到局部稳定边界，如图中虚线 2 所示。

另外，不计阻尼时的稳定域被包含在计及阻尼的稳定域近似边界内部，这与通常的认识也是一致的。 
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(a) 稳定边界近似示意图                                        (b) 故障示意图 

Figure 5. Fault-on dynamics and approximations of stability region for an SMIB 
图 5. 单机无穷大系统的稳定边界近似及其故障示意图 
 

利用特殊点求得的局部稳定域边界，对故障的临界切除时间进行估计，并依据此指标，比较局部稳

定边界 1 和局部稳定边界 2 对真实稳定边界的逼近效果。临界切除时间由持续故障轨迹与稳定域近似边

界的交点确定，交点所对应的时间可以近似为该故障的临界切除时间。图 5(b)给出了利用稳定域边界近

似来计算临界切除时间的机理。 
利用近似边界求得的临界故障切除时间结果如表 1 所示。 

 
Table 1. Comparisons of the results of critical resection time 
表 1. 临界切除时间结果比较 

时域法临界切除时间/s 
近似稳定边界 1 近似稳定边界 2 李雅普诺夫直接法 

临界切除时间/s 误差(%) 临界切除时间/s 误差(%) 临界切除时间/s 误差(%) 

0.2456~0.2457 0.2546~0.2547 3.66 0.2458~0.2459 0.08 0.2194~0.2195 −10.67 

 

由表 1 可知，利用时域仿真法所得的临界切除时间为 0.2456s~0.2457 s，可作为真实稳定边界对应的

故障临界切除时间。利用故障后局部稳定边界 1 所得的故障临界切除时间近似则为 0.2546~0.2547 s，误

差为 3.66%，且偏乐观；而采用局部稳定边界 2 所得的故障临界切除时间近似则为 0.2458s~0.2459 s，误

差为 0.08%，且偏乐观；而基于李雅普诺夫直接法求得的稳定域，求得的临界切除时间近似则为

0.2194s~0.2195 s，该近似误差为−10.67%，且过于保守。 
从表 1 可以看出：根据对故障临界切除时间的估计，本文所提方法相比于李雅普诺夫直接法，求得

的稳定域近似边界对真实稳定域边界的逼近效果更好，且误差大大减小了。此外，在求解特殊点的过程

中，采用的泰勒展开级数越高，求得的稳定域精度越高。 

5. 结语 

本文针对李雅普诺夫直接法求取电力系统稳定域的保守性，对能量函数 V 的其他 2 种稳定形式进行

了研究分析，在此基础上，提出了一种基于并集及特殊点求解的稳定域边界分析方法，将各种稳定形式

对应的稳定域的并集作为系统的稳定域，并且在求解过程中利用特殊点法对电力系统稳定域边界进行逼

近，仿真算例验证了该方法能够正确估计系统的稳定域边界，且极大地改善了李雅普诺夫直接法估计稳
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定域的保守性。 

参考文献 
[1] 常鲜戎, 赵书强. 电力系统暂态过程[M]. 北京: 机械工业出版社, 2010. 
[2] Pai, M.A. (1989) Energy Function Analysis for Power System Stability. Springer, Berlin.  

https://doi.org/10.1007/978-1-4613-1635-0 
[3] Kundur, P., Paserba, J., Ajjarapu, V., et al. (2015) Definition and Classification of Power System Stability 

IEEE/CIGRE Joint Task Force on Stability Terms and Definitions. Golden Research Thoughts, 4, 1387-1401. 
[4] Bergen, A.R. and Hill, D.J. (1981) A Structure Preserving Model for Power System Stability Analysis. IEEE Transac-

tions on Power Apparatus & Systems, PAS-100, 25-35. https://doi.org/10.1109/TPAS.1981.316883 
[5] Pai, M.A. (1981) Power System Stability: Analysis by the Direct Method of Lyapunov. 
[6] Tan, W. and Packard, A. (2008) Stability Region Analysis Using Polynomial and Composite Polynomial Lyapunov 

Functions and Sum-of-Squares Programming. IEEE Transactions on Automatic Control, 53, 565-571.  
https://doi.org/10.1109/TAC.2007.914221 

[7] Xin, H., Gan, D., Qiu, J., et al. (2007) Methods for Estimating Stability Regions with Applications to Power Systems. 
European Transactions on Electrical Power, 17, 113-133. https://doi.org/10.1002/etep.123 

[8] Wu, Z., Yi, Y. and Chen, L. (1992) Monte Carlo Simulation for Millimeter Wave Propagation and Scattering in Rain 
Medium. International Journal of Infrared & Millimeter Waves, 13, 981-994. https://doi.org/10.1007/BF01009622 

[9] Stapel, J., De Visser, C.C., Van Kampen, E., et al. (2016) Efficient Methods for Flight Envelope Estimation through 
Reach Ability Analysis. AIAA Guidance, Navigation, and Control Conference, San Diego, 4-8 January 2016, 21 p.  
https://doi.org/10.2514/6.2016-0083 

[10] Zuo, Z., Fu, Y., Chen, Y., et al. (2013) A New Method of Reachable Set Estimation for Time Delay Systems with Po-
lytopic Uncertainties. Applied Mathematics and Computation, 221, 639-647. https://doi.org/10.1016/j.amc.2013.06.099 

[11] Weekly, K., Anderson, L., Tinka, A., et al. (2014) Autonomous River Navigation Using the Hamilton-Jacobi Frame-
work for Underactuated Vehicles. IEEE International Conference on Robotics & Automation, Shanghai, 9-13 May 
2011, 828-833. https://doi.org/10.1109/TRO.2014.2327288 

[12] Yee, H. and Spalding, B.D. (1977) Transient Stability Analysis of Multimachine Power Systems by the Method of 
Hyperplanes. IEEE Transactions on Power Apparatus & Systems, 96, 276-284.  
https://doi.org/10.1109/T-PAS.1977.32335 

[13] Cook, P.A. and Eskicioglu, A.M. (2008) Transient Stability Analysis of Electric Power Systems by the Method of 
Tangent Hypersurfaces. IEE Proceedings C—Generation, Transmission and Distribution, 130, 183-193.  
https://doi.org/10.1049/ip-c.1983.0031 

[14] 闵勇, 李函, 柳勇军. 用二次曲面方法求解多机系统故障临界清除时间[J]. 清华大学学报(自然科学版), 2004, 
44(4): 454-457, 461. 

[15] Salam, F.M.A., Arapostathis, A. and Varaiya, P.P. (1983) Analytic Expressions for the Unstable Manifold at Equili-
brium Points in Dynamical Systems of Differential Equations. IEEE Conference on Decision & Control, San Antonio, 
December 1983, 1389-1392. 

[16] 余贻鑫, 陈礼义. 电力系统的安全性和稳定性[M]. 北京: 科学出版社, 1988. 

[17] 刘笙, 汪静. 电力系统暂态稳定的能量函数分析[M]. 上海: 上海交通大学出版社, 1996. 
 

 
 
 

 

https://doi.org/10.12677/sg.2019.94018
https://doi.org/10.1007/978-1-4613-1635-0
https://doi.org/10.1109/TPAS.1981.316883
https://doi.org/10.1109/TAC.2007.914221
https://doi.org/10.1002/etep.123
https://doi.org/10.1007/BF01009622
https://doi.org/10.2514/6.2016-0083
https://doi.org/10.1016/j.amc.2013.06.099
https://doi.org/10.1109/TRO.2014.2327288
https://doi.org/10.1109/T-PAS.1977.32335
https://doi.org/10.1049/ip-c.1983.0031


 

 

 

知网检索的两种方式： 

1. 打开知网首页：http://cnki.net/，点击页面中“外文资源总库 CNKI SCHOLAR”，跳转至：http://scholar.cnki.net/new，

搜索框内直接输入文章标题，即可查询； 
或点击“高级检索”，下拉列表框选择：[ISSN]，输入期刊 ISSN：2161-8763，即可查询。 

2. 通过知网首页 http://cnki.net/顶部“旧版入口”进入知网旧版：http://www.cnki.net/old/，左侧选择“国际文献总库”

进入，搜索框直接输入文章标题，即可查询。 

投稿请点击：http://www.hanspub.org/Submission.aspx 
期刊邮箱：sg@hanspub.org 

 

http://cnki.net/
http://scholar.cnki.net/new
http://cnki.net/
http://www.cnki.net/old/
http://www.hanspub.org/Submission.aspx
mailto:sg@hanspub.org

	Stability Region Boundary Analysis Method Based on Union Set and Special Points Solution
	Abstract
	Keywords
	基于并集及特殊点求解的稳定域边界分析方法
	摘  要
	关键词
	1. 引言
	2. 基本原理
	3. 稳定域边界分析
	3.1. 稳定域R3的分析
	3.2. 特殊点的求解

	4. 仿真验证
	5. 结语
	参考文献

