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摘  要 

高等数学是众多专业考研时的必考科目，泰勒公式在高等数学中至关重要。在考研数学中，泰勒公式频

繁出现，主要集中在求极限和求高阶导数的题型中。求极限和求高阶导数的方法有多种，但如果能使用

泰勒公式求解，往往都可以很大程度降低计算量。本文基于考研数学真题，系统地讨论了带有佩亚诺余

项的麦克劳林公式在求极限中，以及泰勒级数在求高阶导数中的灵活应用。并对解题时泰勒公式展开的

次数和余项选取办法作出了详细研究，通过对比泰勒公式和其它方法，展现了泰勒公式的优势，为学生

理解掌握其应用奠定了基础。 
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Abstract 
Advanced mathematics is a required subject for many majors in postgraduate examinations, and 
Taylor’s formula is crucial in advanced mathematics. In postgraduate mathematics examination, 
Taylor’s formula appears frequently, mainly in questions about finding limits and finding high- 
order derivatives. There are many ways to find limits and higher-order derivatives, but if Taylor’s 
formula can be used to solve it, the amount of calculation can often be markedly reduced. Based on 
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the postgraduate mathematics examination questions, this article systematically discusses the 
flexible application of Maclaurin’s formula with Peano remainder in finding limits, and the flex-
ible application of Taylor series in finding higher-order derivatives. A detailed study was made 
on the number of expansions of Taylor’s formula and the method of selecting remainders when 
solving problems. By comparing Taylor’s formula with other methods, the advantages of Tay-
lor’s formula were demonstrated, laying a foundation for students to understand and master its 
application. 
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1. 引言 

泰勒公式是高等数学中的重要知识点[1]，其中带有佩亚诺余项的泰勒公式，在求极限中应用广泛，

具体内容是： 
若 ( )f x 在包含 0x 的某开区间 ( ),a b 内具有直到 1n + 阶的导数，则对任一 ( ),x a b∈ ，有 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )20 0
0 0 0 0 02! !

n
n

n

f x f x
f x f x f x x x x x x x R x

n
′′

′= + − + − + + − +� ，        (1) 

其中 

( ) ( )0
n

nR x o x x= − 。                                  (2) 

(2)称为佩亚诺余项。 
如果取 0x = ，(1)也可以写成： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )20 0
0 0

2! !

n
n nf f

f x f f x x x o x
n

′′
′= + + + + +�                   (3) 

(3)称为带有佩亚诺余项的麦克劳林公式。 

( )f x 的泰勒级数展开式为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )20 0
0 0

2! !

n
nf f

f x f f x x x R x R
n

′′
′= + + + + + − < <� �               (4) 

其中 R 为收敛半径。(4)在求高阶导数中应用广泛。 
近年来，许多学者对泰勒公式在高等数学解题中的应用进行了深入研究。例如，瞿杏元讨论了分式

未定式极限的多种求法，其中泰勒便是其中一种重要的方法[2]。徐佳文和朱莉萨研究了泰勒公式在级数

的敛散性判别和不定式的计算等方面的应用[3]。龚冬保、张梦燕等学者以考研真题为载体，讨论了泰勒

公式在考研数学试题中的应用[4] [5]。 
本文将继续深入研究泰勒在考研题中的妙用，以考研真题作为案例，分析在不同题型中使用泰勒展

开的次数选取和余项选取方法，总结在考研数学中使用泰勒公式的技巧。 
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2. 引入知识 

2.1. 洛必达法则 

设 ( )f x 与 ( )g x 满足条件： 
1) ( ) ( )lim lim 0

x c x c
f x g x

→ →
= = 或 ( ) ( )lim lim

x c x c
f x g x

→ →
= = ∞， 

2) ( )f x 与 ( )g x 在 ( )
o

U a 内可导， 

3) ( )
( )

lim
x c

f x
g x→

′
′

存在或为∞， 

则
( )
( )

( )
( )

lim lim
x c x c

f x f x
g x g x→ →

′
=

′
。 

2.2. 常见的泰勒公式 

( )
2

e 1
2! !

n
x nx xx o x

n
= + + + + +� ， 

( ) ( ) ( )
3 5 2 1

1 2 1sin 1
3! 5! 2 1 !

m
m mx x xx x o x

m

−
− −= − + − + − +

−
� ， 

( ) ( ) ( )
2 4 2

2cos 1 1
2! 4! 2 !

m
m mx x xx o x

m
= − + − + − +� ， 

( ) ( ) ( )
2 3

1ln 1 1
2 3

n
n nx x xx x o x

n
−+ = − + − + − +� ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )21 1 1
1 1

2
n nn

x x x x o x
n

α α α α α α
α

− − − +
+ = + + + + +

�
�

！ ！
。 

3. 利用泰勒公式求极限 

求极限的方法有许多种，但很多未定式处理起来非常复杂或者计算量巨大，若此时该极限中的一些

函数能使用泰勒公式(一般选取带有佩亚诺余项的麦克劳林公式(3))进行展开，往往都可以极大地降低计

算难度。而究竟展开到第几项，是使用泰勒公式求极限的难点。为此，可总结两个基本原则： 

3.1. 原则 1：展开到系数不为 0 的最低次幂 

下面以2019年考研数学(一)选择题第一题为例，展示在使用泰勒公式求极限的原则1。 
例1 当 0x → 时，若 tanx x− 与 kx 是同阶无穷小，则k = ( ) 
(A) 1.             (B) 2.            (C) 3.            (D) 4. 

分析：
0

tanlim kx

x x
x→

−
等于非零常数 C，该极限是

0
0
型，但 x 的次数未知，用洛必达法则处理起来比较 

麻烦，使用泰勒非常方便快捷，使用带有佩亚诺余项的麦克劳林公式(3)对分子 tanx x− 中的 tan x 进行展

开，若展开到一次，则 x 前的系数刚好为 0，而展开到三次方，可以保证 3x 的系数不为 0，故展开到三

次方即可。 

解：

( ) ( )
3 33 3

0 0 0

3tan 3lim lim limk k kx x x

x xx x o x o xx x C
x x x→ → →

 
− + +  − +−  = = =  

其中 C 为非零常数， 3k∴ = 。应选 C。 
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3.2. 原则 2：展开到分子分母同次 

下面以 2015 年考研数学(一)解答题第一题和 2014 年考研数学(三)选择题第三题为例，展示在使用泰

勒公式求极限的原则 2。 

例2 设函数 ( ) ( )ln 1 sinf x x a x bx x= + + + ， ( ) 3g x kx= 。若 ( )f x 与 ( )g x 在 0x → 时是等价无穷小，

求 , ,a b k 的值。
 

分析：令
( )

30

ln 1 sin
lim
x

x a x bx x
I

kx→

+ + +
= ，由题意得 I 等于 1，该极限中所涉及的函数可以使用泰勒公

式展开。因为是
0
0
型，也可以考虑使用洛必达法则。 

解法 1：使用带有佩亚诺余项的麦克劳林公式(3)对函数进行展开。而因为待展开函数带参数，无法

使用原则 1，故使用原则 2，展开到分子分母同次。 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 3 3
3 3

30

2 3 3 3

30

2 3 6
lim

1
2 3lim 1

x

x

x x xx a x bx x o x bxo x
I

kx
a aa x b x x o x bxo x

kx

→

→

   
+ − + + − + +   

   =

 + + − + + + 
 = =

∵
 

1 0, 0,
2 3
a aa b k∴ + = − = =  

1 11, , .
2 3

a b k∴ = − = − = −  

解法 2：洛必达法则。 

由 20

1 sin cos
1lim

3x

a b x bx x
xI

kx→

+ + +
+= 得 1a = − 。 

再由
( )2

2 20 0 0

11 2 cos sin1 sin cos sin cos 11 1lim lim lim
63 3x x x

x b x bx xb x bx x b x bx x xx xI
kxkx kx→ → →

+ −− + + + + ++ += = = 得 

1
2

b = − 。 

再由
( ) ( ) ( )2 2 3

0 0 0

1 1 1 2cos sin cos sin
21 1 1 1lim lim lim

6 6 6 3x x x

x x x x x
x x x

I
kx kx k k→ → →

− + − − +
+ + +

= = = = − 得
1
3

k = − 。 

很显然，该题使用洛必达法则求解，计算量大，过程繁琐复杂，使用泰勒公式非常方便快捷。 

例3 ( ) 2 3p x a bx cx dx= + + + 。当 0x → 时，若 ( ) tanp x x− 是比
3x 高阶的无穷小量，则下列选项错误

的是( ) 

(A) 0a =      (B) 1b =      (C) 0c =      (D) 1
6

d =  

分析：令
( ) 2 3

3 30 0

tan tanlim lim
x x

p x x a bx cx dx xI
x x→ →

− + + + −
= = ，由题意得 I 等于 0，该极限中所涉及的函

数可以使用泰勒公式展开。因为是
0
0
型，也可以考虑使用洛必达法则。 

解法 1：使用泰勒公式。本题待展开函数前也带参数，无法使用原则 1，故使用原则 2，展开到分子
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分母同次。 

( )3 31tan
3

x x x o x= + +∵  

( ) ( )2 3 3

30

11
3lim 0

x

a b x cx d x o x
I

x→

 + − + + − + 
 ∴ = =  

10, 1, 0,
3

a b c d∴ = = = = 。应选 D 

解法 2：使用洛必达法则。 

( )
0

lim tan 0 0.
x

p x x a
→

− = ∴ =  ∵  

( ) 2 3tan tan ,p x x bx cx dx x∴ − = + + −  

( )
0

tan
lim 0
x

p x x
x→

−
=∵ 1 0b∴ − = 即 1.b =  

( ) ( ) 2 3

2 2 20 0 0

tan tan tanlim lim lim 0 0.
x x x

p x x x x cx dx x x c c c
x x x→ → →

− − + + −
= = + = = ∴ =∵  

( ) ( ) 3 2

3 3 20 0 0

tan tan 1 sec 1 1lim lim lim 0 .
3 33x x x

p x x x x dx x d d d
x x x→ → →

− − + −
= = + = − = ∴ =∵  

在该题中，如果使用洛必达法则，需要使用隐含的条件：“ ( ) tanp x x− 是比
3x 高阶，则比 x 、 2x 都

要高阶”，很多学生容易忽略这点，并且还需要多次使用洛必达法求解，计算过程过于繁琐，而使用泰

勒公式可以一步得出结果。
 

4. 利用泰勒公式求高阶导数 

求高阶导数往往需要频繁使用复合函数求导法则和求导四则运算法则，过程非常繁琐计算量大，如

果使用泰勒公式进行展开再求导，往往可以很大程度降低计算量。一般采用泰勒级数展开式(4)对函数进

行展开。 
下面以2010年考研数学(二)填空题第三题为例： 
例 3 函数 ( )ln 1 2y x= − 在 0x = 处的 n 阶导数 ( )0 ____ny = 。 
分析：本题可以采用数学归纳法，也可以使用泰勒公式进行展开再求导。 
解法 1：使用泰勒公式展开成级数，泰勒级数在 0x = 处的 n 阶导刚好为 nx 前的系数乘以 !n 。 

( ) ( ) 12 3 1
ln 1 ,

2 3

n nxx xx x
n

−−
+ = − + + + +∵ � �  

( )
2 2 3 32 2 2ln 1 2 2 .
2 3

n nx x xx x
n

∴ − = − − − − − +� �  

( ) ( )2 !0 2 1 !.
n

n nnf n
n

∴ = − = − −  

解法 2：归纳法。 

( ) ( )

2 3

2 3
2 2 2 2!, , ,

1 2 1 2 1 2
y y y

x x x
⋅′ ′′ ′′′= − = − = −

− − −
�，归纳得：

( )
( )

2 1 !
1 2

n
n

n

n
y

x
⋅ −

= −
−

， ( ) ( )0 2 1 !n ny n∴ = − −  

显然，使用泰勒公式展开，计算量较小。 
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5. 小结 

本文以考研真题作为载体，探讨了使用泰勒公式来解决一些未定式求极限、求高阶导数等问题。展

现了泰勒公式在使用时的技巧性，虽然灵活，但计算量往往更小，解题效率更高。泰勒公式的应用在历

年考研数学中出现的概率很大，因此对于考研学生来说，熟练掌握泰勒公式的应用就显得尤为重要。本

文概括了使用泰勒公式的技巧和方法，力求使学生掌握对于各个重要板块知识点的综合应用。 
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