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Abstract: Complex dynamical systems are often subject to non-Gaussian random fluctuations. The exit phe- 
nomenon, i.e., escaping from a bounded domain in state space, has a great impact on the stochastic evolution 
of such dynamical systems. In the present paper, the author analyzes mean exit time for arbitrary noise inten- 
sity under multiplicative noise, via numerical investigation. A numerical approach for solving this non-local 
problem is proposed. A computational analysis is conducted to investigate the relative importance of jump 
measure coefficient and the effect of  value on first exit time. 
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摘  要：复杂的动力系统常常受到非高斯的随机扰动。首次逃离现象，即从一个状态空间的有界区域

中逃逸出来，对动力系统的随机演化有很大的影响。在本文中，我通过计算分析了在乘性 Levy 噪声下

的首次逃离时问题。一个数值的方法去求解这个非局部的问题，计算分析出不同的跳测度系数和 值

对系统的首次逃离时间的影响。 
 

关键词：随机动力系统；非高斯 Levy 运动；跳测度；首次逃离时 

1. 引言 

考虑一个标量下的确定性常微分方程    0,t tY f Y Y x a b   , U,

t

为光滑的位势函数。满足：

   tf Y U Y  ，在这里 是一个渐近稳定的平衡点。即对从区间0  ,a b 中的任意点 x 出发，当时间 时，

的任一轨道趋于 。在文本中， 在 处有一个最小值。在文献[1]中，我们考虑加性噪声驱动随机动力系统

的平均首次逃逸时问题。在本章中，我们计算分析在乘性 Levy 噪声驱动的方程中的平均首次逃逸时。现在我

们考虑这个确定性常微分方程受到非高斯噪声 Levy 噪声扰动的情况，即考虑一个随机常微分程： 

t  tY

0  .U 0

   0d d d ,   t t t t ,X f X t X L X x a b                                   (1) 

其中， 是定义在一个概率空间  下的 Levy 标量过程。方程(1)的扩散项是tL , ,F  dt tX L 。逃逸现象，即逃
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逸出一个状态空间的有界域，是一些动力系统演化中的一个随机冲击，研究扩散行为的许多性质的重要方法

是建立在平均首次逃逸时的基础上的。 

定义 为逃逸出一个空间域     , inf 0, , ,a b t X t a b       ,D a b 的首次逃逸时间。在乘性 Levy 噪声

驱动的一个动力系统的平均逃逸时由一个非局部的奇异积分—微分方程来描绘的。本文仍用数值分析的方法

来求解这个非局部的问题，在文中，算法的设计与文献[1]中会有所不同。计算分析仍然是在 稳定下研究这

个跳测度，扩散系数对平均逃逸时有多大的相对影响。这章的内容组织如下：先回顾 Levy 过程的生成元和考

虑由对称 稳定 Levy 过程驱动的随机常微分方程(SDEs)；接着，数值离散化的方法处理带奇异项的积分–微

分方程；数值计算结果在最后被呈现。 

2. Levy 过程的生成元和平均逃逸时 

从文献[2](第 182 页)中查到方程，    d dt t t d tX f X t g X L  ，  0 ,X x a b  ，在某些适宜的条件下，推

出        0,A x f x D x A x    。 

这里              0 10
, dyR

A x x g x y x I D x g x y    
      y  

其中 A 被定义为  0
lim tt

A t   ，其中  t x L    t ， 是定义在算子 A 域上的任意函数， sI 是定义在 

s 上的示性函数： 。 的算子 
1, ;

0, .s

y s
I y

y s


 



当

当
tL A 的定义见文献[3,4]。 集合

注 1：在文献[2]中考虑的是一种特殊的 Levy 过程，没有示性函数，而在这里，补上了。 

因此方程(1)中的随机过程 tX 的生成元是 

                10
dyR

A f x x x xy x I y xy x y           。 

在这一节，我们关注的是从一个有界区间 上的任一点D x 出发的轨道的平均逃逸时 。对马氏过

程的 Dynkin 公式[3,5,6]满足下列积分—微分方程方程： 

  0u x 

 
1,

0, c

Au x D

u x x D

  

 
 

其中生成元 A 是：                10
dyR

Au f x u x u x xy u x I y xyu x y      。 

cD D是 的补集。在这篇文章里，研究的是在 稳定下 Levy 过程[7-9]，因此跳测度   1

d
d

d

y
y

y
  ，其中

。把它写成下面的形式：对任意的0,2  x D 有： 

   
         

 
1

10
d

y

R

u x xy u x I y xyu x
f x u x y

y
 



  
   1

0

                   (2) 

当 。方程中的积分是 Riemann 意义下的积分，对 ,cx D u x  0,2  。 

3. 数值方法的设计 

3.1. 逐项分析 

因为这个积分—微分方程的准确解是未知的，仍然依靠数值方法来求近似解。方程(2)中的第一项，数值

近似是使用中心差分公式：        2u x u x h u x h h     ，其中 是离散化的空间步长。我们主要的工作是

近似处理方程中的奇异积分项。 

h

对任意的 ，由于被积函数的对称性，积分项10 h 1
   

 1 1

1

1,
d

y

R h h

I y y
y

y




   
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的值等于 。我们把积分项分成三部分： 0

         
 

             1 1

1 1

1

10

1 1

d

d d

y

R

h h

h h

u x xy u x I y xyu x
y

y

u x xy u x u x xy u x xyu x u x xy u x
y y

y y



 





 

  

  

      
  



   1
dy

y




         (3) 

对 ，0,2   ,x a b 取较小的常数 ，使用 Taylor 展式去计算下列这个不适定的积分，从下的分析知

当 时，它是收敛的。 
1h

 0,2 

     

             

       

       

1

1

1

10

2 3 4
4

1

1
0

2 32 3
44

1
0

2 32 3 4
441 1 1

1

d

2 6 24 dlim

1
lim

2 2 6 3 24 4

1

2 2 6 3 24 4

h

h

h

u x xy u x xyu x
y

y

xy xy xy
u x u x u

y
y

x u x x u xy y y
x u

x u x x u xh h h
x u





 



4 



  




 


  










 



  





  

  


  
   

   
 

  
  







2

 

当 0 1 时，,1a b       1 1, , 1x x xh x x h     ，    1 1, , 1x x xh x x h     。 

类似有：
             

1

2 32 3 4
0 441 1 1

21

1
d

2 2 6 3 24 4h

u x xy u x xyu x x u x x u xh h h
y x u

y

  

 
  

  



    
  

    

其中  2 1,x h x   。 

合并后有：
       1

1

2
2 1

11 2

h

h

u x xy u x xyu x h
x u x R

y



 





  
 

  

局部误差： 

               
4 4 4 4

4 4 4 44 41 1 1 1
1 1 2 1 2 1

1 1 1 1 1

24 4 24 4 24 4 24 4 12 4

h h h h
R x u x u u u M

4
1h   

   


   

   

    




    
 

其中    4
1 max

x D
M u x


 ， 1M 的上限没有超过文献[1]中对应的误差值。 

下一步，考虑方程(3)右边第一项和第三项的积分，它们的形式是 

       

     

1

1

1

1

1 1

1 1
1

d d

2
d d

h

h

h

h

u x xy u x u x xy u x
y y

y y

u x xy u x xy
y y

hy y

 

  

 

 

 

 

   


 
  

 

  u x

 

在 上， 0x

   

   

   

1

1

1

1

1

1

1 1

1 1

1 1

1 1

d d

d d

d d

h

h

x xh

x xh

x xh b

a x xh

u x xy u x xy
y y

y y

x u y x u y
y y

x y x x y x

u y u y
x y x y

y x y x

 

 

 

 
 

 

 

 
 

  



 

 


 
 

 
 

 

 

 
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方程(3)中的积分是非奇异且光滑的，使用复合梯形公式对这项进行数值积分，有二阶截断误差，具体的

过程见下节。 

3.2. 方程的离散化 

现在，让 ， ,D a b 0 2a b   取步长 ，划分数值解的网格h
b a

N
h


 ，且定义节点 

, 0,1, 2, ,kx a kh k N    。记节点数 1

1 a
N


h

 ， 1 1Nx  。 

在  , x a b 上，令 1
1 1k k

h
x x h a k a kh h

h
      
 

， 1
1 1k k

h
x x h a k a kh h

h
      
 

。 

令 1
1 1int

h
L k a kh

h
    
 

， 1
2 1int

h
L k a k

h
    
 

h ， ly a lh  ，  int x 为取整函数。 

       22u x u x h u x h h R      ， 

局部截断误差：    2
2 max

2 x D

h
R u


 x 。 

         2
32u x u x h u x h u x h R       ， 

局部截断误差：    3
3 max

3 x D

h
R u


 x 。 

下面是应用复合梯形求积公式来处理方程(3)中的积分项，方程(3)中的积分是非奇异且光滑的，使用复合

梯形公式对这项进行数值积分[10]有二阶截断误差。其具体的过程如下： 

   

       

1

1

1
1 2

2
1 2

1 1

1
1

41 1 1
1 1

1

d d

2

x xh b

ka x xh

L N
L Ll l

l l Ll l L L

u y u y
x y x y

y x y x

u y u yu y u y h
h x h x x R

y x y x y x y x


 

  
  



 

 

  
  




 

 
          

 

  1  

 

局部截断误差：    
1 2

2 2

4 1 1

1 1

12 12

h h
R x xh a b x xh

x x 

 

 

             
   





， 

由于  ,x a b ，化简后得      
2

4 13
1

1 2 max ,
6

h
R a

h      b h 。 

将方程(2)的左边离散化，并令   1f x x   得： 

                 

           

           

1 1

1 1

1

1

1 1

2
2 1

1 1
1

2
2 1

2

1 d

2
1 d d

2

2 2
1

2 2

h h

h h

h

h

u x xy u x u x xy u x xyu x u x xy u x
1

dx u x y y
y y y

u x xy u x xyh
x u x y x u x y u x

hy y

u x h u x h u x h u x h u x h
x x

h h h

 



  





   
 

 
 

 

  


 

 



       
      

 
 

 
       



      
    



  

 



 

       1
1 2

2
1 2

1

1
1

1 1 1 1
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1
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u x
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

  
   
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   
  


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全局误差：  
2
1

1 2 31
2

h
R R x R x R R



4 




     


。 

3.3. 全局误差分析 

从上节的全局误差 中看到，我们应该看到 和 都应该足够小，才能使前三个误差项小。为让后一项

误差项足够小， h 和 的比值应该足够小，如果取

R h

h
1h

1h 1 0.2 ，则按上面分析空间步长 ，因为 3 2
1 0.00032h h  

上节中的     
2

4 3
1

1 2 max ,
6

h
R

h       1a b h 。在实际的计算中，当 1 0.2h  时， 即可，此时计算出

的数据已经很稳定了。 

0.01h 

把 带入到方程(2)，记, 0,1, 2, ,kx a kh k N    1  ku x uk ，得代数方程： 

 
1

1 2

2
1 2

2
21 1 1 1 1

2 1
11

1
1

1 1 1
1

1

2 2
1

2 2

2

1

L
k k k k k l

k k k k
l l k

N
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k k
l L l k L k L k

u u u u u uh
x x u h x

h h h y x

u uu h
h x x

y x y x y x




 

 
  

  
 

 


   







  
 



  
    

 

 
        

 



         (4) 

由于 ju 的有界性，当 ， ,ju a b ju 的值为 0 。方程(4)的确定项   1f x x   在 上有一个稳定平衡点，

方程(4)对应一个线性方程组，求解后的结果见下节。 

1x 

4. 结果分析 

作为对应的确定性系统 ，1 , 0, 0,
t tx x a b      1 是它唯一的吸引点(一个稳定平衡点)即几乎所有的解

轨道随时间的增加，最终都会被吸引到这一点 1 。然而当这个确定性系统被非高斯 稳定 Levy 过程驱动时，

解轨道可能逃逸出在吸引点 1 附近区域  0.5,1.D  5 。 
现在计算这些解轨道的平均逃逸时(或平均首次逃逸时)。 

图 1 和图 2 是分别在乘性噪声和加性噪声下计算平均逃逸时间的例子。 
 

 

Figure 1. The mean exit time  for the domain (0.5, 1.5): for fixed  u x 1  , the graphs from top to bottom correspond to  

respectively. The solid curve is the numerical solution under the multiplicative noises and the dashed curve is the numerical solution under 
the additive noises 

0.5 1.5  , 

图 1. 平均逃逸时 的曲线：实线和虚线分别是乘性噪声下和加性噪声下的逃逸出区间 u x  ,0.5 1.5 的平均时间，其中跳测度系数 1  ，

上图在 0.5  下，下图在 .5   下 
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 u x  Figure 2. The mean exit time for the domain (0.5, 1.5): for fixed 0.2  , the red solid graph, the red dashed graph and the blue 

dashed graph correspond to  1.5 respectively 

图

0.5 , 1.0,

测度系数


2. 乘性噪声下的逃逸出区间  5 的平均时间  u x 的曲线：其中跳 0.2,0.5 1.   ，红色实线在 0.5  下，红色虚线在 1.0  下

蓝色虚线在

，

.5   下 
 

井函数注记 2：在文章中，主要讨论的不再是双   3f x x x   ，而是有一个稳定平衡点在 处的函数1x 

  1f x x   选用平衡点在 的函数如0x    3f x x 声下是不可能跳出包含平衡点 0x
方程

x   在乘性噪 的区
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