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Abstract 
The paper mainly considered the time lag problem caused by the susceptible phytoplankton ab-
sorbing nutrient and translating into energy and susceptible phytoplankton turning into infected 
phytoplankton, and then, a time delayed nutrient-phytoplankton system will be established. On 
this basis, the stability of the equilibrium point and the Hopf bifurcation of the system have been 
analyzed by using the Routh-Hurwitz criterion and the Lyapunov-Krasovskii function, and then 
the critical conditions of these particular dynamical behaviors have been obtained. Finally, these 
results have some guiding significance for the prevention and control of large area outbreaks of 
phytoplankton. 
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摘  要 

本文主要在动态建模过程中考虑易感染浮游植物吸收营养盐转化为自身能量所造成的时间滞后和易感浮
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游植物变为感染浮游植物所造成的时间滞后，进而建立了一类具有时滞效应的营养盐–浮游植物动态系

统。在此基础上，主要采用Routh-Hurwitz判据和Lyapunov-Krasovskii函数对该系统内平衡点的稳定

性和Hopf分支进行了理论分析，获得了系统具有这些特定动力学行为的临界条件，这些研究结果对预防

和控制浮游植物大面积爆发具有一定的指导意义。 
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1. 引言 

浮游生物在调节海洋和气候的变化中扮演着重要的角色，因为它们是食物链中最基础的生物部分，

是全球碳循环不可缺少的一部分[1]。然而，随着人类社会经济的发展，化学物质已经被应用到日常生活

的工业生产中，随着这些化学物质进入河流进入大海，从而造成浮游植物持续增长并导致水体富营养化，

最终形成蓝藻水华和海洋赤潮，使得生态系统失稳，进而对人类造成极大损害[2] [3]。 
为预防与控制有害藻类水华现象，并维持浮游动植物种群的长久共存，保护水生生态环境，使开发

生态环境与人类生存相和谐[4]，有很多科学家都对浮游生物的生长繁殖进行了研究。数学生态学家对这

一现象进行了研究，并建立了多种不同的数学模型来表述它们之间的关系。Chatterjee Anal. [5]建立 N-P-Z
模型并且将 Holling II 模型作为功能反应项，文章中讨论了系统的边界性和 Hopf 分支，且采用数值模拟

对结果进行了拟合。Mukhopadhyay B. [6]研究的也是 N-P-Z 模型，他们将一种 IV 功能反应函数应用于系

统当中，对 ODE 系统的平衡点稳定性及分支行为进行了研究，之后将模型空间扩展分析扩散对稳定性的

影响。Chafferjee Anal and Yu Hengguo [7] [8]分析这一系统由于妊辰引起的时间滞对系统稳定性和 Hopf
分支的影响。除了对 N-P-Z 模型研究，N-P 模型和 P-Z 模型也吸引了很多的科学家。Chakraborty Sabhendu 
[9]研究了关于营养盐和有毒浮游植物的空间动力学系统，考虑了系统的线性稳定性和图灵失稳的状态。

Wang Yapei [10]基于数值分析，发现浮游植物密度随着营养盐密度的增长而增长，并且由于扩散和浮游

植物的下沉会影响系统的稳定。N-P 系统中考虑了时滞的影响[11] [12]，对平衡点的存在性和稳定性、Hopf
分支和方向以及分支周期解都进行了分析。Dai Chuanjun [1]对影响 N-P 系统的反应扩散和时滞进行了系

统的分析研究。总而言之，许多数学生态学家对 P-Z 模型做了大量的研究工作[13] [14] [15] [16]，他们考

虑不同的影响因素包括扩散、脉冲、时滞等和不同的功能反应函数结合进行研究以达到更接近实际环境

的目的。 
在水生生态系统中，浮游植物种群不仅相互竞争，而且产生的毒素会抑制对方生长[17]。本文主要研

究了带有时滞因子的 N-P 系统，考虑了营养盐、易受感染的浮游植物和已经被感染的浮游植物三者之间

的关系并建立数学模型。事实上，已经有很多科学家对这类系统进行了研究，Chattopadhyay J. [18]研究

了共存和不共存的一般性条件，例如考虑营养吸收函数和 Holling II 功能反应函数。他们考虑脉冲对系统

的影响[19]，得到了系统灭绝的周期解、全局渐近稳定性和持续性存在的条件，揭示了脉冲扩散在系统中

扮演的重要角色。Li Jianjun [20]研究了关于 N-P 的反应扩散系统，得到了系统不恒稳定和存在分支的临

界条件。 
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在这些模型的基础上，考虑由于消化和感染引起的时间滞后现象，进而建立具有时滞效应的营养盐、

易感染浮游植物和被感染浮游植物动力学模型如下： 

( )
( )

( )
( )

1 1
1 1 2 2

2 1 11 1 1 2
1 1

1 1 2

2 1 2 22
2 2

1 2 2

d ,
d
d ,
d

d .
d

a NPN eN b P b P
t k N

a N t PP PP m P
t k N t P P

P t PP m P
t P t P

α

τ α
τ

α τ
τ


 = − − + +

+
 − = − − + − +
 − = −

− +

                          (1.1) 

这个模型的建立具有以下假设前提：N、P1、P2 分别代表在时间 t 时刻营养盐浓度、易感染和被感染

的浮游植物的浓度。此外，所有参数取值均为正数，其中α 表示外部流入系统的营养盐总量，e 代表营

养盐从水面到水的深层造成的流失率，a1 和 a2 是浮游植物吸收营养盐后的转化率，k 是半饱和常数，b1

和 b2 是浮游植物死亡后转化为营养盐的转化率， 1α 和 2α 分别表示浮游植物被感染率和易感染者的转化

率，m1 和 m2 表示易感染者和感染者的死亡率， 1 0τ > 代表易感染者吸收营养盐消化的时间， 2 0τ > 代表

易感染的浮游植物从被感染到变成感染者的时间。 
同时，系统(1)的初始函数应该满足下面的条件： 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

[ ] ( )
1

1 2 3 3 1 2

2 3

,
,    , 0 ,    max , .
.

N t
P t
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φ θ
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其中： 

[ ]( )
( ){ }

3
1 2 3 3

3
1 2 1 2
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φ φ φ τ +
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∈ −

= ≥ ≥ ≥  

2. 稳定性和 Hopf 分支 

这部分主要讨论系统(1.1)内平衡点的稳定性。内平衡点 ( )1 2, ,E N P P∗ ∗ ∗ ∗ 代表三个种群共存，其中：   

( )
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
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E∗ 存在需满足下面的条件： 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2 2 1 2 1 2 2

1 1 2 1 2 2 2 2

0,  0,  0,

0.

m a m m eN

b a Nm b m k N b m k N

α α α α α

α

− > − − − > − >

− + − − + >
                  (H1) 

第一种情况： 1 2 0τ τ= =  
定理 2.1：当 1 2 0τ τ= = 时，满足条件(H2)时，平衡点 E∗ 是局部渐近稳定的。 
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                       (H2) 

证明：在假设(H1)条件下，对系统(1.1)进行换元变形： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1 3 2 2,  ,  u t N t N u t P t P u t P t P∗ ∗ ∗= − = − = −  

将内平衡点 E∗ 转化到原点，系统(1.1)可以重新写为： 

( )
( )
( )

1 11 1 12 2 13 3

2 21 1 22 2 23 3

3 32 2 33 3

u t a u a u a u

u t a u a u a u

u t a u a u

= + +


= + +
 = +







                             (2.1) 

其中： 
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( ) ( )
2 2

2 2 2 1
32 33 22 2

1 2 1 2

,  .P Pa a m
P P P P

α α∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗
= = −

+ +
 

系统(2.1)对应的特征方程为： 
3 2

1 2 3 0A A Aλ λ λ+ + + =                                (2.2) 

其中： 

( )1 11 22 33 ,A a a a= − + +  

2 11 33 22 33 22 11 21 12 23 32 ,A a a a a a a a a a a= + + − −  

3 12 21 33 23 11 32 13 21 32 33 11 22.A a a a a a a a a a a a a= + − −  

根据 Routh-Hurwitz 准则，满足条件(H2)时， E∗ 是局部渐近稳定的。 
证明完毕。 
第二种情况： 2 10,  0τ τ= >   
引理 2.1：当 2 10,  0τ τ= > ，满足条件(H3)，系统内平衡点是局部渐近稳定的。 

11 12 21 13

12 21 22 23

13 23 33 32

32

2 0
2 1 0

0
2

0 0 1

a a a a
a a a a

a a a a
a

+
+ +

<

−

                           (H3) 

证明：当 2 10,  0τ τ= > 时，系统(1.1)可以写成： 
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( )
( ) ( )
( )

1 11 1 12 2 13 3

2 21 1 1 22 2 23 3

3 32 2 33 3

u t a u a u a u

u t a u t a u a u

u t a u a u

τ

= + +


= − + +
 = +







                          (2.3) 

我们选择 Lyapunov-Krasovskii 函数做变换得到如下： 

( ) ( )2 2 2 2
1 2 3 2 d

t

t

V t u u u u s s
τ−

= + + + ∫  

对 ( )V t 进行求导并且等于系统(2.3)的迹，得到： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 2 2
1 2 3 1 1 1

d d d d
2 2 2

d d d d
V t u t u t u t

u t u t u t u t u t
t t t t

τ= + + + − −  

因此，得到： 

( ) ( ) ( )Td
d

V t
t R t

t
ξ ξ≤ , 

其中： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3 1 1, , ,t u t u t u t u tξ τ= −  

11 12 13

12 22 23 32 21

13 23 32 33

21

2 1 0
2

2 0
0 0 1

a a a
a a a a a

R
a a a a

a

+
+

=
+

−

 

所以我们得到结果：如果 0R < ，系统(2.3)是局部渐近稳定的，所以系统内平衡点 ( )1 2, ,E N P P∗ ∗ ∗ ∗ 是

局部渐近稳定的。证毕 
系统(2.3)的特征方程可以写成如下： 

( ) 13 2
1 2 3 0B B B q e λτλ λ λ λ −+ + + + =                           (2.4) 

其中： 

( ) 4 5q B Bλ λ= +  

( )1 11 22 33 1B a a a A= − + + =  

2 11 33 22 33 22 11 23 32B a a a a a a a a= + + −  

3 11 23 32 33 11 22B a a a a a a= −  

4 12 21 33 13 32 21

5 12 21

,B a a a a a a
B a a

= −

= −
 

假设方程(2.4)的根 ( )0iλ ω ω= > 是纯虚根，将其带入方程(2.4)并且分离实部和虚部，得到下面的方

程组(2.5)： 

( ) ( )
( ) ( )

2
1 3 4 1 5 1

3
2 4 1 5 1

cos sin 0

sin cos 0

B B B B

B B B

ω ωτ ω ωτ

ω ω ωτ ω ωτ

− + + + =

− + − + =

                      (2.5) 

平方并且相加两个方程得到方程(2.6)： 
3 2

1 2 3 0M M Mχ χ χ+ + + =                               (2.6) 
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其中： 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 2 1 3 5 3 3 42 ,  2 ,  ,  M B B M B B B B M B B χ ω= − = − − = − = 。定义函数 

( ) 3 2
1 2 3f M M Mχ χ χ χ= + + + 。很明显如果 2

1 1 23 0,M M∆ = − ≤ 那么 ( ) 2
1 23 2 0f M Mχ χ χ′ = + + ≥ 。当

1 0∆ > ,方程 ( ) 0f χ′ = 有两个实根： 

1 1
1 3

M
χ∗ − + ∆

= ， 1 1
2 3

M
χ∗ − − ∆

=  

注意到 ( )lim f
χ

χ
→+∞

= +∞和 ( ) 2 2
3 40 0f B B= − >  

( ) ( )4 2
5 2 5 1 4 3 4

2 2 2 2
5 4

cos
B B B B B B B

B B
ω ω

ωτ
ω

+ − +
= −

+
, ( ) ( ) ( )3

4 1 5 3 5 2 4
2 2 2 2

5 4

sin
B B B B B B B

B B
ω ω

ωτ
ω

− + −
= −

+
 

通过方程(2.6)讨论 E∗ 的稳定性。 
引理 2.2 
i) 如果(2.6)没有正根，满足条件(H1)、(H2)， ( )1 0,τ ∈ +∞ ， E∗ 是局部渐近稳定的。 

ii) 如果(2.6)存在几个正根{ } , 1, 2i iω = ，可以从(2.5)得到{ }1 1, 2,
i

j jτ =  ，令 

{ }01 1min 1, 2, 1, 2,
i

j i jτ τ= = =  。当
01 1τ τ= 时，特征方程存在一对纯虚根 iω± ；  

当
01 1τ τ< 时，特征方程没有纯虚根。 

在第二种情况下讨论 Hopf 分支。 
分别对方程 (2.4)两边关于 1τ 进行微分求导，令 ( ) ( ) ( )1 1 1iλ τ α τ ω τ= + 为方程 (2.4)的根，并且

( ) ( )1 10,j jα τ ω τ ω∗= = ，将 ( )1λ τ 代入(2.4)求导，可得： 

( )
( )

11 2
1 2 5 1

1 5 4

3 2d
d

B B e B
B B

λτλ λ τλ
τ λ λ λ

− + + + 
= −  + 

 

所以  

( ) ( )
( )

11 2
1 2 5 1 1 2

1 5 4

3 2d Re
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d
i

B B e B C C
B B D

λτ

λ ω

λ λλ τ
τ λ λ λ
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−
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其中  

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( )

2 2
1 5 1 1 1 2 1 5

2
2 4 1 1 1 2 1

2 2 2 2
5 4

3 cos 2 sin cos
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C B B B B

C B B B

D B B

ω ω ωτ ω ωτ ωτ

ω ω ωτ ω ωτ ωτ

ω ω

= − − − + +

= − + +

= +

 

定理 2.2 当 2 0τ = 并且满足条件(H1)和(H2) 
i) 如果(2.6)没有正根，当 [ ]1 0τ ∈ + ∞， ，系统(1.1)的内平衡点 E∗ 是局部渐近稳定的。 

ii) 如果(2.6)有个不同的正根{ }( )1, 2,i iω = ， )01 10,τ τ∈  ，系统是局部渐近稳定的；当 )01 1 ,τ τ∈ +∞ 且

1 2 0C C
D
+

≠ ，系统(1.1)在
01 1τ τ= 产生 Hopf 分支。 

第三种情况： 1 20, 0τ τ> >  
当 1 20, 0τ τ> > 时，系统(1.1)可以写成如下形式： 
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( )
( ) ( )
( ) ( )

1 11 1 12 2 13 3

2 21 1 1 22 2 23 3

3 32 2 2 33 3

u t a u a u a u

u t a u t a u a u

u t a u t a u

τ

τ

= + +


= − + +
 = − +







 

我们将 1τ 放在其在第二种情况的稳定区间，将 2τ 看作变量进行研究 

{ } ( )
0 01 1 1

1

  0,
min 1, 2, 1, 2,

i

j i j
τ τ τ

τ

+∞= ∈ = = 

 

系统(1.1)的特征方程变为 

( ) ( ) 2
0 1 0f f e λτλ λ −+ =                                 (2.7) 

其中 

( ) ( )
( ) ( ( )

1

1

3 2
0 1 2 3 4 33

1 5 6 11

,f e e e e a e

f e e e a

λτ

λτ

λ λ λ λ λ

λ λ

−

−

= + + + + −

= + −
  

并且 

( )1 11 22 33

2 11 22 22 33 33 11

3 11 22 33

4 12 21

5 13 21 32

6 23 32

,
,

,
,

,

e a a a
e a a a a a a
e a a a
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e a a a
e a a

= − + +

= + +

= −

= −
= −

= −

 

假设 iλ ω= 是方程(2.7)的纯虚根且将 iλ ω= 代入方程(2.7)，两边同时乘以 1eλτ ，可以得到： 

( ) ( ) 2
0 1 0 1 0iC iC D iD e ωτ−+ + + =  

其中 

( ){ } ( ){ }
( ){ } ( ){ }

0 0 1 0

0 1 1 1

Re ,  Im ,

Re ,  Im

C f i C f i

D f i D f i

ω ω

ω ω

= =

= =
 

分离实部和虚部得到 

( ) ( )
( ) ( )

0 0 2 1 2

1 0 2 1 2

cos sin 0
sin cos 0

C D D
C D D

ωτ ωτ
ωτ ωτ

 + + =
 − + =

                          (2.8) 

对(2.8)进行处理得到 
2 2 2 2
0 1 0 1C C D D+ = +                                  (2.9) 

且 

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( )
( )

2
0 1 3 4 1 33 1

3
1 2 4 1 33 1

0 5 1 6 11

1 6 5 1

sin cos

cos sin
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C e e e a
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D e e a

D e e

ω ω ωτ ωτ

ω ω ω ωτ ωτ

ωτ

ω ωτ
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所以代入(2.9)并进行简化，得到关于ω 的函数 

( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

6 2 4 3
1 2 4 1 1 4 1 4 33 1

2 2 2 2
4 2 2 4 1 1 33 4 1 1 3 6

3 4 1 2 4 33 1 5 6 1

2 2 2 2 2
3 3 33 4 1 4 33 6 11 5 6 11 1

2 2 cos 2 sin 2 sin

2 cos 2 cos 2

2 sin 2 sin 2 sin

2 cos 2 cos

e e e e e e a

e e e e e a e e e e

e e e e a e e
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ω ωτ ω ωτ ωτ ω

ωτ ωτ ω

ωτ ωτ ωτ ω

ωτ ωτ

+ − − + − −  

 + + + + − − 
+ + +  

+ − + − + − 2
5 0e  = 

          (2.10) 

1) 如果(2.10)不存在正根，(2.8)没有关于 2τ 的正根。 

2) 如果 (2.10)存在几个不同的正根 { } , 1, 2i iω = ，我们就可以从 (2.5)得到 { }2 1, 2,
i

j jτ =  ，取

{ }02 2min 1, 2, 1, 2,
i

j i jτ τ= = =  ，当
02 2τ τ= ，特征方程存在一对纯虚根 iω± ；当

02 2τ τ< ，特征方程没有

纯虚根。 
通过(2.8)，可以得到： 

( )

( )

0 0 1 1
2 2 2

0 1

0 1 0 1
1 2 2

0 1

cos ,

sin

C D C D
D D

C D D C
D D

ωτ

ωτ

+
= −

+

−
= −

+

, 

( )
1

0 0 1 1
2 2 2

1 0

1 arccos 2 πk C D C D k
D D

τ
ω
  +

= +  +   
 

令 ( ) ( ){ }0 2 12 2 2min ,k kτ τ τ= ， 

定理 2.3  i) 当
01 1τ τ< 且

02 2τ τ< 时， E∗ 是局部渐近稳定的。 

ii) 当
02 2τ τ= 且

01 1τ τ< 时，方程有一对纯虚根 iω∗± 。
( )
2

d Re
0

d
iλ ω

λ
τ ∗=

≠ ， 

系统(1.1)在
02 2τ τ= 处出现 Hopf 分支。 

3. 结论 

本文建立一类具有时滞效应的营养盐 -浮游植物动态系统，基础 Routh-Hurwitz 判据和

Lyapunov-Krasovskii 函数，详细讨论了系统正平衡点的局部渐近稳定性和 Hopf 分岔动力学行为，获得了

系统在正平衡点发生 Hopf 分岔行为的临界条件，这些研究结果对预防和控制浮游植物大面积爆发具有一

定的指导意义。 
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