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Abstract 
It is well-known for a polynomial with perturbed coefficients, its factorization is discontinuous. 
Therefore, the traditional polynomial factorization is an ill-posed problem for numerical compu-
tation. This paper is to study the trusted computing of polynomial approximate factorization on 
the basis of interval algorithm. Given a polynomial of real coefficients, this paper uses the existing 
algorithm to compute the structure of factorization manifold, and provides a verification algo-
rithm to compute a factorization with interval coefficients in the computed factorization manifold 
structure. The algorithm is guaranteed that there exists a real factorization within this interval 
factorization such that the corresponding polynomial of the real factorization is the polynomial 
with the minimum residual in the computed decomposition manifold structure. 
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摘  要 

众所周知，系数有扰动多项式的因式分解是不连续的。因此，传统的多项式因式分解对于数值计算来说

是一个不适定问题。本文利用区间算法，研究多项式近似因式分解的可信计算。给定一个实多项式，本
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文利用已有算法计算给定多项式其因式分解流形结构，设计算法输出在该因式分解流形结构中一系数为

区间的因式分解。算法保证，在该区间因式分解中存在一系数为实数的因式分解，其所对应的多项式为

在确定的因式分解流形结构中与给定多项式残差最小的多项式。 
 
关键词 

多元多项式，近似因式分解，可信验证 

 
 

Copyright © 2020 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

多项式因式分解是多项式基本运算的主要研究问题之一，也是 Maple，Mathematica 等计算机代数系

统的主要功能之一。国内外很多学者对多项式因式分解问题进行了大量的研究。Lenstra 和 Lovasz [1]首
先提出了关于一元多项式因式分解的时间算法。该算法使用 Berlekamp 算法并结合 Hensel 引理对有限域

上的多项式进行因式分解。Kaltofen 和 Von zur Gathen [2] [3]给出了多元多项式因式分解的时间算法，并

对该算法的时间复杂性进行了严格的证明。目前，精确的二元多项式因式分解时间复杂性最低的算法是

由 Lecerf [4]提出的。Gao [5]在 Ruppert [6]针对多项式微分形式相关结论的启发下，提出了一种新的因式

分解算法。该算法首先利用 Hilbert 不可约定理，将多项式由多元降为二元，并提出了二元多项式任意域

上的因式分解方法。 
众所周知，多项式其系数微小的摄动都有可能改变其因式分解的结构。因此，对于系数有扰动的多

项式，其因式分解计算是不连续的。于是当一个多项式系数的精确度有限时，其因式分解计算就显得十

分困难。随着对多项式因式分解研究的逐步深入，学者们将研究工作从符号计算扩展到数值计算。Sasaki 
[7]通过矩阵运算尽可能多的得到零和关系，提出了一种有效算法改进了多项式的近似因式分解算法。Gao、
Kaltofen、May、Yang 和 Zhi [8] [9]基于 Ruppert 和 Gao 针对多元多项式微分形式的研究成果，利用奇异

值分解，结构总体最小二乘以及高斯–牛顿算法来计算多元多项式近似因式分解。Corless、Galligo 和

Giesbrecht 等人[10] [11] [12]从几何角度研究了多项式因式分解问题。他们基于参数空间中的投影和随机

环上的延拓法，从一个具有扰动的多项式中重建一个近似多项式及其不可约因子，通过建立因式分解的

分层复解析流形及其管状邻域，设计了多项式因式分解的数值算法。Kahan [13]发现了对于不适定代数问

题不连续解的流形上隐藏的连续性，解决了对数据微小变化敏感的多项式因式分解的计算问题。Wu 和

Zeng [14]提出了基于多项式空间几何和因式分解流形分层的数值分解概念，证明了多项式数值因式分解

的存在性、唯一性、李普希茨连续性和收敛性，并提出了多项式数值因式分解算法。该算法消除了传统

因式分解的病态性，将数值计算中的不适定因式分解问题完全正则化。 
本文利用区间算法，在文献[14]工作的基础上设计了在确定因式分解流形结构下，与给定多项式残差

向量 2-范数最小的多项式的可信计算方法。 

2. 预备部分 

本文分别用、和 +
 表示非负整数集合、实数集合和正实数集合。用 ≤来表示

n 上的乘积顺序，

对于 ( )T
1 2, , ,α α α=  nα ， ( )T

1 2, , ,β β β= ∈ 

n
nβ ， ≤α β 当且仅当α β≤i i ， 1,2, ,= i n 。用 lex 表示

n
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上的字典序，若向量 −β α 的最左边的非零项是正的，记为 x lex
βα 。假设向量 ( )T

1 2, , ,=x  rx x x 的分 

量为变量， ( )xM 是一个 ×m n维矩阵，该矩阵的每一个分量都是关于变量 1 2, , , rx x x 的函数，
( )∂

∂
x

k

M
x

表

示分量为
( ),∂

∂

xi j

k

M
x

的矩阵，其中1≤ ≤i n，1≤ ≤j m ，1≤ ≤k r 。 nI 表示 ×n n 维单位矩阵， ,m nO 表示 ×m n

维零矩阵。 
令 [ ] [ ]1 2: , , ,=x   rx x x 是关于变量 1 2, , , rx x x 的 r 元多项式环。令 1 2

1 2: α α α=x 

r
rx x xα 为 [ ]x 中的

单项，其中 ( )1 2, , ,α α α= ∈ 

n
rα 。多项式 [ ]∈ xf 是单项式的有限线性组合，即 f 可以写成以下形式 

( )T1 2, , ,

,
n

n

f c c
β β β= ∈

= ∈∑
 

xβ
β β

β

 

令 ( )deg
ix f 表示多项式 f 关于变量 ix 的次数，则多项式 f 的次数定义为 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 2

T
deg deg ,deg , ,deg= 

nx x xf f f f 。令 [ ]f 表示 ( )( )1 deg 1
=

+∏ i

n
xi f 维向量，其分量是由多项式 

f 的系数按字典序降序排列而成的向量。文献[8] [9] [15]引入了多项式 w 关于次数 ( )T
1 2, , ,=l  nl l l 的卷积

矩阵 ( )lC w ，对于一个 ( )deg = lw 的多项式 w，矩阵 ( )lC w 乘以 [ ]f 得到的向量为多项式 w 乘以多项式 f
所得的多项式其系数按照字典序排列而成的向量。 

令  表示所有区间 [ ]{ }, : , ,∈ ≤x x x x x x 构成的集合。区间向量 ( )T
1 2, , ,=X X X X n 是一个分量为

区间的 n 维向量组，且满足条件 
( ){ }1 2, , , : ,1 .n

n i ix x x x i n= ∈ ∈ ≤ ≤ X X  

区间矩阵 ×∈  m nA 是具有区间项的矩阵，如果区间矩阵 A 中的任意实矩阵是满秩的，则称区间矩阵

A满秩。如果属于区间矩阵 ×∈  m nM 的任意实矩阵M，对所有的1≤ ≤i n，1≤ ≤j n 满足条件 , ,=i j j iM M ，

则称区间矩阵 M 是区间对称矩阵。如果区间对称矩阵 M 中的每一个对称矩阵都为正定矩阵，则称区间对

称矩阵 M 为区间对称正定矩阵。对于一个区间对称矩阵 M，INTLAB 工具箱[16]中的 isspd 函数可以验证

M 的正定性，即命令 isspd (M)返回值为 1，说明区间对称矩阵 M 为对称正定矩阵。 
定理 1 (见[17])：设 : →f  

n n ， ( )T
1, ,=f  nf f ， 1, , nf f 是连续可微函数。对于 ∈x 

n 和区间向

量 ∈X  n ，其中 ∈ X0 ，令 ( )′ +f x X 表示 f 在区间 +x X 处的区间雅可比矩阵。给定 ×∈n nR 和满足

条件 ( )′ + ⊆f x X M 的区间矩阵 ×∈  m nM ，若 

( ) ( ) ( )int ,nRf I RM− + − ⊆x X X  

则存在唯一的 ˆ ∈x x + X ，使得 ( )ˆ =f x 0 ，其中 ( )int X 表示 X 的内部。 

3. 多项式近似因式分解 

假设 1 2
1 2γ 

rk k k
rp p p 是多项式 [ ]∈ xf 的近似因式分解，其中 γ ∈ ， 1 2≤ ≤ ≤ rk k k ， ∈ik ，

1 2, , , rp p p 是成对互质的无平方多项式，且对于任意的1≤ ≤i r ， ( ) ( )T
,1 ,2 ,deg , , ,= =m i i i i i np m m m 。

Wu 和 Zeng 在文献[14]中提出了基于多项式空间几何和分解流形分层的数值多项式分解的概念，并且定

义多项式全体近似因式分解的子集 

{ }1 2
1 2

1 2
1 2 1 2: ,deg , 1, , ; , , , .r

k k krr

k k k
r i i rF p p p p i r p p pγ γ= ∈ ≤ =



   

m m m
m 是成对互质的无平方多项式的  (1) 

Wu 和 Zeng 称子集 1 2
1 2
k k krr

F
m m m

中任意一个多项式的因式分解流形结构为 1 2
1 2m m m

rk k k
r ，并引入了以

下向量 
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( )T

, , , 1 ,n
i i ib i r= ∈ ≤ ≤ ≤b mβ β β                         (2) 

其中向量 bi 的分量是按照关于 β 的字典序降序排列。然后，Wu 和 Zeng 将求解因式分解流形结构

1 2
1 2m m m

rk k k
r 上的近似因式分解问题转换成计算下述超定方程组的最小二乘解 

[ ] [ ]( ) [ ]

[ ]

1
1

T
1 1

1

T

1, , , 0.

1

rk k
r

r

r r

p p f

pp p

p

γ

φ γ

  −  
 −= = 
 
 − 







b

b

                    (3) 

4. 主要结果 

4.1. 数值部分 

数值部分利用文献[8]中的数值多项式因式分解算法来计算因式分解流形结构 1 2
1 2m m m

rk k k
r 。然后，

求超定方程组(3)的最小二乘解，得到该因式分解流形结构上高精度的近似解，记作 
1 2

1 2 .rk k k
rf p p pγ≈   

我们引入扰动向量 

( )T

, , , 1 ,= ∈ ≤ ≤ ≤e m

n
i i ie i rβ β β                            (4) 

其中向量 ei 的分量关于 β 的字典序降序排列。定义扰动多项式 ( )ei ip 为 

( ) ,
,

, 1 .
n

i

i i i i
m

p p e i r
∈ ≤

= + ≤ ≤∑


e xβ
β

β β

 

为了简化表达式，令 ( )T
1 2, , ,=e e e e r ，定义非线性函数 

( ) ( ) ( ) ( )1 2
2

1 1 2 2
2

,rk k k
r rF p p p fγ = − e e e e                        (5) 

定义 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 1 2 2 , 1 .rk k ki

i r r
i i

k
q p p p i r

p
γ

 
= ≤ ≤  
 

e e e e
e

 

非线性函数 ( )eF 的梯度为 

( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

1 2

1

1 2

2

1 2

T
1 1 1 2 2

T
2 1 1 2 2

T
1 1 2 2

,

r

r

r

r

k k k
m r r

k k k
m r r

k k k
m r r r

C q p p p f

C q p p p f
F

C q p p p f

γ

γ

γ

  − 
  −  ′ = 



 −  









e e e e

e e e e
e

e e e e

                     (6) 

其中 ( )( )m e
i iC q 是多项式 ( )eiq 关于次数 ( )T

,1 ,2 ,, , ,=m i i i i nm m m 的卷积矩阵。关于变量 ,ie β ，有 ( )′ eF 对

,ie β 的偏导数如下 
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( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( )
( )( )

( )( )

( )

1 21

1 22

1 2

1
1

2

T
1

1 1 2 2
,

T
2

1 1 2 2
,

,

T

1 1 2 2
,

T
1

T
1 1 22

T

=

r

r

rr

r

k k k
r r

i

k k k
r r

i
i

k k kr
r r

i

k

r

C q
p p p f

e

C q
F p p p f

e
e

C q
p p p f

e

C q
p pC q

C q

γ

γ

γ

γ

 ∂  −  ∂ 
 
∂  ′∂ −  ∂ ∂

 
 
∂  −  ∂ 
 
  ∂ 

+  
 
 
 











m

m

m

m

m

m

e
e e e

e
e e e e

e
e e e

e
e ee

e

β

β
β

β

( ) ( )2
2

,

.
rk k

r r

i

p f

e

 − 
∂

 e

β

               (7) 

注 1：数值部分的主要工作是计算下列优化问题的稳定点 
( )

( )
( )

( )

T
1 1 1
T
2 2 2

T

min

1 0

1 0
s.t.    .

1 0

 − =  
− =   


 − =  

e

b e

b e

b e


r r r

F

p

p

p

                              (8) 

 
通过引入拉格朗日算子 ( )T

1 2, , ,λ λ λ=  rλ ，定义拉格朗日函数 

( ) ( ) ( )( )T

1
, 1 ,λ

=

 = + − ∑e e b e
r

i i i i
i

G F pλ                        (9) 

则有 

( )

( )
( )
( )

( )

1 1

2 2

T
1 1 1
T
2 2 2

T

1

, .1
0
0

1

0

λ
λ

λ

 
 

′   
   

−     
   ′ = +−     
   
   

−      
 
  

b
be

b e
b

e b e

b e







r r

r r r

F
p

G p

p

λ                         (10) 

由于 ( ),eG λ 的 Hession 矩阵不包含变量 λi ，1≤ ≤i r ，为了方便起见将 ( ),′′ eG λ 写作 ( )′′ eG ，显然， 

( )

( )
1

2

T
1

T
2

T

.

×

 
 ′′ 
 
 
 ′′ =  
 
 
 
 
  

b
e b

b
e

b
b

b





r

r r

r

F

G

O

                    (11) 
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注 2：通过选择零向量作为初始值，数值部分采用数值牛顿迭代法 

( ) ( )1 ,−    ′′ ′← −   
   

e e
e eG G λ

λ λ
                              (12) 

计算非线性系统 ( ), 0′ =eG λ 的近似解 ( ),e λ 。                                              

4.2. 验证部分 

验证部分分为两个阶段，第一阶段验证非线性系统 ( ), 0′ =eG λ 近似解的可信误差界，第二阶段验证

优化问题(8)的稳定点是否为其局部最优解。 
注 3：对于满足 ∈e E 的区间向量 E ，使用区间运算和式(6) (7) (11)计算区间雅克比矩阵 ( )′′ EG 。利

用定理 1 和 verifynlss 函数计算区间向量 Ê 和 Λ̂，其满足条件存在实向量 ˆˆ∈e E 和实向量 ˆ ˆ∈Λλ ，使得

( )ˆˆ, 0′ =eG λ 。                                                                              

对每个1≤ ≤i r ，令 is 表示 ei 的维数，令
1=

= ∑
r

i
i

s s 。记 ( )T
1 2, , ,= EE E E r ，其中 ∈E  ts

i 。向量 Ei ，

bi 和 ei 的最后一项分别用 ,i sE ， ,i sb 和 ,i se 表示，令
1,1: −

E
ii s ，

1,1: −
b

ii s 和
1,1: −

e
ii s 分别表示向量 Ei ， bi 和 ei 删除

最后一项所得的向量。 
不失一般性，我们假设 

, ,1
max .

i
i

i s i jj s
b b

≤ ≤
=  

对每一个1≤ ≤i r ，存在一个关于变量
1,1: −

e
ii s 的线性函数 il ，其满足条件 

1, ,1:( ).
i ii s i i sl

−
=e e  

显然， 

( )1 1,1: ,1:
,

1 .
i i

i

i i s i s
i s

l
b− −

= −e b  

定义非线性函数 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 2 1 1 1 1 1 1 2 1 2 1 1 11,1: 2,1: ,1: 1,1: 1 1,1: 2,1: 2 2,1: ,1: ,1:, , , , , , , , ,
r r rs s r s s s s s r s r r sW F l l l

− − − − − − − − −
= e e e e e e e e e  

则有约束优化问题(8)可以转化为下面无约束优化问题 

( )1 1 2 1 11,1: 2,1: ,1:min , , , .
rs s r sW

− − −
e e e                            (13) 

验证部分第二阶段使用 isspd 函数验证区间 Hession 矩阵 ( )1 1 2 1 11,1: 2,1: ,1:
ˆ ˆ ˆ, , ,

− − −
′′ E E E

rs s r sW 的正定性。当

isspd 函数返回值为 1 时，满足条件 ( )ˆˆ, 0′ =eG λ 的实向量 ê 为问题(8)的局部最优解。 

5. 主要算法 

算法 1 
输入 [ ]f ∈ x  

输出 1 2
1 2

rk k k
rm m m ， [ ] [ ] [ ]( )T 1

1 2, , , , s
rp p pγ +∈  ， ˆ ∈E  s ，或“Failure”。 

步骤 1 数值部分 
步骤 1.1 计算多项式 f 的因式分解流形结构 1 2

1 2m m m

rk k k
r ； 

步骤 1.2 计算系统(3)的近似解 [ ] [ ] [ ]( )T
1 2, , , ,γ  rp p p ； 
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步骤 1.3 计算系统 ( ), 0′ =eG λ 的近似解 ( )T
,e λ 。 

步骤 2 验证部分 

步骤 2.1 初始化 ( ) 1
,

−
′′= eR G λ ， ( ) ( )( )1

intval , ,
−

′′ ′=Ζ e eG Gλ λ ， =X Z 和 iter 0= ； 

步骤 2.2 当 iter 10≤ 进行以下操作： 
令 iter iter 1← + ； 

( ) ( )( )20hull inf sup 0.9,1.1 10 inf sup 1,1 ,0−= + −Y X ； 

计算 ( )1: 1:end, +′′ + +e Y Ys sG λ ； 
令 ( )1+= + −X Z YsI RM ； 
若 ( )int⊆X Y ，则令 

ˆ
;

ˆ
   

= +       





E e
X

λΛ
 

如果 iter 10= ，则返回“Failure”并停止。 
步骤 2.3 计算区间 Hession 阵 ( )1 1 2 1 11,1: 2,1: ,1:

ˆ ˆ ˆ, , ,
− − −

′′ E E E

rs s r sW ，若 isspd ( )1 1 2 1 11,1: 2,1: ,1:
ˆ ˆ ˆ, , ,

− − −
′′ E E E

rs s r sW 返

回值为 1，则输出 1 2
1 2m m m

rk k k
r ， [ ] [ ] [ ]( )T

1 2, , , ,γ  rp p p 和 Ê ，否则，返回“Failure”。               

注 4：在算法 1 中，给定实数 x，则 intval(x)输出区间 [ ],x x 。给定实数 a，b，其中 <a b，则 ( )inf sup ,a b
输出实区间 [ ],a b 。给定 ∈X  n ，则 ( )hull ,X 0 输出包含 X 和零向量的最小的区间向量。            

通过以上分析可以得到下述定理。 
定理 2：假设算法 1 成功输出因式分解流形结构 1 2

1 2m m m

rk k k
r ，系数向量 [ ] [ ] [ ]( )T

1 2, , , ,γ  rp p p 和摄

动区间向量 Ê ，则存在一个实向量 ˆˆ∈e E ，它是优化问题(8)的局部最优解。 

6. 算例 

例 1 考虑多项式 2 9
1 2 10−= + ×f p p r ，其中多项式 1 3 2 1= + +p x y ， 2 5 2 2= + +p x y ， ( ) ( )Tdeg 3,3=f 。

摄动多项式 r 与 f 的次数相同且 r 的系数是[−5, 5]上随机的一个数。应用算法 1 可得 

( ) ( )1 2 2
1 2 1,1 1,1 ,k k =m m  

[ ] ( )T16
1 1.5803 10   2.9997  1.9998  0.9997 ,p −= ×  

[ ] ( )T16
2 4.4813 10  4.9999  2.0001  1.9997 ,p −= − ×  

( )T15ˆ 10 0.1580   0.0268   0.1625   0.3219  0.4481  0.8401   0.3918  0.5525 .−= − − −E  

因此根据定理 2，存在一个实向量 ˆˆ∈e E ，它是优化问题(8)的局部最优解。 
例 2 [14] 考虑多项式 3

1 2 0.0000003 0.000007= + +f p p x y xy ，其中多项式 2
1 3 2 5= + −p x xy ，

2
2 4 6= − +p y x ， ( ) ( )Tdeg 3,3=f 。应用算法 1 可得 

( )( )1 2
1 2 2,2 2,2 ,k k =m m  

[ ] (
)

9 7 9 6
1

T7 8

1.2201 10  2.5286 10   3.000002251 2.3292 10  2.000001373  1.4907 10  

          2.2953 10  8.3129 10  5.000001716 ,

p − − − −

− −

= − × − × − × ×

− × − × −
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[ ] (
)

8 7 7 7 7
2

T8

3.7233 10  1.5356 10   2.1146 10   1.4866 10  4.8462 10   3.9999968

           0.9999998  8.0742 10   5.999999 ,

p − − − − −

−

= × − × × × − ×

− ×
 

(
)

5

T

ˆ 10 0.0001  0.0253   0.225  0.0233   0.1374   0.149  0.0230  0.0083  0.172   0.0037

               0.0154   0.0211   0.0149  0.048   0.313  0.0641  0.008   0.208 .

−= − − − − − −

− − − − −

E
 

因此根据定理 2，存在一个实向量 ˆˆ∈e E ，它是优化问题(8)的局部最优解。 
例 3 考虑单变量多项式 10 10

1 2 10−= + ×f p p r ，其中多项式 1 5= −p x ， 2 1= −p x ， ( )deg 11=f 。摄动

多项式 r 与 f 的次数相同且 r 的系数是[−5, 5]上随机的一个数。应用算法 1 可得 

( ) ( )1 2 10
1 2 1,1 1,1 ,k k =m m  

[ ] ( )T
1 0.9999999 5.0000001 ,p = −  

[ ] ( )T
2 1.0000001 0.9999999 ,p = − −  

( )T13ˆ 10 0.0066  0.0116   0.0605   0.1527 .−= − −E  

因此根据定理 2，存在一个实向量 ˆˆ∈e E ，它是优化问题(8)的局部最优解。 
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