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摘  要 

给定一个物品序列和若干箱子，如何合理地放置物品以使得最多的箱子被覆盖就称为箱子覆盖问题。作

为一维箱子覆盖问题的推广，提出了具有稳定性约束的一维箱子覆盖问题，即要求同一箱子中小的物品

置于大的物品上方。分析了问题的NP-完备性，给出了一种弱渐进近似算法，并分析了算法的时间复杂

度。 
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Abstract 
The bin-covering problem is to reasonably place the items under a given sequence of items and a 
number of bins, so that most bins are covered. For promoting the one-dimensional bin-covering 
problem, the paper proposes the one-dimensional bin-covering problem with stability constraints, 
which requires the small items in the same bin to be placed above the large items. The paper ana-
lyzes the NP-completeness of the problem and provides a weakly asymptotic approximation algo-
rithm for the problem by analyzing the time complexity of the algorithm. 
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1. 引言 

本文将稳定性约束引入到一维箱子覆盖问题中，从而形成了一个新的问题——具有稳定性约束的一

维箱子覆盖问题，该问题是一个与实际生活相关的带约束的箱子覆盖问题。比如在装修房屋时，由于装

修材料有限，所以只能装修部分房屋，目标是在给定有限材料且规定用料顺序(对每个房屋，先用较大材

料再用较小材料)的情况下使得被装修的房屋尽可能多。类似地，生活中还有很多相关例子。 
一维箱子覆盖问题[1] [2]的描述为：给定含有 n 个物品的序列及物品尺寸，提供若干容量为𝑙𝑙的箱子，

要求用给定的物品序列中的所有物品来覆盖所给箱子，这里，箱子被覆盖指的是装入该箱子的所有物品

的尺寸之和不小于 l，目标是使得被覆盖的箱子数目达到最大。由于一维箱子覆盖问题是 NP-完备的[2]，
即不存在一个可求得一维箱子覆盖问题最优解的多项式时间算法(如果 P ≠ NP)，而一维箱子覆盖问题在

日常生活中具有广泛应用背景及现实意义，人们不断尝试着设计(渐进)近似算法以求得该问题的近似解，

并证明(渐进)近似算法的(渐进)近似值及时间复杂性，用这两个指标来判断所设计算法的好坏。 
装箱问题的研究主要起源于 20 世纪 70 年代，近几十年来越来越多的研究者对装箱问题展开广泛而

深入的研究[3]，并取得一些较好的成果[4] [5] [6] [7]。 
1983年，Assmann等人[1]对一维箱子覆盖问题进行研究，设计出了解决该问题的一些渐进近似算法， 

如 NF (Next Fit)算法和 FFD (First Fit Decreasing)算法，并证明以上两个算法的渐进近似值分别为 2 和
3
2
，

以及它们的时间复杂度分别为 ( )O n 和 ( )logO n n ，另外，Assmann 等人还给出了一个求解一维箱子覆盖

问题的离线近似算法，其渐进近似值为
4
3
，时间复杂度为 ( )2logO n n 。1999 年，Woeginger 等人[8]对变 

尺寸一维箱子覆盖问题进行研究，并给出了一个求解该问题的渐进近似算法。孙春玲和李建平[9]两人讨

论了最小基数箱子覆盖问题，并针对该问题给出了一个时间复杂度为 ( )O n 的启发式算法。2016 年，唐

浩龙[10]讨论了一维捆绑式箱子覆盖问题，并设计了三个算法来解决该问题，即 K-NF 算法、K-FFD 算法 

和 K-T 算法，这三种算法的渐进近似值分别为 2、3
2
和 2，时间复杂度分别为 ( )O n 、 ( )logO n n 和 ( )O n 。 

本文提出一种带约束的箱子覆盖问题——具有稳定性约束的一维箱子覆盖问题，分析了问题的 NP-
完备性，给出了一种求解该问题的弱渐进近似算法，并分析了该算法的时间复杂度。 

2. 问题描述 

经典的一维箱子覆盖问题为：给定含有 n 个物品的序列 ( )1 2, , , nI a a a= � ，每个物品具有相应尺寸

( ) ( ]0,is a l∈ ，这里， 1,2, ,i n= � ，提供若干个容量为 l 的箱子，要求用给定物品序列中的所有物品来覆

盖所给箱子，使得被覆盖箱子的数目达到最大。这里，箱子被覆盖指的是装入该箱子中所有物品的尺寸
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之和不小于箱子的容量。 
现在给出具有稳定性约束的一维箱子覆盖问题的定义：给定含有 n 个物品的序列 ( )1 2, , , nI a a a= � ，

每个物品具有相应尺寸 ( ) ( ]0,is a l∈ ，这里， 1, 2, ,i n= � ，提供若干个容量为 l 的箱子，要求将所有物品

放入箱中，且小的物品放在大的物品上方，目标是使得被覆盖的箱子数目达到最大。这里，箱子被覆盖

指的是装入该箱子中所有物品的尺寸之和不小于箱子的容量。 

3. 研究内容 

这一部分是本文研究的主要内容，包括对于具有稳定性约束的一维箱子覆盖问题的模型建立、算法

设计思路、算法设计和算法分析。 

3.1. 模型建立 
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3.2. 算法设计思路 

具有稳定性约束的一维箱子覆盖问题是在经典的一维箱子覆盖问题上加上稳定性约束，目标是使得

被覆盖的箱子数目达到最大。本文设计的算法是受求解一维捆绑式箱子覆盖问题的 K-FFD 算法以及求解

经典一维箱子覆盖问题的 CF 算法启发。 
第一，在K-FFD算法的理论基础上，我们考虑当前研究的问题的目标是使被覆盖箱子数目达到最大，

故考虑在算法的执行过程中尽量减少对物品的浪费。 
第二，在 CF 算法的理论基础上，我们考虑当前研究的问题的约束条件，故在将物品按尺寸大小非

增序排列的情况下，考虑在装了当前物品序列中最大的一个物品后，改变 CF 算法中从物品序列最右端

自右至左依次装物品的策略。本文对物品按尺寸大小非增序排列并分类，分为大物品、小物品，在当前

箱子中放一个大物品后，从小物品序列最左端自左至右依次装物品，这一策略与稳定性约束这一约束条

件是相符的。 
综合以上两点考虑以及对研究问题本身的讨论，得到求解具有稳定性约束的一维箱子覆盖问题的一
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个弱渐进近似算法。 

3.3. 算法设计 

为了解决具有稳定性约束的一维箱子覆盖问题，本节设计了一个弱渐进近似算法。为了叙述方便，

这里规定：如果 ( ) 1
2is a l> ，则 ia 为大物品；如果 ( ) 1

2is a l≤ ，则 ia 为小物品。该算法策略为：1) 将物 

品按尺寸进行非增序排列，并划分为大、小物品。2) 将最大的大物品装入第一个箱子，然后按排列好的

物品顺序将小物品依次装入第一个箱子中，直至第一个箱子被覆盖为止，关闭该箱子。3) 将次大的大物

品装入第二个箱子，然后按排列好的物品顺序将余下小物品依次装入第二个箱子中，直至第二个箱子被

覆盖为止，关闭该箱子。4) 将余下的大、小物品按以上方法进行装箱。直至大(小)物品装完，则对小(大)
物品使用 NF 算法进行装箱。直至装完所有物品。5) 若存在非空未被覆盖的箱子，则将该箱子中的所有

物品装入已被覆盖的箱子中。 
本节所设计的算法的具体描述如下： 
算法 1.1 
Input：物品序列 ( )1 2, , , nI a a a= � 以及每个物品的尺寸 ( ) ( ]0,is a l∈ ，这里， 1,2, ,i n= � ，容量为 l

的箱子若干。 
Output：被覆盖的箱子数目 h 以及装箱方案 1 2, , , hB B B� 。 
Begin 
step1：对物品进行非增序排列，不妨设 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1
1 0
2k k k nl s a s a s a l s a s a s a− +≥ ≥ ≥ ≥ > ≥ ≥ ≥ ≥ >� � 。 

step2：置 { } ( ) ( )1 1 1 1: 1, : 1, : , :j i B a s B s a= = = = 。 
step3：For m k=  to n do。 
          If ( ( ) ( )j ms B s a l+ < ) then 
            置 { } ( ) ( ) ( ),: :j j m j j mB B a s B s B s a= = +∪ 。 
             If ( m n= ) then 
              令 : 1i i= + ，置 { }:j j iB B a= ∪ ，关闭 jB ，记 h j= ，令 : 1j j= + 。 
              For c i=  to 1k −  do。 
                 If ( ( ) ( )j cs B s a l+ < ) then 
                  置 { } ( ) ( ) ( ),: :j j c j j cB B a s B s B s a= = +∪ 。 
                 Else 
                  置 { } ( ) ( ) ( ),: :j j c j j cB B a s B s B s a= = +∪ ，关闭 jB ，记 h j= ，令 : 1j j= + 。 
              Else 
         Else 
           置 { } ( ) ( ) ( ),: :j j m j j mB B a s B s B s a= = +∪ ，关闭 jB ，记 h j= 。 
           If ( 1i k< −  and m n= ) then 
            关闭 jB ，记 h j= ，令 ( )1, : :, 0: j jj j B s B+ = ∅= = 。 
            For c i=  to 1k −  do。 
               If ( ( ) ( )j cs B s a l+ < ) then 
                置 { } ( ) ( ) ( ),: :j j c j j cB B a s B s B s a= = +∪ 。 
               Else 
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                置 { } ( ) ( ) ( ),: :j j c j j cB B a s B s B s a= = +∪ ，关闭 jB ，记 h j= ，令 : 1j j= + 。 
           Else if ( 1i k< −  and m n< ) then 
            关闭 jB ，记 h j= ，令 1,: : 1j j i i= =+ + ，置 { } ( ) ( ) ( ),: :j j i j j iB B a s B s B s a= = +∪ 。 
           Else if ( 1i k= − ) then 
            关闭 jB ，记 h j= ，令 : 1j j= + ，置 ( ), :: 0j jB s B∅ == 。 
Step4：若存在非空未被覆盖的箱子，则将该箱子中的所有物品装入已被覆盖的箱子中。 
        If ( j h> ) then 
          置 :h h jB B B= ∪ 。 
Step5：输出被覆盖的箱子数目 h 以及装箱方案 1 2, , , hB B B� 。 
End 

3.4. 算法分析 

定理 1.1：具有稳定性约束的一维箱子覆盖问题是 NP-完备的。 
证明：由于一维箱子覆盖问题是 NP-完备的，具有稳定性约束的一维箱子覆盖问题是一维箱子覆盖

问题的推广，故具有稳定性约束的一维箱子覆盖问题是 NP-完备的，不存在一个多项式时间算法可以求

得其最优解。 
定理 1.2：对于具有稳定性约束的一维箱子覆盖问题的任意实例 I，算法 1.1 是一个弱渐进近似值为 2

的算法。 
证明：这里我们用 ( )OUT I 表示用算法 1.1 装 I 中物品被覆盖的箱子个数， ( )OPT I 表示用最优算法

装 I 中物品被覆盖的箱子个数。 
根据算法 1.1 中 step4，下面将分为 2 种情形进行分析： 
情形 1：不存在非空未覆盖的箱子 

不妨设所使用的箱子序列为 ( ){ }1 2, , , OUT IB B B� ，由于小物品的尺寸不超过
1
2

l ，则每个被覆盖的箱子

都满足 

( ) 3
2jl s B l≤ < ，这里 ( )1,2, ,j OUT I= �  

情形 1.1：若执行 step4 时大物品先装完或大、小物品在同一箱中装完，则 

( ) ( ) ( )
1

3
2

n

i
i

OPT I l s a OUT I l
=

⋅ ≤ < ⋅∑  

则 

( ) ( )3
2

OPT I OUT I<  

( ) ( )3 1
2

OPT I OUT I≤ −  

( ) ( )3 1
2

OUT I OPT I≥ +  

即 

( ) ( )2 2
3 3

OUT I OPT I≥ +  
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情形 1.2：若执行 step4 时小物品先装完，假设装完小物品后仅装大物品的箱子是 

( ) ( )( )1, , , ,t t OUT IB B B OUT I t+ ≥� 。 
1) 若 ( )OUT I t= ，则 

( ) ( ) ( )
1

31 2
2

n

i
i

OPT I l s a OUT I l l
=

⋅ ≤ < − ⋅ +  ∑  

( ) ( )3 3 2
2 2

OPT I OUT I< − +  

( ) ( )3 1
2 2

OPT I OUT I< +  

( ) ( )3 1
2 2

OPT I OUT I≤ −  

即 

( ) ( )2 1
3 3

OUT I OPT I≥ +  

2) 若 ( )OUT I t> ，则 

( ) ( ) ( ) ( )
1

31 1 2
2

n

i
i

OPT I l s a t l OUT I t l
=

⋅ ≤ < − ⋅ + − + ⋅  ∑  

( ) ( )3 3 2 2 2
2 2

OPT I t OUT I t< − + − +  

( ) ( ) 1 12
2 2

OPT I OUT I t< − +  

( ) ( ) 12
2

OPT I OUT I< +  

( ) ( ) 12
2

OPT I OUT I≤ −  

( ) ( ) 12
2

OUT I OPT I≥ +  

即 

( ) ( )1 1
2 4

OUT I OPT I≥ +  

情形 2：存在非空未覆盖的箱子 
由算法 1.1 的执行过程易知，至多存在 1 个非空未被覆盖的箱子。不妨设所使用的箱子序列为

( ) ( ){ }1 2 1, , , ,OUT I OUT IB B B B +� ，则前 ( )OUT I 个箱子都被覆盖，第 ( ) 1OUT I + 个箱子未被覆盖。 
情形 2.1：若执行 step4 时大物品先装完或大、小物品在同一箱中装完，则每个被覆盖的箱子都满足 

( ) 3
2jl s B l≤ < ，这里 ( )1,2, ,j OUT I= �  

则 

( ) ( ) ( )
1

3
2

n

i
i

OPT I l s a OUT I l l
=

⋅ ≤ < ⋅ +∑  
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( ) ( )3 1
2

OPT I OUT I< +  

( ) ( )3
2

OPT I OUT I≤  

即 

( ) ( )2
3

OUT I OPT I≥  

情形 2.2：若执行 step4 时小物品先装完，假设装完小物品后仅装大物品的箱子是 

( ) ( )( )1 1, , ,,t t OUT IB B B OUT I t+ + ≥� 。 
1) 若 ( )OUT I t= ，则 

( ) ( ) ( )
1

3
2

n

i
i

OPT I l s a OUT I l l
=

⋅ ≤ < ⋅ +∑  

( ) ( )3 1
2

OPT I OUT I< +  

( ) ( )3
2

OPT I OUT I≤  

即 

( ) ( )2
3

OUT I OPT I≥  

2) 若 ( )OUT I t> ，由于大物品的尺寸不超过 l，小物品的尺寸不超过
1
2

l ，则每个被覆盖的箱子都满

足 

( ) 3
2jl s B l≤ < ，这里 1,2, , 1j t= −�  

( ) 2jl s B l≤ < ，这里 ( ), 1, ,j t t OUT I= + �  

则 

( ) ( ) ( ) ( )
1

31 1 2
2

n

i
i

OPT I l s a t l OUT I t l l
=

⋅ ≤ < − ⋅ + − + ⋅ +  ∑  

( ) ( )3 3 2 2 2 1
2 2

OPT I t OUT I t< − + − + +  

( ) ( ) 1 32
2 2

OPT I OUT I t< − +  

( ) ( ) 32
2

OPT I OUT I< +  

( ) ( ) 12
2

OPT I OUT I≤ +  

( ) ( ) 12
2

OUT I OPT I≥ −  

即 
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( ) ( )1 1
2 4

OUT I OPT I≥ −  

不难看出，情形 1~2 涵盖了所有可能情况。综上可知，对于具有稳定性约束的一维箱子覆盖问题的

任意实例 I，算法 1.1 是一个弱渐进近似值为 2 的算法。 
定理 1.3：算法 1.1 的时间复杂度为 ( )logO n n 。 
证明：算法 1.1 执行过程中，step1 的步数最多不会超过 ( )logO n n ；step2 的步数最多为 4；step3 中

的 For 步数最多为 ( )O n ，step3 中步数最多为 ( )O n ，step5 步数为 2。综上，算法 1.1 的时间复杂度为

( )logO n n 。 

4. 结束语 

本文将稳定性约束考虑到经典的一维箱子覆盖问题中，定义一种新的箱子覆盖问题的约束类型，设

计用于求解该问题的弱渐进近似算法，并分析算法的时间复杂度。对这一新问题的研究和讨论可以丰富

组合优化领域的研究内容，另外，针对其提出的算法可以较有效地提高生活中类似问题中资源的利用率。 
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