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摘  要 

通过构造配置边值方法求解指标-1型积分代数方程。利用拉格朗日插值公式，选取未计算的节点作插值

节点，将原方程离散为一个线性方程组。由绕圈数以及剩余理论分析了该方法的可解性和收敛性。证明

了该方法求解指标-1型积分代数方程具有较高的收敛阶，同时给出数值算例验证了我们的理论结果。 
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Abstract 
The index-1 integral algebraic equation is solved by constructing boundary value method. Using 
Lagrange interpolation formula, the nodes that not calculated are selected as interpolation nodes, 
then original equation is discreted into a system of linear equations. And the solvability and con-
vergence of the method are analyzed based on the winding number and residual theory. It is 
proved that this method has higher convergence order for solving index-1 type integral algebraic 
equations, and numerical examples are given to verify our theoretical results. 
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1. 引言 

由第一类与第二类 Volterra 积分方程组成的积分代数方程在各个自然科学学科和数学建模中有着大

量的应用[1] [2] [3] [4]。而积分代数方程是一个庞大的系统，对该方程的求解是比较复杂的。对此，研究

者引入指标来协助求解积分代数方程。Gear 引入了积分代数方程的“指标”的概念[5]，该说法类似于用

数据来评估积分代数方程[6]。在此之后，很多学者提出了大量求解积分代数方程的数值方法[7] [8] [9] 
[10]，但均未对指标进行深入的研究。最近 Liang 和 Brunner 通过引入线性积分代数方程的指标填补了这

一空缺[11]，给出了积分代数方程的指标的定义以及如何求得其指标的计算方法，提出指标-1 型积分代

数方程可以解耦成如下形式 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11 120 0

21 220 0

, d , d ,

, d , d .

t t

t t

u t K t s u s s K t s v s s f t

K t s u s s K t s v s s g t

 + + =

 + =

∫ ∫

∫ ∫
                        (1) 

其中， [ ]0,t T∈ ， ( )22 , 0K t t ≠ ，函数 ,f g 以及核函数 ( ) ( ), , , , 1, 2i jK t s i j = 足够光滑， ( )0 0g = 。并证明

了方程(1)有唯一解，给出该方程一般系统的配置解。 
随后，Liang 和 Brunner 分析了指标-2 型积分代数方程的解耦系统，证明了配置法在给定的系统和解

耦后的系统中的应用是一致的[12]。基于对指标- µ 型积分代数方程解耦成新的系统，其理论分析以及数

值计算方法已经有了大量的结果[13] [14] [15] [16]。配置边值方法是求解常微分方程的一种方法[17]，Chen
和 Zhang 利用该方法来求解 Volterra 积分方程[18] [19]。Ma 和 Xiang 基于特殊的多步配置方法，利用未

计算的近似值，研究了求解 Volterra 积分方程的 k 步配置边值方法(CBVM-k) [20]。Liu 和 Ma 进一步利用

该理论构造了第一类 Volterra 积分方程的块配置边值方法[21]。他们都得到了具有高阶收敛的数值解，并

且具有很强的稳定性。这一思想对本论文的研究有着重要的影响。 
在本文中，我们考虑利用 CBVM-k 求解指标-1 型积分代数方程 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11 120 0

21 220 0

d d ,

d d .

t t

t t

u t K t s u s s K t s v s s f t

K t s u s s K t s v s s g t

 + − + − =

 − + − =

∫ ∫

∫ ∫
                      (2) 

其中 ( )22 0 0K ≠ 。并讨论 CBVM-k 求解指标-1 型积分代数方程的解的在唯一性以及收敛性。 
本文工作安排如下，在第二节，我们构造指标-1 型积分代数方程的 k 步配置边值方法(CBVM-k)。第

三节，我们利用 Toeplitz 矩阵的一些理论进行可解性和收敛性分析。在第四节给出数值例子验证我们的

理论分析。最后，我们进行简要的总结。 

2. k 步配置边值方法 

在这一节中，我们将构造指标-1 型积分代数方程(1)的 k 步配置边值方法(CBVM-k)。 
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对区间 [ ]0,T 作均匀网格划分 

: , 0,1, , ,h n n
TX t t nh n N h
N

 = = = = 
 

  

在区间 [ ]1,n nt t + 上 ( )n N k< − ，选取 1,n nt t + 以及 1nt + 的后 k 个节点为配置节点，在 [ ],N k Nt t− 用 , ,N k Nt t− 

为配置节点。定义差值基函数 

( )
1

0,
,

k
k
j

i i j

s is
j i

φ
+

= ≠

−
=

−∏
 

则，当 1,2, , 1n N k= − − 时，我们有 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1 1 11 1

11 120 0
0 0 0 0

d d ,
n k n k

k k
n h n n j i j i n j i j i
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= + − + + − +∑ ∑ ∑ ∑∫ ∫
 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1 1 11 1

21 220 0
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= = = =

= − + + − +∑ ∑ ∑ ∑∫ ∫  

当 , ,n N k N= −  时，我们有 
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在介绍 CBVM-k 之前，我们先引入一些记号，令 ( )
1

1

m
i

m i
i m

t a tα
−

=− +

= ∑ ，我们定义一个 m 阶的 Toeplitz 矩

阵如下 

[ ]
0 1 1

1 0 2

1 2 0

.

m

m
m

m m

a a a
a a a

T

a a a

α

− − +

− − − +

− −

 
 
 =
 
 
 





   



 

定义 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1
, ,0 0

ˆd , 1 d ,
j N kpq k pq k

j i pq i j i pq ib K h j s s s b K h j N k s sφ φ
− + + −

− = − = − + +∫ ∫  

其中 , 1, 2p q = 。定义 Laurent 多项式如下 
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( )
0

,
1,

1
, 0,1, , 1.pq i pq j

m j i
j m

t b t i kβ −
=− +

= = +∑   

我们有 Toeplitz 型矩阵 

( ) ( ) ( )( ),
21: ,1: 1 , 0,1,2, , 1.pq pq i

i N i N N k iH T t N N k i kβ× × − +
 = − − = +  0 0  

以及一个 ( )1N N× + 的矩阵 pqS ，并且 

( )

,0 ,1 ,

1,0 1,1 1,

,0 ,1 ,

: , 1: 1
ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

pq

pq pq pq
N k N k N k k

pq pq pq
N k N k N k k

pq pq pq
N N N k

S N k N N k N

b b b

b b b

b b b

− − −

− + − + − +

− − + +

 
 
 

=  
 
 
 





   



 

其他位置的元素为 0。令 

( ) ( )
1

0
, 1: , 2 : 1 , 1: ,1:1 ,

k
pq pq pq pq pq pq

i pq
i

A S H A A N N a hA N
+

=

= + = + =∑  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )T T
1 2 1 2, , , , , , , ,N NF f t f t f t G g t g t g t= =   

( ) ( )1 2 1 2, , , , , , , .N NU U U U V V V V= =   

我们可以得到 

0 11 0 1211 12

0 21 0 2221 22

.
U a V aI hA hA U F
U a V ahA hA V G

++       
= −        +      

                     (3) 

3. 可解性与收敛性分析 

在这一节，我们讨论配置边值方法求解指标-1 型积分代数方程解的存在唯一性与收敛性。传统配置

法通过迭代求得近似解，而配置边值方法的近似解是利用未计算的近似值，通过一个线性系统整体求解

而来，因此我们需要对该方法的存在唯一性、收敛性进行新的讨论。 
首先，我们讨论积分代数方程(2)中核 ( )22 1K t = 这一特殊情况。配置边值方法求解这一特殊情况解的

存在唯一性、收敛性理论有助于我们讨论配置边值方法解一般情况下方程(2)的解的存在唯一性、收敛性。 

3.1. ( )K t22 1=  

当 ( )22 1K t = ，我们有 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )

1 1
110

0

1 1
120

0

d

d ,

n

n h n n j h j
j

n

n j h j
j

f t u t h K t t sh u t sh s

h K t t sh v t sh s

−

=

−

=

= + − + +

+ − + +

∑∫

∑∫
                     (4) 

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 11 1

210 0
0 0

d d ,
n n

n n j h j h j
j j

g t h K t t sh u t sh s h v t sh s
− −

= =

= − + + + +∑ ∑∫ ∫  

当 1, 1, ,0n N N= − −  时， ( ) ( )1n ng t g t+ − 有 
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( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

1
1 21 10

0

1 1 1
210 0

0

d

d d ,

n

n n n j h j
j

n

n j h j h n
j

g t g t h K t t sh u t sh s

h K t t sh u t sh s h v t sh s

+ +
=

−

=

− = − + +

− − + + + +

∑∫

∑∫ ∫
           (5) 

则方程(3)可以改写为 

11 12 0 11 0 12

0 21 0 2221

,ˆ ˆ ˆ ˆk
N

I hA hA F U a V aU
U a V aVhA hB G

+    +  
= −       +       

                         (6) 

当 0h → 是对系数矩阵高斯消元有 

( ) ( )11 12

21

.ˆ kk
NN

I hA hA I O O
hBhA hB

+   + 
→   

    

h h
0

                           (7) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( ) T
1 0 1

ˆ , , ,N NG g t g t g t g t − = − −   

( ) ( )( )
TT21 21 21ˆ 1: ,1:1 0 1: 1,1:1 ,a A N A N = − −    

( ) ( )( )
T T1 T22

0 21 21 210 1

ˆˆ d ,0, ,0 , , 1: ,: .k

N
a h s s A A A Nφ

×

 = = −  ∫  0  

k
k N
N k

N

T
B

R
 

=  
 

r
0

，其中 r 是一个 ( ) ( )1 1N k k− − × + 矩阵， k
NT 是一个由 Laurent 多项式 

( )
1

22 22
1 1,1

j
N k i

j k
t b tς − − −

=−

= ∑ 定义的 ( ) ( )1 1N k N k− − × − −  Toeplitz 矩阵， 

21 21 21
,0 ,1 ,

21 21 21
1,0 1,1 1,

21 21 21
,0 ,1 ,

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ
.

ˆ ˆ ˆ

N k N k N k k

k N k N k N k k
N

N N N k

b b b

b b b
R

b b b

− − −

− + − + − +

 
 
 

=  
 
 
 





   



 

因此方程(4)有唯一解的充要条件是 k
NT 和 k

NR 可逆。现在我们讨论 k
NT 与 k

NR 的可逆性，假设 Laurent 

多项式 ( ) n
n

n
d t d t

∞

=−∞

= ∑ 所定义的无穷维 Toeplitz 矩阵如下： 

[ ]
0 1 2

1 0 1

2 1 0

.

b b b
b b b

T d
b b b

− −

−

 
 
 =
 
 
 







   

 

令 T是复平面上的单位圆盘，t 在 T逆时针绕原点一圈时， ( )d t 绘制一条连续的封闭曲线。这条曲

线绕原点逆时针旋转的次数表示 ( )d t 的圈数，记作 dWind 。特别地，假设对于所有的 t∈T， ( ) 0d t ≠ ，

且 ( )d t 的非零系数是可数的，则我们有， 

( ) ,
s

j
j

j r
d t d t

=−

= ∑  

进一步我们可以直接得到如下形式： 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

,
J I

r r
s j i

j i
d t t b t t t d tδ µ− −

= =

= − − =∏ ∏  

https://doi.org/10.12677/aam.2022.115257


曾港 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2022.115257 2446 应用数学进展 
 

又因为所有的 t∈T， ( ) 0d t ≠ ，所以 [ ]T d 是一个可逆紧模算子，则存在一个算子 D，使得 [ ]DT d I−

和 [ ]T d D I− 是紧的[22]。基于此我们有如下结果。 
引理 1 算子 [ ]T d 是可逆的当且仅当对于所有的 t∈T， ( ) 0d t ≠ ，以及 0d =Wind 。 
记 [ ]nT d 表示 [ ]( )1: ,1:T d n n ，我们有 [ ] [ ]lim nn

T d T d
→∞

= ， [ ]nT d 的可逆性由 [ ]T d 决定。 

引理 2 设 ( )d t 属于 Wiener 代数。则， 

当 [ ]T d 可逆时， [ ]( ) 1
lim sup nn

T d
−

→∞
< ∞， 

当 [ ]T d 不可逆时， [ ]( ) 1
lim sup nn

T d
−

→∞
= ∞。 

另一方面，由于局部插值函数是线性无关的，所以 k
NR 是可逆的。因此，当 ( )22

1N k tς − − 属于 Wiener 代 
数且

( )22
1

0
N k tς − −

=Wind 时，方程(6)的系数矩阵是可逆的。 

由绕圈数以及剩余理论，我们将在下面的定理中给出配置边值方法求解指标-1 型积分代数方程解存

在的条件和收敛阶。 
定理 1 设方程(2)是指标-1 型积分代数方程，假设 [ ]( )1 0,kf C T+∈ ， [ ]( )2 0,kg C T+∈ 且 ( )0 0g = ，

[ ]( )2
21 ( 0,kK C T+∈ ， ( )22 1K t = ， [ ]( )1

1 0,k
qK C T+∈ ，( )1,2q = ，并且假设 ( )22

1N k tς − − 的绕圈数为 0，则 CBVM-k
有唯一解，配置误差在配置节点有界且满足 

( )2 ,k
hu u O h +

∞
− =  

( )1k
hv v O h +

∞
− =  

证明 因为 ( )22
1N k tς − − 的绕圈数为 0，有引理 1 和引理 2 可知(7)式中 k

NB 是可逆的，因此方程(6)有唯一

解，即方程(3)有唯一解。 
下面我们考虑 CBVM-k 的收敛性。令 ( ) ( )h he u t u t= − ， ( ) ( )h he v t v t= − ，我们可以的到误差方程 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
1 11 1

11 120 0
0 0

0 d d ,
n n

h n n j h j n j h j
j j

e t h K t t sh e t sh s h K t t sh e t sh s
− −

= =

= + − + + + − + +∑ ∑∫ ∫ 

 

( )( ) ( ) ( )
1 11 1

210 0
0 0

0 d d ,
n n

n j h j j i h j
j j

h K t t sh e t sh sU h e t sh s
− −

+
= =

= − + + + +∑ ∑∫ ∫   

利用对(5)同样的处理方式有 

( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

1
21 10

0

1 11 1
210 0

0 0

0 d

d d ,

n

n j h j
j

n n

n j h j h j
j j

h K t t sh e t sh s

h K t t sh e t sh s h e t sh s

+
=

− −

= =

= − + +

− − + + + +

∑∫

∑ ∑∫ ∫ 
 

由 Peano 核定理有，当 0,1,2, , 2j N k= − − ，在 1 1, , ,j j j kt t t+ + + 处有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

2 2

0 0
,

k k
k k k k

h j i h j i h j i h j i
i i

e t sh s e t O h e t sh s e t O hφ φ
+ +

+ +
+ +

= =

+ = + + = +∑ ∑   

当 1, , 1j N k N= − − − 时有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1

0 0
,

k k
k k k k

h j i h N k i h j i h N k i
i i

e t sh s e t O h e t sh s e t O hφ φ− + − +
− + − +

= =

+ = + + = +∑ ∑   

记 ( )i h iE e t= ， ( )i h iE e t=  ， [ ]T1, , NE E E=  ，
T

1, , NE E E =  
  

  
有 
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11 12

221

,ˆ k
N

I hA hA E
EhA hB

+    
=    

      


1r
r

 

其中 ( ) ( ) T2 2
1 2 1

, ,k k

N
O h O h+ +

×
 = =  r r ， k

NB 与(6)中的一致。则由(7)有 

( ) 12

2
k
N

EI O h hA
EB

 +    
=     +     



1

1

r
r r0

 

( ) ( ) T1 1
2 1

, ,k k

N
O h O h+ +

×
 =  

r ，由引理 2 有，当 N →∞时 k
NB 是有界的，所以 

( )2 ,k
hu u O h +

∞
− =

 

( )1 .k
hv v O h +

∞
− =  

证毕。 

3.2. 一般情况下的核函数 ( )K t22  

在这一小节，我们考虑一般情况下的核函数 ( )22K t ，且核函数可以表示为 

( ) ( ) ( )22 22 220 ,K t K tK t= +  

并且 ( )22 0 0K ≠ ，我们有以下的理论。 
定理 2 设方程(2)是指标-1 型积分代数方程，假设 [ ]( )1 0,kf C T+∈ ， [ ]( )2 0,kg C T+∈ 且 ( )0 0g = ，

[ ]( )1
1 0,k
qK C T+∈ ， [ ]( )2

2 0,k
qK C T+∈ ，( )1,2q = ， ( )22 0 0K ≠ ，并且假设 ( )22

1N k tς − − 的绕圈数为 0。则 CBVM-k
有唯一解，配置误差在配置节点有界且满足 

( )2 ,k
hu u O h +

∞
− =  

( )1 .k
hv v O h +

∞
− =  

证明 当 1,2, ,n N=  时，我们有 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )

1 1
110

0

1 1
120

0

d

d ,

n

n h n n j h j
j

n

n j h j
j

f t u t h K t t sh u t sh s

h K t t sh v t sh s

−

=

−

=

= + − + +

+ − + +

∑∫

∑∫
                     (8) 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
1 11 1

21 220 0
0 0

d d ,
n n

n n j h j n j h j
j j

g t h K t t sh u t sh s h K t t sh v t sh s
− −

= =

= − + + + − + +∑ ∑∫ ∫  

当 1, 1, ,0n N N= − −  时，由 ( ) ( )1n ng t g t+ − 有 

( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

1

11 1
21 1 210 0

0 0

11 1
22 1 220 0

0 0

d d

d d ,

n n

n n

n j h j n j h j
j j

n n

n j h j n j h j
j j

g t g t

h K t t sh u t sh s h K t t sh u t sh s

h K t t sh v t sh s h K t t sh v t sh s

+

−

+
= =

−

+
= =

−

= − + + − − + +

+ − + + − − + +

∑ ∑∫ ∫

∑ ∑∫ ∫

        (9) 

代入插值多项式，由(8)，(9)有 

11 12 0 11 0 12

0 21 0 2221 22

,ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
I hA hA F U a V aU

U a V aVhA hA G

+    +  
= −       +                           

(10) 
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其中 

( ) ( ) ( ) ( ) T
1 0 1

ˆ , , ,N NG g t g t g t g t − = − −   

21Â 的构造与(6)式中一致。则由高斯消元法有， 

( )11 12 12

21 22 22

.ˆ ˆ ˆ
I hA hA I O hA

hA hA hA

+ +  
→   

    

h

0
                           (11) 

现在我们讨论 22Â 的奇异性，我们知道 22Â 的构造方式与 21Â 一致。 

记 ( )( ) ( )11
, 210

di j i j h jW K t t sh u t sh s= − + +∫ ， ( )( ) ( )12
, 220

di j i j h jW K t t sh v t sh s= − + +∫ ， 

由(9)式有 

( )
( ) ( )

( ) ( )

1 2
1,0 1,0

1 1 1 2 2 2
2,0 1,0 2,1 2,0 1,0 2,1

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2
,0 1,0 ,1 1,1 , 1 ,0 1,0 ,1 1,1 , 1

1

2 1

1

0 0 0 0
0 0

,

N N N N N N N N N N N N

N N

W W
W W W W W W

h

W W W W W W W W W W

g t

g t g t

g t g t

− − − − − −

−

 
 

− −   
     

− − − −  
 
 

− =  
 
 − 

 

 

       

 



1
1

 

当 0h → 时， ( )1
, 1i jW O→ ，由中值定理有， ( )2 2

, 1 1, 1i j i jW W O h− − −− → ，则由高斯消元法有 

1 2 ,h G     =     


1
W W

1
 

其中 [ ]T11, ,1 N×= 1 ， ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) T
1 0 1, , N NG g t g t O h g t g t O h− = − + − + 



 ， 

( )

( ) ( )

1
1,0

1 1 1
2,0 1,0 2,11

1 1 1 1 1
,0 1,0 ,0 1,0 , 1

0 0
0

N N N N N N

W
W W O h W

W W O h W W O h W− − −

 
 

− + =  
 

− + − +  





   



W ， 

2
1,0

2
2,12

2
, 1

0 0
0

,

0 0 N N

W
W

W −

 
 
 =  
 
  





   



W  

而 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 12
, 1 22 220 0

0 d 1 1 dj j h j h jW K v t sh s h s K h s v t sh s− = + + − − +∫ ∫ 。 

所以 ( ) ( )22 22
ˆ 0 k

NA K B O= + h ， k
NB 与(6)中的定义一致。我们可以把(10)改写为 

( ) ( )
( ) ( )

0 11 0 12
2

0 21 0 2222

,ˆ0 k
N

F U a V aI O O U
U a V ahK B h O V G

  + +    
= −      ++         

h h
0 1

                  (12)
 

( )2 2 1: ,1:1 , 1,2q qa A N q= = 所以当 0h → 时，方程(10)有唯一解，即方程(3)有唯一解。 
接下来我们考虑配置误差 ( ) ( )h he u t u t= − ， ( ) ( )h he v t v t= − 。同样地，其满足方程 
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( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )

1 1
110

0

1 1
120

0

0 d

d ,

n

h n n j h j
j

n

n j h j
j

e t h K t t sh e t sh s

h K t t sh e t sh s

−

=

−

=

= + − + +

+ − + +

∑∫

∑∫ 

                       (13) 

( )( ) ( )

( )( ) ( )

( )( ) ( )

( )( ) ( )

1
21 10

0

1 1
210

0

1
22 10

0

1 1
220

0

0 d

d

d

d ,

n

n j h j
j

n

n j h j
j

n

n j h j
j

n

n j h j
j

h K t t sh e t sh s

h K t t sh e t sh s

h K t t sh e t sh s

h K t t sh e t sh s

+
=

−

=

+
=

−

=

= − + +

− − + +

+ − + +

− − + +

∑∫

∑∫

∑∫

∑∫





                        (14) 

由 Peano 核定理有，当 0,1,2, , 2j N k= − − ，在 1 1, , ,j j j kt t t+ + + 处有 

( ) ( ) ( ) ( )
1

2

0
,

k
k k

h j i h j i
i

e t sh s e t O hφ
+

+
+

=

+ = +∑                      (15) 

( ) ( ) ( ) ( )
1

2

0
,

k
k k

h j i h j i
i

e t sh s e t O hφ
+

+
+

=

+ = +∑                       (16) 

当 1, , 1j N k N= − − − 时有 

( ) ( ) ( ) ( )1 1

0
,

k
k k

h j i h N k i
i

e t sh s e t O hφ − +
− +

=

+ = +∑                      (17) 

( ) ( ) ( ) ( )1 1
-

0
,

k
k k

h j i h N k i
i

e t sh s e t O hφ − +
+

=

+ = +∑                       (18) 

则将(15)，(16)，(17)，(18)代入(13)，(14)得到 

11 12 1

221 22

,ˆ ˆ
I hA hA E

EhA hA

+    
=    

    


r
r

                           (19) 

进一步有 

( ) ( )
( ) ( )

1

22 2 1

,
0 k

N

I O O E
K B O E

 +    
=    + +     



rh h
0 h r r

                     (20) 

其中 k
NB 与(6)中的定义一致，则当 N →∞，由引理 1、引理 2 可得， k

NB 有界，即 
( ) ( )

( ) ( )22 0 k
N

I O O
K B O

 + 
 + 

h h
0 h

有界。 

所以 

( )2 ,k
hu u O h +

∞
− =

 

( )1 .k
hv v O h +

∞
− =  

证毕。 

4. 数值算例 

为验证理论推导，这一节我们用数值例子来支撑我们的理论结果。 
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例 1 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

2

0 0

d e d ,

d e d .

t t t s

t t t s

f t u t t s u s s v s s

g t u s s v s s

−

−

 = + − +

 = +

∫ ∫

∫ ∫
 

[ ]0,1t T∈ = ，该方程的解析解为 ( ) e tu t rt β= ， ( ) cosv t t= 。 
对例 1 使用 CBVM-k 如下： 

1) 对区间均匀划分：
Th
N

= ； 

2) 取不同的 k 构造插值函数： ( ) ( )0 2
k k

ks sφ φ + ； 
3) 离散方程，得到： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 11 1

0 0
0 0 0 0

d e d ,n j
n k n kt t shk k

n h n n j i j i i j i
j i j i

f t u t h t t sh s sU h s sVφ φ
− + − +− +

+ +
= = = =

= + − + +∑ ∑ ∑ ∑∫ ∫
 

( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1 1 11 1 2

0 0
0 0 0 0

d e d .n j
n k n kt t shk k

n i j i i j i
j i j i

g t h s sU h s sVφ φ
− + − +− +

+ +
= = = =

= +∑ ∑ ∑ ∑∫ ∫  

4) 整合离散方程得到： x =A b ； 
5) 求解线性方程组，得到 ( )u t ， ( )v t 的近似解。 
所有数值实验都是在 MATLAB 中实现的，其中积分的计算采用的是 MATLAB 中自带的 quadgk 函

数。 
 

Table 1. Absolute errors and convergence rates of for example 1 of ( )u t  ( 10, 1r β= = − ) 

表 1. 例 1 中 ( )u t 的绝对误差和收敛阶( 10, 1r β= = − ) 

 CBVM-1 CBVM-2 CBVM-3 

 误差 收敛阶 误差 收敛阶 误差 收敛阶 

16N =  4.78 × 10−5 - 4.78 × 10−6 - 1.88 × 10−9 - 

32N =  7.18 × 10−6 2.74 2.61 × 10−7 4.20 5.00 × 10−9 5.23 

48N =  2.25 × 10−6 2.86 4.90 × 10−8 4.13 7.09 × 10−10 4.87 

64N =  9.76 × 10−7 2.90 1.51 × 10−8 4.09 1.74× 10−10 4.81 

80N =  5.08 × 10−7 2.93 6.08 × 10−9 4.07 5.84 × 10−11 4.90 

96N =  2.97 × 10−7 2.94 2.90 × 10−9 4.06 2.38 × 10−11 4.92 

112N =  1.88 × 10−7 2.95 1.55 × 10−9 4.05 1.11 × 10−11 4.93 

128N =  1.27 × 10−7 2.95 9.04 × 10−10 4.05 5.75× 10−12 4.94 

 
Table 2. Absolute errors and convergence rates of for example 1 of ( )v t  ( 10, 1r β= = − ) 

表 2. 例 1 中 ( )v t 的绝对误差和收敛阶( 10, 1r β= = − ) 

 CBVM-1 CBVM-2 CBVM-3 

 误差 收敛阶 误差 收敛阶 误差 收敛阶 

16N =  2.10 × 10−3 - 3.44 × 10−4 - 2.39 × 10−5 - 

32N =  5.75 × 10−4 1.87 4.04 × 10−5 3.09 1.43 × 10−6 4.07 
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Continued 

48N =  2.61 × 10−4 1.94 1.07 × 10−5 3.05 2.78 × 10−7 4.03 

64N =  1.49 × 10−4 1.96 4.89 × 10−6 3.09 8.73 × 10−8 4.02 

80N =  9.58 × 10−5 1.97 2.49 × 10−6 3.03 3.56 × 10−8 4.02 

96N =  6.68 × 10−5 1.98 1.43 × 10−6 3.02 1.71 × 10−8 4.01 

112N =  4.93 × 10−5 1.98 8.99 × 10−7 3.02 9.24 × 10−9 4.01 

128N =  3.78 × 10−5 1.98 6.01 × 10−7 3.02 5.41 × 10−9 4.01 

 
Table 3. Absolute errors and convergence rates of for example 1 of ( )u t  ( 1, 1r β= = − ) 

表 3. 例 1 中 ( )u t 的绝对误差和收敛阶( 1, 1r β= = − ) 

 CBVM-1 CBVM-2 CBVM-3 

 误差 收敛阶 误差 收敛阶 误差 收敛阶 

16N =  4.76 × 10−6 - 4.86 × 10−7 - 1.86 × 10−8 - 

32N =  7.17 × 10−7 2.73 2.63 × 10−8 4.20 4.78 × 10−10 5.23 

48N =  2.25 × 10−7 2.86 4.93 × 10−9 4.13 7.04 × 10−11 4.81 

64N =  9.75 × 10−8 2.90 1.52 × 10−9 4.10 1.74 × 10−11 4.87 

80N =  5.07 × 10−8 2.93 6.10 × 10−10 4.08 5.82 × 10−12 4.90 

96N =  2.97 × 10−8 2.94 2.91 × 10−10 4.07 2.37 × 10−12 4.92 

112N =  1.88 × 10−8 2.95 1.56 × 10−10 4.06 1.11 × 10−12 4.93 

128N =  1.27 × 10−8 2.96 9.07 × 10−11 4.05 5.75 × 10−13 4.93 

 
Table 4. Absolute errors and convergence rates of for example 1 of ( )v t  ( 1, 1r β= = − ) 

表 4. 例 1 中 ( )v t 的绝对误差的无穷范数和收敛阶( 1, 1r β= = − ) 

 CBVM-1 CBVM-2 CBVM-3 

 误差 收敛阶 误差 收敛阶 误差 收敛阶 

16N =  5.10 × 10−4 - 6.20 × 10−5 - 1.20 × 10−6 - 

32N =  1.30 × 10−4 1.97 7.51 × 10−6 3.04 7.36 × 10−8 4.03 

48N =  5.81 × 10−5 1.85 2.20 × 10−6 3.03 1.45 × 10−8 4.00 

64N =  3.28 × 10−5 1.99 9.24 × 10−7 3.02 4.59 × 10−9 4.00 

80N =  2.10 × 10−5 1.99 4.72 × 10−7 3.02 1.88 × 10−9 4.00 

96N =  1.46 × 10−5 1.99 2.72 × 10−7 3.01 9.07 × 10−10 4.00 

112N =  1.07 × 10−5 1.99 1.71 × 10−7 3.01 4.90 × 10−10 3.99 

128N =  8.23 × 10−6 1.99 1.15 × 10−7 3.01 2.87 × 10−10 4.00 

 
在这里，误差表示为 E 与 E 的无穷范数，收敛阶指 

( )( ) ( )
( )( ) ( )

2 2 161 16

2 2

log log
,

log 1 16 log 16
iierror error

i i
⋅+ ⋅ −

+ ⋅ − ⋅
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1, 2,i = ， Nerror 指相应 N 下的误差。 
见表 1~4，分别取 1,2,3k = ，对于不同的 N，结果表明 ( )u t 的收敛阶达到了 3，4，5 阶， ( )v t 的收

敛阶达到了 2，3，4 阶，这一结果与我们定理 2 中结论一致。 

5. 结论 

本文介绍指标-1 型积分代数方程的配置边值方法，分析了该方法的可解性和收敛性，证明了该方法

求解指标-1 型积分代数方程具有较高的收敛阶，数值结果证明该方法求解指标-1 型积分代数方程是具有

较高的收敛阶的，得到了 CBVM-k 求解指标-1 型积分代数方程可以达到 2k + 阶。 
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