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摘  要 

群、环和域是近世代数里重要的代数系统，为了增强学习者对于它们之间的联系和应用的理解，我们做

以具体的总结和深入研究。本文首先介绍群、环、域产生与发展的过程，其次绘制了具体的群环域关系

分析图，然后总结了与之相关定理及命题，最后分析了群论在密码学、图形的对称变换、分子结构及物

理中的应用。 
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Abstract 
Groups, rings and fields are important algebraic systems in Modern Algebra. In order to enhance 
learners’ understanding of the relationship and application between them, we make a specific 
summary and in-depth research. This paper first introduces the emergence and development of 
groups, rings and fields, then draws a specific analysis diagram of the relationship between groups, 
rings and fields, then summarizes the related theorems and propositions, and finally analyzes the 
application of group theory in cryptography, symmetrical transformation of graphics, molecular 
structure and physics. 
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1. 群、环、域产生与发展的过程 

群的概念来源于对多项式方程的研究，由伽罗瓦在 19 世纪 30 年代开创，他用伽罗瓦群的理论，解

决了五次方程根式求解问题。在此之前柯西，阿贝尔等人也对群论作出了贡献。在得到来自其他领域如

数论和几何学的贡献之后，群概念在 1870 年左右形成并牢固建立。 
在研究当时，代数学的中心问题即五次及五次以上的一元多项式方程是否可用根式求解的问题时，

经由拉格朗日、鲁菲尼、阿贝尔和伽罗瓦引入和发展，n 个元的一些置换所构成的置换群得以诞生，并

被有效地运用，从而彻底解决了这个中心问题。置换群是最终产生和形成抽象群的第一个主要的来源。 
在数论中，拉格朗日和高斯研究过，由具有同一判别式 D 的二次型类，即 2 22f ax bxy cy= + + ，其

中 , ,a b c 为整数， ,x y 取整数值，且 2D b ac= − 为固定值，对于两个型的“复合”乘法构成一个交换群。

戴德金于 1858 年和克罗内克于 1870 年在其代数数论的研究中也引进了有限交换群以至有限群。这些是

导致抽象群论产生的第二个主要来源。 
在若尔当的专著影响下，克莱因于 1872 年在其著名的埃尔朗根纲领中指出，几何的分类可以通过无

限连续变换群来进行。克莱因和庞加莱在对“自守函数”的研究中曾用到其他类型的无限群(即离散群或

不连续群)。在 1870 年前后，索菲斯·李开始研究连续变换群即解析变换李群，用来阐明微分方程的解，

并将它们分类。无限变换群的理论成为导致抽象群论产生的第三个主要来源。 
19 世纪 80 年代，综合上述三个主要来源，数学家们终于成功地概括出抽象群论的公理系统，大约

在 1890 年得到公认。 
时至今日，群的概念已经普遍地被认为是数学及其许多应用中最基本的概念之一。它不但渗透到诸

如几何学、代数拓扑学、函数论、泛函分析及其他许多数学分支中而起着重要的作用，还形成了一些新

学科如拓扑群、李群、代数群、算术群等，它们还具有与群结构相联系的其他结构如拓扑、解析流形、

代数簇等，并在结晶学、理论物理、量子化学以至(代数)编码学、自动机理论等方面，都有重要的应用。

作为推广“群”的概念的产物：半群和幺半群理论及对计算机科学和对算子理论的应用，也有很大的发

展。群论的计算机方法和程序的研究，已在迅速地发展。 
环论的发展可追溯到 19 世纪关于实数域的扩张及其分类的研究。 
环的概念原始雏型是整数集合。它与域不同之处在于对于乘法不一定有逆元素。抽象环论的概念来

源一方面是数论，整数的推广——代数整数具有整数的许多性质，也有许多不足之处，比如唯一素因子

分解定理不一定成立，这导致理想数概念的产生。戴德金在 1871 年将理想数抽象化成“理想”概念，它

是代数整数环中的一些特殊的子环。这开始了理想理论的研究，在诺特把环公理化之后，理想理论被纳

入环论中去。 
环的概念的另一来源是 19 世纪对数系的各种推广，这最初可追溯到 1843 年哈密顿关于四元数的发

现。他的目的是为了扩张用处很大的复数。它是第一个“超复数系”也是第一个乘法不交换的线性结合
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代数。它可以看成是实数域上的四元代数。不久之后凯莱得到八元数，它的乘法不仅不交换，而且连结

合律也不满足，它可以看成是第一个线性非结合代数。其后各种“超复数”相继出现。 
域的概念最初被阿贝尔和伽罗瓦隐含地用于他们各自对方程的可解性的工作上。早在 19 世纪初，伽

罗瓦在研究代数方程的著作里就出现了域的概念的萌芽，后来戴德金和克罗内克在不同背景下也提出了

域的概念。系统研究域的理论始于韦伯，而域的公理系统是迪克森和亨廷顿分别于 1903 和 1905 年独立

创立的。在韦伯等人的影响下，施泰尼茨对抽象域进行了系统研究，于 1910 年发表论文“域的代数理论”，

对域论本身以及相关科学的发展产生重大影响。 
目前，域论发展前景十分广阔，其中有限域的性质可以构造出各种对称性质的组合结构，如正交拉

丁方，平衡区组设计等，这些组合结构有效的应用于试验设计，通信系统等许多实际领域中，随着计算

机技术蓬勃发展，有限域理论已经成为广大工程技术人员不可或缺的数学工具。 

2. 群、环、域的相关命题及条件 

在研究相关命题及条件之前本文根据参考文献《近世代数基础》、《近世代数》(详见参考文献[1] [2])
先梳理群、环、域的定义与性质之间的关系，如图 1。 

 

 
Figure 1. Group, ring and fields diagram 
图 1. 群、环、域关系图 

2.1. 群的相关命题 

我们研究群是遵循着从具体到抽象的方法进行的。根据凯莱定理，可以将群分为两种具体的群：变

换群、置换群。而直接研究抽象群，就是研究它的分类、数量、结构。循环群就是一类完全在我们掌握

下的群。 
下面给出循环群的几个相关命题： 
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命题 2.1.1 一个循环群一定是交换群。 
反之，命题 1 的逆命题不成立。交换群不一定是循环群，如克莱因四元群。 
例 2.1.1 设群 { }4 , , ,K e a b c= ，用运算表来表示 4K 的代数运算。 

a b c e
a e c b a
b c e a b
c b a e c
e a b c e

 

根据运算表不难发现， 4K 是交换群。而 ( ) { }e e= ， ( ) { },a e a= ， ( ) { },b e b= ， ( ) { },c e c= 。故 4K 不

是循环群，交换群不一定是循环群。 
命题 2.1.2 若 G 是循环群，并且 G 与G 同态，则G 也是循环群。 
命题 2.1.3 阶是素数的群一定是循环群。 
反之，命题 2.1.3 的逆命题不成立。循环群的阶不一定是素数。 
例 2.1.2 设群 { }2 3 4 5, , , , ,G e a a a a a= ， ( ) ( )5G a a= = 。G 是循环群，但 G 的阶为 6，不是素数。 
命题 2.1.4 循环群的子群也是循环群。 

2.2. 环的相关命题 

命题 2.2.1 在一个没有零因子的环里两个消去律都成立： 

0,
0,

a ab ac b c
a ba ca b c
≠ = ⇒ =
≠ = ⇒ =

 

反过来，在一个环里如果有一个消去律成立，那么这个环没有零因子。 
命题 2.2.2 假定一个环 R 对于加法来说作成一个循环群，则 R 是交换环。 

命题 2.2.3 二项式定理 ( ) 1

1
n n n nn

a b a a b b− 
+ = + + ⋅⋅⋅ + 

 
在交换环中成立。 

命题 2.2.4 一个至少有两个元而且没有零因子的有限环是一个除环。 
反之不真，即只有零理想和单位理想的环未必是除环。 

例 2.2.1 11 12
2 2

21 22

| ij

a a
Q a

a a×

   =   
   

是有 数理 ，我们说 2 2Q × 只有零理想和单位理想。 

设 N 是 2 2Q × 的一个理想， N O≠ ， 11 12

21 22

0 0
0 0

a a
N

a a
   

∋ ≠   
  

 

不失一般性，假设 11 0a ≠ 。那么 11 12 11

21 22

1 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0

a a a
N

a a
      

= ∈      
      

 

11 12

21 22 11

0 00 0 0 1
01 0 0 0

a a
N

a a a
      

= ∈      
      

，易知 11

11

0
0

a
N

a
 

∈ 
 

 

1
1111

1
1111

0 1 00
0 0 10

aa
N

aa

−

−

    
= ∈    
   

，所以 2 2N Q ×=  

但 2 2Q × 不是除环，因为
1 2
2 4
 
 
 

没有逆。 

命题 2.2.5 在一个没有零因子的环 R 里所有不等于零的元对于加法来说阶都是一样的。 
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命题 2.2.6 如果无零因子环 R 的特征是有限整数 n，那么 n 是一个素数。 
命题 2.2.7 若是存在一个环 R 到 R 的满射，使得环 R 与 R 对于一对加法以及一对乘法来说都同态，

那么 R 也是一个环。 
反之不真，即存在一个非空集合 R 到一个环 R 的满射，使得 R 与 R 对于一对加法以及一对乘法来说

都同态，R 未必是一个环。 
例 2.2.2 { }R = 所有整数 ，其运算为：加法： a b b⊕ = ，乘法： a b ab⊗ = ； 

{ }0R = 是环。令 : R Rφ → ， ( ) 0aφ = 则φ 是 R 到 R 的满射，且 R 与 R 同态。但 R 不是环。 
命题 2.2.8 假定两个环 R 和 R 同态。那么，R 的零元的象是 R 的零元，的 R 元 a 的负元的象是 a 的

象的负元。并且，假如 R 是交换环，那么 R 也是交换环；假如 R 有单位元 1，那么 R 也有单位元 1 ，而

且 1 是 1 的象。 
说明：交换律和单位元在环同态之下能“保持”过去，但有无零因子这一性质却不一定。 
例 2.2.3 设 R 是整数环， R 是模 n 的剩余类环，那么 R 到 R 的映射 

[ ]: a aφ →  

显然是 R 到 R 的一个同态满射。我们知道，R 是没有零因子的，但当 n 不是素数时， R 有零因子。

即 R 没有零因子时，与 R 同态的 R 可以有。 
例 2.2.4 ( ){ },aR b= 所有整数对 。对于代数运算 

( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 2 1 2, , ,a b a b a a b b+ = + +  

( )( ) ( )1 1 2 2 1 2 1 2, , ,a b a b a a b b=  

来说，R 显然作成一个环。现在我们用 R 来表示整数环，那么 

( ): ,a b aφ →  

显然是一个 R 到 R 的同态满射。R 的零元是 ( )0,0 ，而 

( )( ) ( ),0 0, 0,0a b =  

所以 R 有零因子。但 R 没有零因子。即 R 有零因子时，与 R 同态的 R 可以没有(详见参考文献[3])。 
命题 2.2.9 假定 R 同 R 是两个环，并且 R R≅ 。那么，若 R 是整环， R 也是整环；R 是除环， R 也

是除环；R 是域， R 也是域。 
命题 2.2.10 假定 S 是环 R 的一个子环，S 在 R 里的补足集合(这就是所有不属于 S 的 R 的元作成的集

合)与另一个环 S 没有共同元，并且 S S≅ 。那么存在一个与 R 同构的环 R ，而且 S 是 R 的子环。 
命题 2.2.11 给了一个有单位元的交换环 R，一定有 R 上的未定元 x 存在，因此也就有 R 上的多项式

环 [ ]R x 存在。 
命题 2.2.12 一个除环 R 只有两个理想，就是零理想和单位理想(详见参考文献[4])。 
例 2.2.5 看整数环 R。那么一个整数 0n ≠ ，1 的所有倍数 ( )rn r R∈ 作成一个理想。 
例 2.2.6 看一个环 R 上的一元多项式环 [ ]R x 。那么所有多项式 

( )2
1 2 1n

na x a x a x n+ + ⋅⋅⋅ + ≥  

作成 [ ]R x 的一个理想。 
命题 2.2.13 假定 R 是一个环，A是它的一个理想，R 是所有模A的剩余类作成的集合。那么 R 本身

也是一个环，并且 R 与同态。 
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命题 2.2.14 假定 R 同 R 是两个环，并且 R 与 R 同态，那么这个同态满射的核A是 R 的一个理想，并

且 R R≅A 。 
命题 2.2.15 在环到环的一个同态满射之下， 
i) R 的一个子环 S 的象 S 是 R 的一个子环； 
ii) R 的一个理想A的象A是 R 的一个理想； 
iii) R 的一个子环 S 的逆象 S 是 R 的一个子环； 
iv) R 的一个理想A的逆象A是 R 的一个理想。 
命题 2.2.16 假定 R 是一个有单位元的交换环，A是 R 的一个理想。R A是一个域，当而且只当A是

一个最大理想的时候。 
例 2.2.7 我们看整数环 R。我们说，由一个素数 p 所生成的主理想 ( )p 是一个最大理想。因为：假定

是A一个不等于 ( )p 的 R 的理想，并且 

( )p⊃A  

那么A一定包含一个不能被 p 整除的整数 q。由于 p 是素数，q 与 p 互素，所有我们可以找到整数 s
和 t，使得 

1sp tq+ =  

但 p 也属于A，而且A是理想，所以 

1∈A， RA =  

例 2.2.8 R 是整数环， ( )p 是由素数 p 所生成的主理想。那么由上面例 2.2.5， ( )R p 是一个域。 

2.3. 域的相关命题 

由于域是交换单环，无真理想，因而域不能像群、环那样，通过对不变子群，商群或理想、商环来

讨论。常用的方法是从已知域出发，研究它的扩域。 
首先来看域的生成相关定理： 
引理 2.3.1 (域的生成定理引理) 假定U R≠ 是环 R 的理想，剩余类环 R/U 除了零理想同单位理想以

外不再有理想，当而且只当 U 是最大理想的时候。 
引理 2.3.2 (域的生成定理引理) 若有单位元( 0≠ )的交换环 R 除了零理想同单位理想以外没有其他的

理想，那么 R 一定是一个域。 
定理 2.3.1 (域的生成定理) 假定 R 是一个有单位元的交换环，U 是 R 的一个理想，R/U 是一个域，

当而且仅当 U 是一个最大理想的时候。 
其次来看商域的相关定理： 
引理 2.3.3 (商域引理 1) 每一个没有零因子交换 R 都是一个域 Q 的子环。 
引理 2.3.4 (商域引理 2) Q 刚好是由所有元 

( ), , 0a a b R b
b

∈ ≠  

所作成的，这里 

1 1a ab b a
b

− −= =  

定理 2.3.2 (商域定理 1) 假定 R 是一个有两个以上的元的环，F 是一个包含 R 的域，那么 F 包含 R
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的一个商域。 
定理 2.3.3 (商域定理 2)同构的环的商域也同构，这样，抽象地来看，一个环最多只有一个商域。 
接着分析域的特征及相关定理： 
定义 2.3.1 (域的特征定义) 假设 p 是最小的正整数，使得 p 个 1 相加等于 0，那么 p 就称为域的特征。

特别地，如果任何多个 1 相加都不是 0，那么特征 p 就等于 0。 
定理 2.3.4 如果域的特征不等于零，则其特征一定为素数。 
证明：设域 F 的特征为 p， 0p ≠ 。如果 p 为合数，则存在 1 21 ,p p p≤ < ，使得 1 2p p p= ⋅ ，则 

( )( ) ( )1 2 1 21 1 1 0k k kp p p p= ⋅ =  

而 11kp 和 21kp 都是域 F 中的一个元素，并且 F 中没有零因子。所以有 11 0kp = 或 21 0kp = ，但这与 p
是 F 的特征的前提矛盾。所以 p 不是合数，p 为素数。 

定理 2.3.5 设域 F 的特征为 p，则对任意的 , 0a F a∈ ≠ ， m Z∈ ，则 0ma = 的充要条件是： p m 。 
证明：必要性显然成立。 
充分性：令 , , 0m np r n Z r p= + ∈ ≤ < ，则 

( ) ( )1 1 0F Fma ma m a= = =  

因为 0a ≠ 且 F 中没有零因子，所以 1 0Fm = 。 

( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 0 1 0F F F F F Fnp r np r n p r r+ = + = + = + =  

1 0Fr =  

这与 p 是 F 的特征的前提矛盾。 
然后分析有限域及相关定理： 
定理 2.3.6 有限域的阶只能是素数 q 的幂，并且对任何一个素数幂 n 都有一个阶为 n 的有限域，其

中 n 为整数。 
定理 2.3.7 设 qF 是一个 q 阶的有限域，则 { }\ 0qF 对于乘法构成一个循环群(有限域的乘法群是一个

循环群)。 
证明：因为 qF 是一个域，所以 { }\ 0qF 对于乘法构成一个阶为 1q − 有限群。 
令 { }\ 0qF F′ = ，则 ,a F aF F′ ′ ′∀ ∈ = ，则 i aF j aFi j′ ′∈ ∈∏ = ∏ ， 1q

i aF j aFa i j−
′ ′∈ ∈∏ = ∏ ， 1 1qa − = 。所以

{ }\ 0qF 的阶为 1q − 。 
设元素 a 的阶为 ( )ord a ，则 ( ) 1ord a q − ，将 1dx = 的解表示成集合{ }0 1 1, , , da a a −

 ，而在集合 

{ }0 1 1, , , da a a −
 中，由 ( ) ( )

( )( ) ( ),,
n ord a dord a

n dn ord a
= = 可知，阶为 d 的元素个数为 ( )dϕ 。如果 F ′中阶为 d

的元素，那么 ( ) 0F d = ，所以 ( ) ( )F d dϕ≤ ，而 ( )( )1 1d q d qϕ
−

= −∑ ，所以 ( ) ( )( )( )1 0d q d F dφ
−

− =∑ ，所 

以对所有能够整除 1q − 的整数 d 都有 ( ) ( )F d dϕ= ，所以 ( ) ( )1 1 0F q qϕ− = − ≠ ， ( ), 1g F ord g q′∃ ∈ = − ，

所以 { }0 1 2, , , qF g g g −′ =  ，所以 F ′是一个循环群。 
定理 2.3.8 如果有限域 F 的特征为 p，那么 F 中元素的数目为 p 的方幂。 
定理 2.3.9 设 p 是任一素数而 n 是任一正整数，那么总存在着一个恰好 np 个元素的有限域。 
定理 2.3.10 任何无限域必定包含与有理数域同构的子域，而任何特征为 p 的有限域必定包含与

( )Z p 同构的子域。 
再来研究扩域及相关定理： 
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定义 2.3.2 设 F 是一个域，如果 1F 是 F 的子域，则称 F 为 1F 的扩域。 
若 1|F F ，且 Fα ∈ ，F 的含 1F 和α 的最小子域记为 ( )1F α 。 
定理 2.3.11 如果 F 是 1F 的扩域，则

1 1
1 1 1 1F F F F= = ，而且，F 可作为 1F 上的线性空间。 

最后研究域的同构及相关定理： 
定义 2.3.3 如果在域 F 和 K 之间可以建立一个同态双射，那么我们说 F 和 K 同构。 
定理 2.3.12 设 1F 和 2F 是域， 1 2: F Fφ → 是一个同构，那么φ 把 1F 的 0 映射到 2F 的 0，把 1F 的 1 映

射到 2F 的 1，而且 ( ) ( )a aφ φ− = − ； ( ) ( ) 11a aφ φ −− = 。 
定理 2.3.13 设 1F 和 2F 是域， 1 2: F Fφ → 是一个同构，那么这两个域的特征一样。 
证明：如果 1F 特征为 0，对任意正整数 n， 1 0n ⋅ ≠ 。由定理 2.3.4， ( )1 0nφ ⋅ ≠ ，所以对于任意正整

数 n，有 ( )1 0nφ ≠ 。于是 2F 特征为 0。 
如果 1F 特征为 p， 1 0p ⋅ = 。由定理 1， ( ) ( )1 1 0p pφ φ⋅ = = ，所以 2F 特征不为 0，且是一个整除 p 的

素数，于是 2F 特征为 p。 
定理 2.3.14 两个阶相同的域必然同构。 
定理 2.3.15 任意两个元素个数相同的有限域一定同构。 

3. 群论的应用 

3.1. 群论在密码中的应用 

双钥密码体制的关键即为找到一个恰当的单向函数，而单向函数的定义应用到了近世代数中有关映

射的内容。 
定义 3.1.1 一个可逆函数 :f A B→ ，若它满足： 
1) 对所有 x A∈ ，易于计算 ( )f x 。 
2) 对“几乎所有 x A∈ ”由 ( )f x 求 x “极为困难”，以至于实际上不可能做到，则称 f 为一单向

(One-way)函数。 
定义中的“极为困难”是对现有的计算资源和算法而言。 
例 3.1.1 令f是在有限域 ( )GF p 中的指数函数，其中 p 是大素数，即 

( ) xy f x α= =  

式中， ( )x GF p∈ ，其逆运算是 ( )GF p 中定义的对数运算 log , 0 1x x pβ
α α= ≤ < − 。 

显然，由 x 求 y 是容易的，即使当 p 很大，例如 1002p ≈ 时也不难实现。为方便计算以下令 2α = 。

所需的计算量为 2log p 次乘法，存储量为 ( )2
2log p  bit，利用高速计算机由 x计算 xα 可在 0.1毫秒内完成。

但是相对于当前计算 ( )GF p 中对数最好的算法，当 1002p = 时，以计算指数一样快的计算机进行计算需

时约 1010.7秒(1 年 = 107.5秒，故约为 1600 年！其中假定存储量的要求能够满足)。可见，当 p 很大时， ( )GF p
中的 ( ) , 1xf x x pα= < − 是个单向函数。 

3.2. 图形的对称变换群 

定义 3.2.1 使图形不变形地变到与他重合的变换称为这个图形的对称变换。 
定义 3.2.2 图形的一切对称变换关于变换的乘法构成群，称为这个图形的对称变换群。 
例 3.2.1 正三角形的对称变换群 
设正三角形的三个顶点分别为 1、2、3，如图 2，显然，正三角形的每一个对称变换都导致正三角形

的三个顶点的唯一一个置换。反之，由正三角形的三个顶点的任一置换都可得到正三角形的唯一一个对
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称变换，从而可用 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }3 1 , 12 , 13 , 23 , 123 , 132S =  

表示正三角形的对称变换群。 
其中 ( )1 为恒等变换，( ) ( ) ( )12 , 13 , 23 分别表示关于正三角形的三个对称轴的反射变换，( ) ( )123 , 132 分

别表示关于正三角形的中心按逆时针方向旋转 120 度、240 度的旋转变换。 
 

 
Figure 2. Regular triangle 
图 2. 正三角形 

 
例 3.2.2 正方形的对称变换群 
正方形的四个顶点分别用 1、2、3、4 来表示，如图 3。于是正方形的每一对变换可用一个 4 次置换

来表示。显然，不同的对称变换的乘积对应的置换也不同，而对称变换的乘积对应了置换的乘积。这说

明，正方形的对称变换群可用一置换群来表示。 
容易看出，正方形的对称变换有两类： 
第一类：绕中心的分别旋转 90 度，180 度，270 度，360 度的旋转，这对应于置换 

( ) ( )( ) ( ) ( )1234 , 13 24 , 1432 , 1  

第二类：关于正方形的 4 条对称轴的反射，这对应于置换 
( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )12 34 , 24 , 14 23 , 24 , 13  

所以，正方形的对称变换群由上述 8 个元素，这是四次对称群的一个子群。 
 

 
Figure 3. Square 
图 3. 正方形 
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3.3. 基于换位子的密钥交换协议(详见参考文献[5]) 

定义 3.3.1  设 ,x y 为群 G 的两个元素，称元素 1 1xyx y− − 为 ,x y 的换位子。 
定义 3.3.2  共轭问题是指是否存在算法来判断群 G 中给定的任意两个元素是共轭元素，两个元素

,x y 共轭是指存在 G 中的元素 w，使得 1y w xw−= 成立。 
定理 3.3.1  设公共信息为群 G，两个系列 { }1 2, , ,A nS a a a=  和 { }1 2, , ,B nS b b b=  为群 G 的元素。用

户 A 在 AS 中选择一个私钥 X，用户 B 在 BS 中选择一个私钥 Y。用户 A 将下列序列发送给用户 B： 
1 1 1

1 2, , , mXb X Xb X Xb X− − −
  

而用户 B 则将下列序列发送给用户 A： 
1 1 1

1 2, , , mYa Y Ya Y Ya Y− − −
  

则用户 A 和用户 B 拥有公共的密钥 1 1XYX Y− − 。 
证  不妨令 iNi aaX 1

1 =− ，其中 in Aa S∈ ，则由共轭运算的基本特征有： 

( ) ( )1 1 1 1 1
1i iN in iNX YX Y X Y a a Y X Ya Y Ya Y− − − − −⋅ = ⋅ = ⋅   

而表达式 1
iNYa Y − ， 1,2, ,n N=  ，就是用户 B 发送给用户 A 的值，X 又是 A 的私钥，从而他可以计

算换位子 1 1XYX Y− − 的值。同理，不妨令 1j jKY b b=  ，其中 jk Bb S∈ ，则： 

( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1
1 1j jK j jKXYX Y X b b X Y Xb X Xb X Y− − − − − − −= =   

而表达式 1, 1, 2, ,jKXb X k k− =  ，就是用户 A 发送给用户 B 的值， 1Y − 又是 B 私钥 Y 的逆，从而用户

B 可以计算 1 1XYX Y− − 。因此，用户 A 和用户 B 就具有了一个共享密钥。定理得证。 

3.4. 群在分子结构的问题中的应用 

在化学领域，已知分子包含的化学键与原子，能够利用群论知识快速地求解合成物的个数。以下面

的问题为例说明群在应用中的重要地位。 
设在苯环结构上的碳原子之间是由单双键交替连接的，在每个碳原子上结合 CH3 或 H 或 NO2，问能

够合成多少种不同的化合物？ 
首先我们把苯环连接键看成相同的。此时，我们可以将该问题转化为含有三种颜色的六个珠子的项

链问题。对此，我们先引入利用群来求解项链问题的方法： 
例 3.4.1 用 m 颗 n 种颜色的珠子制作项链，能够设计出多少种不同的项链。(注：这里的“不同”是

指两个项链无论怎样旋转与翻转都不能重合。) 
解 用一个正 m 边形代表项链，它的每个顶点代表一颗珠子。沿逆时针方向对珠子进行标号，如图

4 所示。 
利用乘法原理，有标号的项链有 mn 。 
但是这里包含了一些可以通过旋转一个角度或翻转 180 度使它们完全重合，而问题中需要的是无论

怎么旋转或翻转都不能使它们重合的项链类型数。对于 n，m 小的情况可以用枚举法得到所有类型的项

链，但是随着 n，m 的增加，用枚举法解决问题越来越难。所以采用群论这一最简单，最有效的方法。 
但实际上苯环连接键是不同的，其单双键是交替的，故而在此基础上增加对旋转群的分析，由于两

个分子重合时，必须经过旋转后键的重合，包含单键和双键。故该旋转群为 G，同构于 3D 。 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ){ }1 , 135 246 , 153 246 , 14 23 56 , 16 25 34 , 12 36 45G =  

又全部有标号的分子数是 36。G 作用于有标号的分子结构上的不动点数计算如表 1 所示。 
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Figure 4. Taking octagons as an example 
图 4. 以八边形为例 

 
Table 1. Calculation of the number of fixed points acting on the labeled molecular structure 
表 1. 作用于有标号的分子结构上的不动点数计算 

群置换的次数 同类型群中元素的个数 每种情况下产生不同种物质的个数 

1 1 36 

3 2 2*32 

2 3 34 

总计 6 32*92 

 

所以 21 3 92 138
6

N = × × = ，即共可以形成 138 种不同的物质。 

3.5. 群论在机器人中的应用(详见参考文献[6]) 

在机器人领域，群论最初主要应用在机器人运动学的研究。随着研究的深入，从群论的角度将群论

应用于机器人的装配、标定和控制。机器人的位置无论是用矢量表示，还是用旋量表示，或以四元数、

双四元数等其他形式表示，其运动变换可以看作是群运算。由于连杆的内部结构在变换过程中保持不变，

其变换可以看作欧氏群的一个子群。群中的变换包括旋转和平移两种。在机器人运动学中，若采用群描

述机器人的运动，则表达式更简洁、更通用，便于符号推理，利用群论描述机器人运动还便于设计通用

的机器人语言。在机器人操作中，操作对象通常是对称的或具有对称的特性，用一般的数学工具很难描

述其相对位置，而用群可以很方便地描述其相对关系。特别是在装配任务中，当相互匹配的两个零件具

有对称性时，它们有很多装配位置，这很难用一般的数学工具来描述，用群就可很容易地表示并进行推

理。机器人在许多操作过程中具有非线性和非完整性，常用的线性控制不能满足其控制性能要求，人们

开始用非线性系统的几何理论来解决，其状态变换是在流形上进行的，它使用的工具是李群和李代数，

李群是连续群中重要的一种。 

3.6. 群论在量子力学中的应用 

群论是量子力学的基础。从群论的角度解决一些量子力学问题，主要包括哈密顿算符的对称性，矩

阵元定理和选择定则。运用群论的方法研究量子系统的对称性，可以不通过求解运动方程得到系统许多

普遍的精确的性质。 
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群论方法的特点在于，只要依据的对象的对称性质是严格的，则由它得出的结论必定是精确的、可

靠的；特别适当研究者对研究对象不是很了解时，通过对其对称性的分析可以得出一些带普遍性的结论。 
量子力学的基本问题是研究薛定谔方程的解： 

H EΨ = Ψ  

但是，除了在极少数简单情况外，一般情况很难得到 E 及Ψ的精确解。群论的方法可以通过找出哈

密顿量 H 的对称性，预测能量 E 的简并情况。这便是群论在量子力学中的一种应用。 
下面将简单讨论群论在量子力学中的具体应用实例。 
例 3.7.1 氢原子能级偶然简并的解释 
由量子力学的薛定谔方程求解得到某一确定能级对于若干态矢量(或波函数)，这种多个态矢量处于一

个能级的现象称为“简并”。它表明原子的哈密顿量具有某种对称性。因原子核的库仑势具有球对称性，

故一般多电子原子态矢量由三个量子数 , ,n l m 描述(不计自旋)。能级 ( ),E n l 与量子数 ,n l 有关简并度是

( )2 1l + ；但是，对于氢原子(或类氢原子)同样情况简并度却高得多 

( )
1

2

0
2 1

n

l
l n

−

=

+ =∑  

氢原子的简并度高于一般原子的现象，成为“偶然简并”。传统量子力学除了说明量子数的意义之

外，无法解释偶然简并现象。 
随着群论的引入，偶然简并现象得到正确的解释。群论指出：多电子原子其哈密顿仅具球对称性，

属于 ( )3SO 群；氢原子(及类氢原子)哈密顿量除了几何对称性之外，还有更高的对称性(即內禀对称性)，
属于 ( )4SO 群，故其简并度高于一般多电子原子。 

4. 结论 

群、环、域是近世代数中重要的代数系统，其产生和发展从 19 世纪 30 年代到现今具有深远的意义。

本文首先对此进行了系统的介绍，体现了各个定义和理论的探究过程，为近世代数的学习提供了历史基

础。其次，总结了群、环、域理论之间的关系图以及各部分的命题和条件，使得整体的群环域体系更加

完整。目前群已经深入渗透到几何学、代数拓扑学、函数论、泛函分析及其他许多数学分支之中。最后，

本文分别举例介绍了群论在密码学，图形对称变换，基于换位子的密钥交换协议，分子结构问题，机器

人中的应用，从多个角度打开群论的研究大门。 
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