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摘  要 

根据幻方的定义及其性质，结合矩阵的初等变换，给出一系列同角幻方的规范化定义以及它们之间的转

化规律，并且给予证明，使幻方的知识体系更加完善。 
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Abstract 
According to the definitions and properties of magic square, and combined with the elementary 
transformation of matrix, a series of normalized definitions of the same angle magic square and 
their transformation rule are given, and the proof is given, which makes the knowledge of magic 
square theory more perfect. 
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1. 引言 

幻方也称纵横图、魔方，发源于中国古代的洛书——九宫图。十三世纪，中国南宋数学家杨辉在世

界上首先展开了对幻方的系统研究。经过一代代数学家与数学爱好者的共同努力，关于幻方的研究成果

已经相当丰富，刘兴祥等[1]给出了幻方的矩阵化等价定义，在文献[2]中将幻方和拉丁方结合起来，并且

[3]进一步给出了具有更强幻性的完美和幻方的有关定义。张婧等[4]将完美和幻方和积幻方结合起来，给

出了完美积幻方的定义以及构造方法，同时[5]基于完美始元和幻方，给出了双偶数阶完美始元和幻方的

定义和构造方法。詹森等[6]给出奇数平方阶最完美幻方的通用构造法。但在逐渐深入探究的过程中，发

现目前并没有对于一类规律性较强的幻方即本文中所给出的同角幻方有所规定，也无法开展更进一步的

探索。于是本文在充分掌握幻方相关定义及其性质之后，从异元幻方入手，首先给出了同角幻方(左上角

同角幻方，右上角同角幻方，左下角同角幻方，右下角同角幻方)的规范化定义，其次结合矩阵的初等变

换，得到了它们之间的转化规律，即该四种同角幻方可以任意利用其中之一构造其他三种，并且给出证

明，为后续该幻方构造方法的研究以及此类幻方与其他幻方之间互相构造奠定了基础，使得幻方的知识

体系更加完整，同时也为幻方的应用提供了理论依据。 

2. 预备知识 

定义 1 [1] [7]设 { }21, 2, ,iS a i n= =  ，当 ( )2, 1, 2, ,i j i j n≠ =  时 i ja a≠ ，矩阵 ( )ij n n
A a

×
= ， 

( ), 1, 2, ,ija S i j n∈ =  ，如果矩阵 A 满足下列条件
 

1) ( ) ( )
1 1

,1 ,1
n n

i i
i i

A E n S E n
= =

   =   
   
∑ ∑ ， 

2) ( ) ( )
1 1

1, 1,
n n

j j
j j

E n A S E n
= =

   
=   

   
∑ ∑ ， 

3) ( ) ( )
1 1

1, ,1
n n

i i
i i

E n A E n S
= =

    =   
   
∑ ∑ ， 

4) ( ) ( )1
1 1

1, ,1
n n

i n i
i i

E n A E n S+ −
= =

    =   
   
∑ ∑ ，

 

5) { }, , , 1, 2, ,i j x y n∀ ∈  ，当 i x≠ 或 j y≠ 时 ij xya a≠ ， 

则称矩阵 A 为 n 阶异元幻方。 

3. 主要结果 

3.1. 定义 

定义 1 设矩阵 ( )( ) ( )2 2 2 2ij n n
A a

+ × +
= ， ( ){ }( )21, 2, , 2 2 , 1,2, , 2 2ija n i j n∈ + = + 

  
{ }, , , 1, 2, , 2 2i j x y n∀ ∈ + ，当 i x≠ 或 j y≠ 时 ij xya a≠ ，如果 ( )ij u u

a
×
是 ( )4,6,8, , 2 2u u n= + 阶异元幻方， 

则称矩阵 A 是 2 2n + 阶左上角同角幻方。 

定义 2 设矩阵 ( )( ) ( )2 1 2 1ij n n
A a

+ × +
= ， ( ){ }( )21, 2, , 2 1 , 1,2, , 2 1ija n i j n∈ + = +   
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{ }, , , 1, 2, , 2 1i j x y n∀ ∈ + ，当 i x≠ 或 j y≠ 时 ij xya a≠ ，如果 ( )ij u u
a

×
是 ( )3,5,7, , 2 1u u n= + 阶异元幻 

方，则称矩阵 A 是 2 1n + 阶左上角同角幻方。 

定义 3 设矩阵 ( )( ) ( )2 2 2 2ij n n
A a

+ × +
= ， ( ){ }( )21, 2, , 2 2 , 1,2, , 2 2ija n i j n∈ + = +   

{ }, , , 1, 2, , 2 2i j x y n∀ ∈ + ，当 i x≠ 或 j y≠ 时 ij xya a≠ ，如果 ( ),2 2i n j r r r
a + + − ×

是 ( )4,6,8, , 2 2r r n= + 阶 

异元幻方，则称矩阵 A 是 2 2n + 阶右上角同角幻方。 

定义 4 设矩阵 ( )( ) ( )2 1 2 1ij n n
A a

+ × +
= ， ( ){ }( )21, 2, , 2 1 , 1,2, , 2 1ija n i j n∈ + = +   

{ }, , , 1, 2, , 2 1i j x y n∀ ∈ + ，当 i x≠ 或 j y≠ 时 ij xya a≠ ，如果 ( ),2 1i n j r r r
a + + − ×

是 ( )3,5,7, , 2 1r r n= + 阶 

异元幻方，则称矩阵 A 是 2 1n + 阶右上角同角幻方。
 

定义 5 设矩阵 ( )( ) ( )2 2 2 2ij n n
A a

+ × +
= ， ( ){ }( )21, 2, , 2 2 , 1,2, , 2 2ija n i j n∈ + = +   

{ }, , , 1, 2, , 2 2i j x y n∀ ∈ + ，当 i x≠ 或 j y≠ 时 ij xya a≠ ，如果 ( )2 2 ,n i r j r r
a + + − ×

是 ( )4,6,8, , 2 2r r n= + 阶 

异元幻方，则称矩阵 A 是 2 2n + 阶左下角同角幻方。
 

定义 6 设矩阵 ( )( ) ( )2 1 2 1ij n n
A a

+ × +
= ， ( ){ }( )21, 2, , 2 1 , 1,2, , 2 1ija n i j n∈ + = +   

{ }, , , 1, 2, , 2 1i j x y n∀ ∈ + ，当 i x≠ 或 j y≠ 时 ij xya a≠ ，如果 ( )2 1 ,n i r j r r
a + + − ×

是 ( )3,5,7, , 2 1r r n= + 阶 

异元幻方，则称矩阵 A 是 2 1n + 阶左下角同角幻方。
 

定义 7 设矩阵 ( )( ) ( )2 2 2 2ij n n
A a

+ × +
= ， ( ){ }( )21, 2, , 2 2 , 1,2, , 2 2ija n i j n∈ + = +   

{ }, , , 1, 2, , 2 2i j x y n∀ ∈ + ，当 i x≠ 或 j y≠ 时 ij xya a≠ ，如果 ( )2 2 ,2 2n i r n j r r r
a + + − + + − ×

是 

( )4,6,8, , 2 2r r n= + 阶异元幻方，则称矩阵 A 是 2 2n + 阶右下角同角幻方。
 

定义 8 设矩阵 ( )( ) ( )2 1 2 1ij n n
A a

+ × +
= ， ( ){ }( )21, 2, , 2 1 , 1,2, , 2 1ija n i j n∈ + = +   

{ }, , , 1, 2, , 2 1i j x y n∀ ∈ + ，当 i x≠ 或 j y≠ 时 ij xya a≠ ，如果 ( )2 1 ,2 1n i r n j r r r
a + + − + + − ×

是 

( )3,5,7, , 2 1r r n= + 阶异元幻方，则称矩阵 A 是 2 1n + 阶右下角同角幻方。 

3.2. 同角幻方之间的关系 

定理 1 设矩阵 A 是 2 1n + ( )1,2,3,n =  阶左上角同角幻方，则 
1) 1,2 1 2,2 1, 3 , 2n n n n n nAP P P P+ − + + 是 2 1n + 阶右上角同角幻方。 
2) , 2 1, 3 2,2 1,2 1n n n n n nP P P P A+ − + + 是 2 1n + 阶左下角同角幻方。 
3) , 2 1, 3 2,2 1,2 1 1,2 1 2,2 1, 3 , 2n n n n n n n n n n n nP P P P AP P P P+ − + + + − + +  是 2 1n + 阶右下角同角幻方。 
证明：接下来将用第一归纳法来证明上述定理。 
当 1n = 时，即矩阵 A 为 3 阶异元幻方。矩阵 A 分别经过定理中(1) (2) (3)线性变换之后可证分别为 3

阶右上角同角幻方、3 阶左下角同角幻方、3 阶右下角同角幻方。 
即成立。 
当 2n = 时，由于矩阵 A 是 5 阶左上角同角幻方，根据定义知 ( )3 3ija

×
， ( )5 5ija

×
分别是 3 阶异元幻方

和 5 阶异元幻方。 
1) 中矩阵 A 经过线性变换后，可知 ( ), 2 3 3i ja + ×

，( ), 2 5 5i ja + ×
分别是 3 阶异元幻方和 5 阶异元幻方，满足

右上角同角幻方的定义。 
2) 3)证明同理可得。 
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即成立。 
假设 n k= 时，即矩阵 A 是 2 1k + 阶左上角同角幻方，定理 1 成立。 
当 1n k= + 时，根据以上归纳和假设可知定理 1 中(1) (2) (3)依然成立。 
即可证明定理 1 成立 
定理 2 设矩阵 A 是 2 2n + 阶左上角同角幻方，则 
1) 1,2 2 2,2 +1 , 3 +1, 2n n n n n nAP P P P+ + + 是 2 2n + 阶右上角同角幻方。 
2) +1, 2 , 3 2,2 +1 1,2 2n n n n n nP P P P A+ + + 是 2 2n + 阶左下角同角幻方。 
3) +1, 2 , 3 2,2 +1 1,2 2 1,2 2 2,2 +1 , 3 +1, 2n n n n n n n n n n n nP P P P AP P P P+ + + + + +  是 2 2n + 阶右下角同角幻方。

 
定理 3 设矩阵 A 是 2 1n + 阶右上角同角幻方，则 
1) 1,2 1 2,2 1, 3 , 2n n n n n nAP P P P+ − + + 是 2 1n + 阶左上角同角幻方。 
2) , 2 1, 3 2,2 1,2 1n n n n n nP P P P A+ − + + 是 2 1n + 阶右下角同角幻方。 
3) , 2 1, 3 2,2 1,2 1 1,2 1 2,2 1, 3 , 2n n n n n n n n n n n nP P P P AP P P P+ − + + + − + +  是 2 1n + 阶左下角同角幻方。 
定理 4 设矩阵 A 是 2 2n + 阶右上角同角幻方，则 
1) 1,2 2 2,2 +1 , 3 +1, 2n n n n n nAP P P P+ + + 是 2 2n + 阶左上角同角幻方。 
2) +1, 2 , 3 2,2 +1 1,2 2n n n n n nP P P P A+ + + 是 2 2n + 阶右下角同角幻方。 
3) +1, 2 , 3 2,2 +1 1,2 2 1,2 2 2,2 +1 , 3 +1, 2n n n n n n n n n n n nP P P P AP P P P+ + + + + +  是 2 2n + 阶左下角同角幻方。

 
定理 5 设矩阵 A 是 2 1n + 阶左下角同角幻方，则 
1) 1,2 1 2,2 1, 3 , 2n n n n n nAP P P P+ − + + 是 2 1n + 阶右下角同角幻方。 
2) , 2 1, 3 2,2 1,2 1n n n n n nP P P P A+ − + + 是 2 1n + 阶左上角同角幻方。 
3) , 2 1, 3 2,2 1,2 1 1,2 1 2,2 1, 3 , 2n n n n n n n n n n n nP P P P AP P P P+ − + + + − + +  是 2 1n + 阶右上角同角幻方。 
定理 6 设矩阵 A 是 2 2n + 阶左下角同角幻方，则 
1) 1,2 2 2,2 +1 , 3 +1, 2n n n n n nAP P P P+ + + 是 2 2n + 阶右下角同角幻方。 
2) +1, 2 , 3 2,2 +1 1,2 2n n n n n nP P P P A+ + + 是 2 2n + 阶左上角同角幻方。 
3) +1, 2 , 3 2,2 +1 1,2 2 1,2 2 2,2 +1 , 3 +1, 2n n n n n n n n n n n nP P P P AP P P P+ + + + + +  是 2 2n + 阶右上角同角幻方。 
定理 7 设矩阵 A 是 2 1n + 右下角同角幻方，则 
1) 1,2 1 2,2 1, 3 , 2n n n n n nAP P P P+ − + + 是 2 1n + 阶左下角同角幻方。 
2) , 2 1, 3 2,2 1,2 1n n n n n nP P P P A+ − + + 是 2 1n + 阶右上角同角幻方。 
3) , 2 1, 3 2,2 1,2 1 1,2 1 2,2 1, 3 , 2n n n n n n n n n n n nP P P P AP P P P+ − + + + − + +  是 2 1n + 阶左上角同角幻方。 
定理 8 设矩阵 A 是 2 2n + 阶右下角同角幻方，则 
1) 1,2 2 2,2 +1 , 3 +1, 2n n n n n nAP P P P+ + + 是 2 2n + 阶左下角同角幻方。 
2) +1, 2 , 3 2,2 +1 1,2 2n n n n n nP P P P A+ + + 是 2 2n + 阶右上角同角幻方。 
3) +1, 2 , 3 2,2 +1 1,2 2 1,2 2 2,2 +1 , 3 +1, 2n n n n n n n n n n n nP P P P AP P P P+ + + + + +  是 2 2n + 阶左上角同角幻方。 
定理 2 到定理 8 的证明同理可得。

 
4. 小结 

通过幻方和矩阵的初等变换相结合的思路展开研究，给出了一系列同角幻方的定义，并且得到了它

们之间的关系，为后续的进一步探索奠定了基础。 
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