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Abstract 
As a class of parameter in chemical, modified wiener index and modified hyper-wiener index are 
used to measure the structure and characters of molecular. In this paper, we present some results 
on modified wiener index and modified hyper-wiener index for line graph and several classes of 
graphs. 
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摘  要 

修改的维纳指数和修改的超维纳指数作为一类化学参数用来衡量分子的化学结构和化学性质。本文给出

线图和一些特殊图类修改的维纳指数和修改的超维纳指数的若干结果。 
 
关键词 
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1. 引言 

在理论化学中，常用图模型来表示分子结构，用顶点来表示原子，边表示它们之间的化学键。而化

学分子的特性常常用一些参数来衡量，比如PI指数、维纳指数、Randic 指数等等。相关内容可参考[1]-[5]。
本文只考虑无向、简单、有限图。设G是一个图，它的顶点集合和边集分别用V(G)和E(G)来表示。文中

所用符号和标记若没有特别说明则与[6]一致。 
一个图的维纳指数 ( )W G 是图中所有顶点对的距离之和： 

( ) ( )
{ } ( ),

,
u v V G

W G d u v
⊆

= ∑ , 

其中 ( ),d u v 表示顶点u和v在G中的距离。修改的维纳指数 ( )W Gλ 作为一般维纳指数的推广，其定义如下： 

( ) ( )
{ } ( ),

,
u v V G

W G d u v λ
λ

⊆

= ∑ , 

其中 λ 是实数。作为超维纳指数的推广，[7]定义了修改的超维纳指数如下： 

( ) ( )
{ } ( )

( )
{ } ( )

2

, ,

1 , ,
2 u v V G u v V G

WW G d u v d u vλ λ
λ

⊆ ⊆

 
= +  

 
∑ ∑ , 

其中 λ 是实数。有关维纳相关指数的研究是近年来理论化学研究的热点，相关内容可参考[8]-[10]。本文

将研究线图和一些特殊图类的修改维纳指数和修改的超维纳指数，给出若干结果。 

2. 线图的维纳相关指数 

定理1. 设G是有n个顶点，m条边的连通图，且vi的度为di。若G的直径 ( ) 2Diam G ≤ 且G的任意一个

导出子图都不同构于下面的F1，F2和F3。 
设 ( )L G 为G的线图，则有： 

( )( ) ( )2 2

1 1

11 1 2
2 2 2

n n

i i
i i

W L
m

G
m

m d d λ
λ

= =

+  − + + −  
   

= ∑ ∑ , 

( )( ) ( ) 2
2 2

1 1

11 1 2 2
2 2 2 2

n n

i i
i i

m m
W G d dL mW

λ λ

λ
= =

+  + − + + −  
   

= ∑ ∑ . 

证明：由线图的定义可知 ( )( )V L G m= , ( )( ) 2

1

1
2

n

i
i

E L G m d
=

− += ∑ 。若 ( ) 2Diam G ≤ ，则 
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( ) ( )1
2

2
n n

m mW G λ
λ

− 
+ − 
 

= . 

( ) ( ) 21 2 2
2 2

n n
m mWW Gλ

λ λ−  +
+ − 
 

= . 

对一个直径不超过2的连通图，易知在导出子图不同构于F1，F2和F3的条件下，其线图的直径也不会

超过2。从而有 

( )( ) ( )2 2

1 1

11 1 2
2 2 2

n n

i i
i i

m
W L

m
d m dG m λ

λ
= =

−  − + + + −  
   

= ∑ ∑ , 

( )( ) ( ) 2
2 2

1 1

11 1 2 2
2 2 2 2

n n

i i
i i

WW L G
m m

m d m d
λ

λ

λ

= =

−  + − + + + − 
 

= 
 

∑ ∑ . 

结论证毕。 
推论1. 设G是一个有n个顶点的连通r正则图。若G的直径 ( ) 2Diam G ≤ 且G的任意一个导出子图都不

同构于图1中的F1，F2和F3。则有 

( )( )
2 2

1 2
2 2 4 2 2
nr nr nr nW r nL rG λ

λ
    − + + + −    

   
=


, 

( )( )
2 2 22 21

2 2 4 2 2 2
WW nr nr nr nL G r nr λ

λ

λ    + − + + + −    
  

=
 

. 

证明：根据正则图的定义，有
2
nrm = , id r= 。代入定理1即得结论。 

定理2. 设G是一个连通图，其顶点集合 ( ) { }1 2, , , nV G v v v=  ，边集合 ( ) { }1 2, , , me eE G e=  。设vi的

度为di。若 e uv= 是G的任意一条边，则e的度定义为 ( ) 2u vd e d d= + − 。若 0λ > ，则有 

( )( ) ( ) ( )( )
( )1

1 1 2 1
2 2

n
i i

i e E G
W L G

d d
m d eλ

λ

= ∈

−
≥ + − −∑ ∑ , 

( )( ) ( ) ( )( )
( )

2

1

1 1 2 2 1
2 2 2

n
i i

i e E G
WW L G

d d
m d e

λ

λ

λ

= ∈

− +
≥ + − −∑ ∑ . 

上式等号成立的充分必要条件为：G的直径 ( ) 2Diam G ≤ 且G的任意一个导出子图都不同构于图1中
的F1，F2和F3。 

若 0λ < ，则有 

( )( ) ( ) ( )( )
( )1

1 1 2 1
2 2

n
i i

i e E G
W L G

d d
m d eλ

λ

= ∈

−
≤ + − −∑ ∑ , 

( )( ) ( ) ( )( )
( )

2

1

1 1 2 2 1
2 2 2

n
i i

i e E G
WW L G

d d
m d e

λ

λ

λ

= ∈

− +
≤ + − −∑ ∑ . 

同理，上式等号成立的充分必要条件为：G的直径 ( ) 2Diam G ≤ 且G的任意一个导出子图都不同构于

图1中的F1，F2和F3。 
证明：下面只给出 0λ > 情况的证明，对于 0λ < 的情景可用类似的方法得到结论。 
对于每个顶点vi而言，有di条边和它相关联，这些边在L(T)中构成顶点数为di的完全图。因此这di个顶 
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Figure 1. The avoiding induced subgraphs 
图 1. G 的导出子图的禁图 

 

点之间的距离和以及距离平方和均为
( )1

2
i id d −

。 

对于边 e uv= ，它一共关联了 ( ) 2u vd e d d= + − 条边。因此e在G中不关联的边共有 ( )1m d e− − 条。

在 ( )L G 中，e与这 ( )1m d e− − 个顶点的距离至少为2。从而有 

( )( ) ( ) ( )( )
( )1

1 1 2 1
2 2

n
i i

i e E G
W L G

d d
m d eλ

λ

= ∈

−
≥ + − −∑ ∑ , 

( )( ) ( ) ( )( )
( )

2

1

1 1 2 2 1
2 2 2

n
i i

i e E G
WW L G

d d
m d e

λ

λ

λ

= ∈

− +
≥ + − −∑ ∑ . 

若G的直径 ( ) 2Diam G ≤ 且G的任意一个导出子图都不同构于图1中的F1，F2和F3，则 ( )( ) 2Diam L G ≤

成立。e与这 ( )1m d e− − 个顶点在 ( )L G 中的距离恰好为2，从而 

( )( ) ( ) ( )( )
( )1

1 1 2 1
2 2

n
i i

i e E G
W L G

d d
m d eλ

λ

= ∈

+ − −=
−

∑ ∑ , 

( )( ) ( ) ( )( )
( )

2

1

1 1 2 2 1
2 2 2

n
i i

i e E G
WW L G

d d
m d e

λ λ

λ
= ∈

− +
+ −= −∑ ∑ . 

反过来要使上式成立，那么G中任意两条不关联的边在 ( )L G 中的距离必须为2。设 ie 和 je 在 ( )L G 中

的距离为2，则存在G中的边 ke 同时与 ie 和 je 关联。这时G的任意一个导出子图都不同构于图1中的3个禁

图，且 ( ) 2Diam G ≤ 。结论证毕。 

若G是一个r-正则图，那么
2
nrm = , id r= , ( ) 2 2d e r= − 。运用定理2的结论可得如下推论。 

推论2. 设G是一个有n个顶点的连通r正则图。若 0λ > ，则 

( )( ) ( )1
2 1 2

2 4 2
nr r n rG r rW L nλ

λ

−  ≥ + + − 
 

, 

( )( ) ( ) 21 2 2 1 2
2 4 2 2

nr r nWW L n rG r rλ λ

λ

− +  ≥ + + − 
 

. 

上式等号成立的充分必要条件为：G的直径 ( ) 2Diam G ≤ 且G的任意一个导出子图都不同构于图1中
的F1，F2和F3。 

若 0λ < ，则 

( )( ) ( )1
2 1 2

2 4 2
nr r n rG r rW L nλ

λ

−  + + − 
 

≤ , 

( )( ) ( ) 21 2 2 1 2
2 4 2 2

nr r nWW L n rG r rλ λ

λ

− +  ≤ + + − 
 

. 

同理，上式等号成立的充分必要条件为：G的直径 ( ) 2Diam G ≤ 且G的任意一个导出子图都不同构于

F1 F2 F3
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图1中的F1，F2和F3。 
下面两个定理讨论树的线图的维纳相关指数计算公式。 
定理3. 设T是一个树， ( ) { }1, , nV T v v=  且vi的度记为 ( )1,2, ,id i n=  。L(T)表示T的线图，则 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )
1

1
1 , 1 1

2

n
i i

i j i j
i i j

d d
d vW dL vT d

λ

λ
= <

=
−

 + + − − ∑ ∑ , 

( )( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

2

1

1 , 1 ,1
1 1

2 2

n i j i ji i
i j

i i j

d v v
WW L T

d v vd d
d d

λ

λ

λ

= <

   + + +−    + − −= ∑ ∑ . 

证明：线图L(T)的顶点即为原图T的边。对于每个顶点vi而言，有di条边和它相关联，这些边在L(T)
中构成顶点数为di的完全图。因此这di个顶点之间的距离和以及距离平方和均为 

( )
1,2

1
,

2
, , .

2
i i i i

d d d
n

− 



==


                               (1) 

设vi, vj是T中的顶点，它们的度分别为di，dj。设 1 2 1, , ,
idx xx − 是顶点vi在T中所关联的边， 1 2 1, , ,

jdy yy −

是顶点vj在T中所关联的边，且满足 lx 和 ky 没有公共顶点(1 1il d≤ ≤ − , 1 1jk d≤ ≤ − ), 同时这些边都不在

vi, vj之间的路径上。由此可知 lx 和 ky 在L(T)中的距离为 ( )1 ,i jd v v+ 。从而关联vi的边 1 2 1, , ,
idx xx − 和关联

vj的边 1 2 1, , ,
jdy yy − 之间的距离和以及距离平方和分别为： 

( ) ( )( )1 , 1 1i j i jd v v d d + − −  ,                               (2) 

( ) ( )( )2
1 , 1 1i j i jd v v d d + − −  .                              (3) 

结合(1)~(3)，可知 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )
1

1
1 , 1 1

2

n
i i

i j i j
i i j

d d
d vW dL vT d

λ

λ
= <

=
−

 + + − − ∑ ∑ , 

( )( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

2

1

1 , 1 ,1
1 1

2 2

n i j i ji i
i j

i i j

d v v
WW L T

d v vd d
d d

λ

λ

λ

= <

   + + +−    + − −= ∑ ∑ . 

结论证毕。 

3. 若干图类的维纳相关指数 

定理4. 设G是有n个顶点的连通图，并包含团 kK 。设 ( ),G n k 为在G中删除 kK 的边得到的图，

0 1k n≤ ≤ − 。若 0λ > ，则有 

( )( ) ( ) ( ) ( )1 1
2 2

,
1

2
2

k k n n k k
W G n kλ

λ− − − 
+ − 
 

≥ , 

( )( ) ( ) ( ) ( )21 1 12 2
2 2

,
2 2

WW G
k k n n k k

n k
λ λ

λ

− − − +
+ − 
 

≥ , 

等式成立当且仅当 nG K≅ 。 
若 0λ < ，则有 

( )( ) ( ) ( ) ( )1 1
2 2

,
1

2
2

k k n n k k
W G n kλ

λ− − − 
+ − 
 

≤ , 
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( )( ) ( ) ( ) ( )21 1 12 2
2 2

,
2 2

WW G
k k n n k k

n k
λ λ

λ

− − − +
+ − 
 

≤ . 

同样，等式成立当且仅当 nG K≅ 。 
证明：下面只给出 0λ > 情况的证明，对于 0λ < 的情景可用类似的方法得到结论。 
设 ( ) { }1 2, , , nv vV G v=  。不失一般性，设团 kK 的顶点集为 { }1 1 2, , , kS v v v=  ，G中剩下的顶点为

{ }1 2, , ,k k nv v v+ +  。从而 1S 中任意两个顶点在 ( ),G n k 中的距离至少为2，剩余顶点对在 ( ),G n k 中的距离至

少为1。得到 

( )( ) ( ) ( ) ( )1 1
2 2

,
1

2
2

k k n n k k
W G n kλ

λ− − − 
+ − 
 

≥ , 

( )( ) ( ) ( ) ( )21 1 12 2
2 2

,
2 2

WW G
k k n n k k

n k
λ λ

λ

− − − +
+ − 
 

≥ . 

若 nG K≅ ，则可直接验证上式等号成立。 

反过来，设 ( )( ) ( ) ( ) ( )1 1
2 2

,
1

2
2

k k n n k k
W G n kλ

λ− − − 
+ − 
 

= 或者  

( )( ) ( ) ( ) ( )21 1 12 2
2 2

,
2 2

WW G
k k n n k k

n k
λ λ

λ

− − − +
+ − 
 

= 。若G不同构于 nK ，则G中至少有一对顶点不相邻。

不妨设 1 2, , ,k k k lv v v+ + + 在G中两两不相邻，其中 2 l n k≤ ≤ − 。从而 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1
2 2

2 2 2 2 2

1 1 1 1
2 2 1

2 2 2 2

,
k k l l n n k k l l

k k n n k k l l

W G n k λ λ

λ λ

λ

− − − − − 
+ + − − 

 
− − − − 

 = + − + −


≥

  


 

或者 

( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2 2

1 1 1 1 12 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 12 2 2 2 1
2 2 2 2

,

2 2

k k l l n n k k l l

k

WW G n

k n n k k l l

k
λ λ λ λ

λ λ λ λ

λ

− − − − − + +
+ + − − 

 
− − − −   + +

= + − + −   


≥



 

由于 2 l n k≤ ≤ − 并且 0λ > ，可知 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1
2 2 1 2

2 2 2 2 2 2 2
k k n n k k l l k k n n k kλ λ λ− − − − − − −   

 + − + − > + −    
   

, 

或者 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

2

1 1 1 12 2 2 2 1
2 2 2 2 2 2

1 1 12 2
2 2 2 2

k k n n k k l l

k k n n k k

λ λ λ λ

λ λ

− − − −   + +
+ − + −   

  
− − − +

> + − 
 

 

这和假设矛盾，因此 nG K≅ 。  
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设G1，G2是G的两个子图。若 ( ) ( )1 2 0V G V G = 成立，则称G1，G2是独立的。 
定理5. 设 ( )p i

K  (其中 1,2, ,i k=  )是完全图 nK 中k个相互独立的完全子图。设图 ( ), ,G n p k 是从 nK

中删除 ( )p i
K 的边而得到的图，其中 1,2, ,i k=  ，1 nk

p
 

≤ ≤  
 

， 0 1p n≤ ≤ − 。则 

( )( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
2

2
, ,

2 2
n n k

W G n
p p kp p

p k λ
λ

− − − 
− + 

 
= , 

( )( ) ( ) ( ) ( ) 21 1 1 2 2
2 2

, ,
2 2

WW
n n kp p kp

n
p

G p kλ

λ λ− − −  +
− + 

 
= . 

证明：对于每个 ( )p i
K  ( )1,2, ,i k=  其内部任意两个顶点在 ( ), ,G n p k 中的距离均为2。其余

( )1
2 2

kp pn − 
− 

 
对顶点在 ( ), ,G n p k 中的距离均为1。从而 
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λ λ− − −  +
− + 

 
= . 

结论证毕。 
定理6. 设 ie  (其中 1,2, ,i k=  , 0 2k n≤ ≤ − )是完全图 nK 中与某个顶点v相关联的k条边。设 ( )nK k

是从 nK 中删除边 ie  ( )1, 2, ,i k=  得到的图。则有 
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 
= . 

证明：易知在 ( )nK k 中，有k对顶点的距离为2，其余
2
n

k 
− 

 
对顶点的距离为1。从而 

( )( ) ( )1
2

2n

n
kW

n
K k k λ

λ

− 
− + 

 
= , 

( )( ) ( ) 21 2 2
2 2nWW

n n
K k k kλ

λ λ−  +
− + 

 
= . 

结论证毕。 
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