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Abstract 

In this paper, the state feedback H∞ control problem of the sector region pole assignment is stu-
died for the linear time-invariant system under the premise that the actuator is trouble-free. By 
using the method of solving linear matrix inequality, the state feedback controller design problem 
with two kinds of index constraints is transformed into a set of LMI feasible solution problems. 
The results not only make the pole assignment in the sector region, but also keep the stability of 
the closed-loop system and reach the given H∞ performance index, so as to ensure the perfor-
mance of the system and realize the desired closed-loop pole assignment. The validity and feasi-
bility of the results are verified by numerical simulation. 
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摘  要 

本文针对线性定常系统，在执行器无故障的前提下，研究了扇形区域极点配置的状态反馈H∞控制问题，
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以解决外部的扰动和限定闭环极点的区域位置对被控输出的影响问题。利用求解线性矩阵不等式的方法，

将两类指标约束的状态反馈控制器设计问题转化成一组LMI的可行解问题，借助MATLAB-LMI工具箱进

行有效求解，完成了状态反馈控制器的设计。所得结论不仅使极点配置在扇形区域内，而且能够使闭环

系统保持稳定性且达到给定的H∞性能指标，保证了系统的性能，实现了期望的闭环极点。最后的数值仿

真验证了本文结果的有效性和可行性。 
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1. 引言 

鲁棒控制研究的主要内容是系统存在模型不确定性和外界干扰时，如何设计控制器使得相应的闭环

系统具有期望的性能。H∞ 鲁棒控制理论对外部扰动具有较强的抑制能力，扇形区域内的极点指标，具有

实际工程意义，因此极点配置和 H∞ 控制是设计控制器的重要方法，在实际应用中有广泛应用。本文求解

了同时满足上述两项指标要求的状态输出反馈控制器。 
文献[1]研究了扇形区域下具有执行器故障的区域极点配置的状态反馈可靠控制问题。文献[2]给出了

线性系统 2H 可靠跟踪控器存在的充分条件，利用求解 LMI 完成对 2H 可靠跟踪控制器的设计。文献[3]
提出了更实际的带有执行器故障扰动的保成本可靠控制问题。文献[4]在连续故障的前提下，基于 LMI
方法给出了反馈控制器存在的充分条件，并且提出了考虑执行器和传感器双故障系统的完整性设计方法。

文献[5]针对线性定常系统，在不考虑输出的情况下，以执行器故障为前提，给出了扇形区域极点配置的

可靠控制率。文献[6]针对不确定系统，研究了在混合故障的前提下使极点配置在扇形区域的可靠控制问

题。以上文献都是基于单一性能指标的控制问题。文献[7]针对具有不确定性的线性定常系统，提出了考

虑执行器故障的可靠跟踪控制器设计问题．文献[8]是控制理论的基础和概要。文献[9]将极点配置和鲁棒

控制相结合，研究了含区域极点配置的 2H H∞ 控制在舰载机自动着舰控制器设计。文献[10]提出一种加

权的 H∞ 优化设计方法来设计挠性系统的鲁棒控制器，以解决采用 H∞ 回路成形法设计时控制器不稳定且

鲁棒性差的问题。文献[11]提出了基于 H∞ 鲁棒控制的光伏并网逆变器控制策略。文献[12]利用混合

2H H∞ 控制设计某重载车辆悬架控制器，较好的解决了悬架系统性能与系统鲁棒性之间的优化控制问题。

文献[11] [12] [13]均是单一或多个性能指标控制下的物力学和工程上的建模和应用，可见选题的实用价值。

文献[14]是针对静态输出，解决区域极点和方差约束的控制问题。文献[15]是针对动态输出，解决多指标

的满意控制问题。 
系统的 H∞ 控制器可分为次优 H∞ 控制器和最优 H∞ 控制器。次优 H∞ 控制器是指给定的一个上界，寻

求一个小于这个上界的范数，且使系统内部稳定的控制器。而最优 H∞ 控制器是寻求最小的上界，如何使

外部扰动对被控输出影响的增益传递函数的无穷范数的上界最小，且使系统内部稳定的控制器。这里考

虑次优 H∞ 控制器问题。H∞ 控制能够让系统具有很强的抗有界能量干扰的能力。扇形区域极点配置是指

闭环系统的极点配置在左半平面的某个扇形区域内，限制极点的实部和虚部的大小，能够解决系统的不

确定等因素的影响下准确的极点配置问题。本文主要研究了在扇形区域下，极点配置的状态反馈 H∞ 控制
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的一些问题，数值仿真验证了本文结果的有效性和可行性。 

2. 问题描述 

考虑线性定常系统： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2

1 11 12

x t Ax t B t B t

z t C x t D t D t

ω µ

ω µ

= + +

= + +



                              (1) 

其中 ( ) nx t R∈ 为系统的状态变量； ( ) rz t R∈ 为控制输出； ( ) mu t R∈ 为控制输出； ( ) Lt Rω ∈ 为平方可积的

外部有界干扰输入； 1 2 1 2 11 12, , , , , ,A B B C C D D 为适维矩阵。 
对线性系统(1)引入状态反馈控制器： 

( ) ( )u t Kx t=                                       (2) 

由此得到闭环系统： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 1

1 12 11

x t A B K x t B t

z t C D K x t D t

ω

ω

= + +


= + +



                             (3) 

H∞ 控制器的设计目的是设计一个控制器 ( ) ( ) ( )u s K s x s= 使得闭环系统满足内部稳定，即闭环系统

状态矩阵的所有特征值均在左半开复平面中；对于给定的 0γ > ，从扰动输入 z 的闭环系统传递函数

( )zG sω ∞
的范数小于 γ ，且使得系统内部稳定，从而约束了外部的有界干扰。 

系统的 H∞ 控制器可分为次优 H∞ 控制器和最优 H∞ 控制器。次优 H∞ 控制器为：给定的 0γ > ，寻求

一个 ( )zG sω γ
∞
< ，且使系统内部稳定的控制器。最优 H∞ 控制器为：寻求最小的 0γ > ，使 ( )zG sω γ

∞
< ，

且使系统内部稳定的控制器。这里考虑次优 H∞ 控制器问题。 
考虑如下系统： 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

x t Ax t B t
z t Cx t D t

ω
ω

 = +
 = +



                                 (4) 

其中 ( ) nx t R∈ 为系统状态； ( ) py t R∈ 为系统的测量输出， ( ) rz t R∈ 为系统被调输出； ( ) Lt Rω ∈ 为外部有

界干扰输入； , , ,A B C D 为适维矩阵。 
引理 1 [7]：(有界实引理)设常数 0γ > ，则系统(4)是渐近稳定的且 ( )zG sω γ

∞
< 的充分必要条件是存

在一个正定对称矩阵 0P > 满足： 

0

T T

T T

A P PA PB C
B P I D
C D I

γ
γ

 +
 

− < 
 − 

 

引理 2 [8]：对于闭环系统系统(3)，存在状态反馈 H∞ 控制器，当且仅当存在正定对称矩阵 X 和矩阵W

使得下列线性矩阵不等式(LMIS)： 

( ) ( )2 2 1 1 12

1 11

1 12 11

0

0

T T

T T

AX B W AX B W B C X D W
B I D

C X D W D I

X

γ
γ

 + + + +
 

− < 
 + − 

>

                  (5) 

成立，如果可行解为 ( ),X W ，则相应的状态输出反馈控制器为 1K WX −= 。 
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引理 3：对于闭环系统(3)，存在状态反馈控制器(2)使得闭环系统(4)极点配置在夹角为 2θ 的扇形区

域内的充分必要条件为对于正定对称矩阵 X 和矩阵W 使得下列线性矩阵不等式(LMI)： 

( )
( )

( )
( )

sin cos
0

cos sin

T T

T T

θ θ

θ θ

 Π +Π Π −Π
  <
 Π −Π Π +Π 

                            (6) 

存在可行解。如果可行解为 ( ),X W ，则相应的状态输出反馈控制器为 1K WX −= 。 
其中： AX BWΠ = + 。 

3. 主要结论 

定理 1：对于系统(3)，存在一个状态反馈控制器(2)，当且仅当存在一个正定矩阵 1 2,X X 和W ，使得

以下的线性矩阵不等式组(LMIS)： 

( ) ( )1 2 1 2 1 1 1 12

1 11

1 1 12 11

1

0

0

T T

T T

AX B W AX B W B C X D W
B I D

C X D W D I

X

γ
γ

 + + + +
 

− < 
 + − 

>

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

sin cos
0

cos sin

T T

T T

AX B W AX B W AX B W AX B W

AX B W AX B W AX B W AX B W

θ θ

θ θ

 + + + + − +
  < 

+ − + + + +  

         (7) 

成立，如果(7)存在一个可行性解 ( ),X W ，则对于给定的 0γ > ，系统的状态反馈控制率为 1K WX −= 。此

时，闭环系统的极点在限制区域内，且 ( ) ( ) 1
1 12 2 1 11zG C D K sI A B K B Dω γ

−

∞ ∞
= + − + + <   。 

证明： 
由于式(7)对于变量不是凸的，所以可以令 1 2X X X= = ，这样含区域极点配置的 H∞ 控制可以转化为

凸优化问题。 
根据有界实引理，闭环系统(3)是渐近稳定的，且满足性能条件 ( )zG sω γ

∞
< ，当且仅当存在一个正

定矩阵 P ，使得： 

( ) ( ) ( )2 2 1 1 12

1 11

1 12 11

0

T T

T T

A B K P P A B K PB C D K
B P I D

C D K D I
γ

γ

 + + + +
 

− < 
 + − 

 

成立。对上述不等式的左右两端分别左乘右乘矩阵 { }1diag , ,P I I− ，可得等价的矩阵不等式： 

( ) ( ) ( )1 1 1 1
2 2 1 1 12

1 11
1 1

1 12 11

0

TT

T T

P A B K A B K P B C P D KP

B I D
C P D KP D I

γ
γ

− − − −

− −

 + + + + 
 − <
 

+ − 
 

 

设 1,X P W KX−= = ，即可得到不等式： 

( ) ( )2 2 1 1 12

1 11

1 12 11

0

T T

T T

AX B W AX B W B C X D W
B I D

C X D W D I
γ

γ

 + + + +
 

− < 
 + − 
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同时，由引理 2 可知把闭环系统(3)的极点配置在规定的扇形区域内必须满足： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2 2

sin cos
0

cos ( ) sin

T T

T T

A B K X X A B K A B K X X A B K

X A B K A B K X A B K X X A B K

θ θ

θ θ

    + + + + − +     <    + − + + + +     

 

整理可得： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2 2

sin cos
0

cos sin

T T T T

T T TT

AX B KX XA B KX AX B KX XA B KX

XA B KX AX B KX AX B KX XA B KX

θ θ

θ θ

    + + + + − −     <    + − + + + +     

 

设 1K WX −= ，故有： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2 2

sin cos
0

cos sin

T T T T

T T TT

AX B W XA B W AX B W XA B W

XA B W AX B W AX B W XA B W

θ θ

θ θ

    + + + + − −     <    + − + + + +     

 

即 

( ) ( )
( ) ( )

sin cos
0

cos sin

T T

T T

θ θ

θ θ

 Π +Π Π −Π
  <
 Π −Π Π +Π 

 

状态输出反馈控制器为 1K WX −= 。其中 2AX B WΠ = + 。 
综上有： 

( ) ( )1 2 1 2 1 1 1 12

1 11

1 1 12 11

1

0

0

T T

T T

AX B W AX B W B C X D W
B I D

C X D W D I

X

γ
γ

 + + + +
 

− < 
 + − 

>

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

sin cos
0

cos sin

T T

T T

AX B W AX B W AX B W AX B W

AX B W AX B W AX B W AX B W

θ θ

θ θ

 + + + + − +
  < 

+ − + + + +  

 

定理得证。 

4. 数值仿真 

本文正常的线性定常系统在无故障的情况下，通过设计状态反馈控制器使闭环系统的极点在扇形区

域内且满足 H∞ 性能指标，同时系统达到稳定。 
考虑如下系统： 

1 1

2 2

3 3

1 0 1 1 0 1 0
1 2 1 1 1 0 1
1 2 1 0 2 1 2

x x
x x
x x

ω µ
− −        

        = − + +        
        −        







 

1

2

3

1 1 0 0 1 0 1
1 1 0 1 0 1 1

x
z x

x
ω µ

 
      = + +      −       
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1

2

3

0 2 2
1 0 2

x
y x

x

 
   =        

 

图 1 表示的是正常的线性系统的开环极点部分不在扇形区域内，可见此系统是不稳定的。其结果是

通过 MATLAB-LMI 工具箱求解了引理 2 中的线性矩阵不等式得到的，能够保证计算结果的准确性。 
 

 
Figure 1. Partial poles of open-loop system are not in sector region  
图 1. 开环系统部分极点不在扇形区域内 

 

图 2 表示通过设计 H∞ 控制器，令式(6)中 1.1γ = ，其中
0.0186 1.9515 0.1243
0.9726 0.9039 0.2042

K
− 

=  − − − 
，此时系

统 H∞ 范数为 1.0356。 
 

 
Figure 2. All poles of closed-loop system are in the sector region 
图 2. 闭环系统所有极点均在扇形区域内 
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通过求解符合定理 1 的矩阵不等式的数值仿真，极点配置在了给定的扇形内，且求得的传递函数的

H∞ 范数小于给定的 γ 值达到了性能指标的要求，说明此系统的极点均配置在扇形内且满足 H∞ 性能指标，

验证了本文定理的可行性。 

5. 结论 

本文研究了扇形区域下无故障的区域极点配置的状态反馈 H∞ 控制问题。通过设计控制器使所有极点

稳定且可以配置在扇形区域下，并满足具鲁棒 H∞ 性能水平 γ 。文章中的数值仿真以及极点配置图像证明

了可靠控制器的有效性。 
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