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Abstract 
This article solves an artificial viscosity stabilized nonlinear problem in the defect step, and cor-
rects the residual by linearized equations in the correction step for a few steps. In both the defect 
and correction steps, we use the Oseen iterative scheme to solve the discrete nonlinear equations, 
considering the stress tensor u pI Tσ = ∇ − +∇ . For the speed and pressure of NC problem, we use 
the lowest finite element pair P P P1 0 1− − . The discrete finite element stress tensor approximation 

h h h hu p I Tσ = ∇ − +∇  is discontinuous piecewise constant. We obtain the local recovery type error 

estimator ( )h h K
Gσ σ−  by the convergence recovery technique to construct ( )hG σ  in conti-

nuous space. Finally, the stability, accuracy and efficiency of the proposed method are confirmed 
by several numerical investigations. 
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摘  要 

本文给出NC方程基于亏量校正方法的恢复型误差估计子。我们在亏量步求解人工黏性系数的稳定非线性

问题；在校正步通过线性化方程来校正这个残量，在亏量和校正步我们都采用Oceen迭代。考虑应力张

量 u pI Tσ = ∇ − +∇ ，若我们采用最低阶协调速度和压力有限元对 P P P1 0 1− − 求解离散NC问题，应力张

量的有限元逼近 h h h hu p I Tσ = ∇ − +∇ 是不连续的分片常数。我们利用超收敛片恢复技巧构造连续空间的

量 ( )hG σ ，得到了局部恢复型误差估计子 ( )h h K
Gσ σ− 。最后，通过数值实验验证了基于亏量校正方法

的恢复型误差估计子是有效的。 
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1. 引言 

Natural convection (NC)自然对流问题，即浮力驱动流体运动，在实际问题中经常出现。定常 NC 问

题是粘性流体不可压缩流动和传热过程的耦合方程，其中不可压缩流体是 Boussinesq’s 近似，在大气动

力学中，它是一个重要的强迫耗散非线性系统，它不仅包含速度矢量场和压力场，而且包含温度场，从

热力学角度讲，我们知道，流体的运动粘度会产生一定的热量，因此，流体的运动必须伴随着温度的相

互转换，速度和压力。因此，对这一非线性系统的研究具有重要意义。对于自然对流方程的数值分析和

数值结果，Christie 和 Mitchell [1]，Boland 和 Layton [2]等人进行了很多研究。此外，Ҫɪbɪk 和 Kaya [3]提
出了基于投影的稳定化有限元方法求解稳态自然对流问题。 

我们提出一种基于亏量校正方法后验恢复的误差估计方法来解决 NC 问题。亏量校正方法的主要思

想是：我们在亏量步求解人工黏性系数的稳定非线性问题；在校正步通过线性化方程来校正这个残量，

在亏量和校正步我们都采用 Oceen 迭代。众所周知，缺陷校正方法是求解非线性稳态问题的一种迭代改

进技术。该方法在不需要网格的情况下，提高了解的精度，对对流占优问题有效。它被用来解决 Layton
等人的 Navier-Stokes 方程[4]。作为一个非线性问题，NC 方程的近似误差由两部分组成：一个是由有限

元离散化产生的，另一个是由非线性方程迭代产生的。由 Oceen 迭代方案缺陷校正技术相结合，提出了

一种新的算法。在亏量及校正的步骤中，我们利用 Oceen 方案求解离散方程，这种新方法继承了每个算

法的最佳特征，它是无条件稳定的。 
本文中，我们采用最低阶协调速度和压力有限元对 1 0 1P P P− − 离散 NC 问题。应力张量 u pI Tσ = ∇ − +∇

的有限元逼近 h h h hu p I Tσ = ∇ − +∇ 是不连续的分片常数。我们利用超收敛片恢复技巧[5]构造连续空间的量

( )hG σ ，得到了局部恢复型误差估计子 ( )h h K
Gσ σ− 。这样计算出的近似解是比一般有限元方法求解的近

似解更加逼近真解。所以，我们结合亏量校正方法和恢复型误差估计子求解稳定的 NC 方程，不仅能有效地

解决对流占有问题，还能得到更加精确的近似解。 
本文主要分为 4 个部分，首先介绍 NC 方程的主要性质和经典结果。第二部分提出亏量校正方法，
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并对其稳定性和误差估计进行简单分析。第三部分，结合恢复型误差估计子求解 NC 方程。最后数值实

验验证了我们方法的有效性和可靠性。 

2. 预备知识 

2.1. 定常 NC 方程 

假设 Ω是一个有界、凸开区域，其边界 ∂Ω是 Lipschitz 连续的，令 T BΓ = ∂Ω Γ ，其中 BΓ 是 ∂Ω的正

则开子集。我们考虑下面的 NC 方程： 

( ) , in ,
0, in ,

, in ,
0, in 0, in 0, in , ,T B

Pr u u u p PrRajT
u
T u T

u T T n
κ γ

− ∆ + ⋅∇ +∇ = Ω

∇ ⋅ = Ω

− ∆ + ⋅∇ = Ω
 = ∂Ω = Γ = Γ ∂ ∂

                           (2.1) 

这里 ( ) ( )( )1 2,u u x u x= 是流体速度， ( )p p x= 是流体压力， ( )T x 是温度， γ 是外力方程， , 0Pr Ra > 是

Prandtl 数和 Rayleigh 数， 0κ > 是热传导系数， ( )0,1j = 是一个二维向量，n 是 BΓ 的外法线。 

接下来，介绍一些 Hilbert 空间： 

( ) ( ){ }21 1
0 : 0 on,X H W s H s= Ω = ∈ Ω = Γ ， 

( ) ( ){ }2 2
0 : d 0M L q L q x= Ω = ∈ Ω =∫ 。 

( )2L Ω 中定义 L2-标量内积 ( ),⋅ ⋅ 和 L2-范数 0⋅ 。我们在空间 X 和 W 中同样定义内积 ( ),u v∇ ∇ 和范数

0u∇ 。标准定义是在 Sobolev 空间 ( ),m pH Ω 中，其范数为 ,m p⋅ ， , 0m p ≥ 。我们将 ( ),2mH Ω 和其范数 m⋅

写作和 ,2m⋅ 。此外，定义 ( )1
0H Ω 的对偶空间为 ( )1H − Ω ，对偶空间中的范数定义为

( )
1
0

1
0

,
sup
v H

f v
f

v−
∈

=
∇

，

且 1X − 是 X 的对偶空间。 

方便起见，我们假设 u，v 属于同一个有限元空间 X。下面分别定义两个连续双线性形式 ( ),a ⋅ ⋅ 和 ( ),d ⋅ ⋅

和一个三线性形式 ( ); ,b u v w ： 

( ) ( ), , , , ,a u v u v u v X= ∇ ∇ ∀ ∈  

( ) ( ), , , , ,d v q q v v X q M= ∇ ⋅ ∀ ∈ ∀ ∈                               (2.2) 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 1 1; , , , , , , , , .
2 2 2

b u v w u v w u v w u w v u v w u v w X= ⋅∇ + ∇ ⋅ = ⋅∇ − ⋅∇ ∀ ∈          (2.3) 

此外，我们需要在定义两个双线性形式 ( ),a ⋅ ⋅ 和一个三线性形式 ( ); ,b ⋅ ⋅ ⋅ 在W W× 和 X W W× × 中，有 

( ) ( ), , , , ,a T s T s T s W= ∇ ∇ ∀ ∈  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 1 1; , , , , , , , , .
2 2 2

b u T s u T s u T s u T s u s T u X T s W= ⋅∇ + ∇ ⋅ = ⋅∇ − ⋅∇ ∀ ∈ ∀ ∈  

根据上面定义的双线性形式和三线性形式，有以下两个已知结论([6] [7] [8])： 

( ) ( ) ( ) 0 0 0; , ; , , ; , , , , ,b u v w b u w v b u v w N u v w u v w X= − ≤ ∇ ∇ ∇ ∀ ∈                 (2.4) 

( ) ( ) ( ) 0 0 0; , ; , , ; , , , , ,b u T s b u s T b u T s N u T s u T s X= − ≤ ∇ ∇ ∇ ∀ ∈                 (2.5) 
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其中 

( ) ( )
, , , ,0 0 0 0 0 0

; ,; ,
sup , sup ,

u v w X u X T s W

b u T sb u v w
N N

u v w u T s∈ ∈ ∈
= =

∇ ∇ ∇ ∇ ∇ ∇
 

是两个只依赖于Ω 的定常数。 
现在给出一个定义在 ( ) ( ), ,X M X M× 上的广义双线性形式： 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ; , , , , , , , , , .B u p v q Pra u v d v p d u q u p v q X M= − + ∀ ∈  

它满足连续性和 inf sup− 条件： 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0, ; , , , , , , ,B u p v q c u p v q u p v q X M≤ ∇ + ∇ + ∀ ∈  

( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 0
, , 0 0

, ; ,
sup , , , , , ,

v q X M

B u p v q
u p u p v q X M

v q
β

∈
≥ ∇ + ∀ ∈

∇ +
 

其中， 0c > 是常数。它是与网格尺寸无关的，但是依赖于 X 和本文中的其他参数， 1 0β > 依赖于Ω 和 v。 
NC 方程(2.1)的变分形式如下：求解 ( ), ,u p T X M W∈ × × 对于任意的 ( ), ,v q s X M W∈ × × ， 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

, ; , ; , , ,

, ; , , .

B u p v q b u u v PrRa jT v

a T s b u T s sκ γ

 + =


+ =
                           (2.6) 

下面给出原方程的解的存在唯一性的经典结论： 
存在至少一个解对 ( ), ,u p T X M W∈ × × 满足(2.6)且 

1
0 1 ,T κ γ−

−
∇ ≤  

1
0 1 .u Raκ γ−

−
∇ ≤                                     (2.7) 

此外，若 , , ,Pr Ra κ γ 满足下面的唯一性条件： 

( )( )1 1
10 ,Pr Ra N PrN Prδ κ γ κ− −
−

< = − + <                           (2.8) 

则 ( ), ,u p T 是方程(2.6)的唯一解。 

2.2. 亏量校正方法 

首先，我们给出有限元空间 ( ), ,h h hX M W ， 

( ) ( ){ }20
1; , ,h h h hTX v C X v P T T τ= ∈ Ω ∩ ∈ ∀ ∈  

( ) ( ){ }2 22
0; , ,h h h hTM q L M q P T T τ= ∈ Ω ∩ ∈ ∀ ∈  

( ) ( ){ }0
1; , .h h h hTW v C W v P T T τ= ∈ Ω ∩ ∈ ∀ ∈  

其中 ( )1P T 表示 T 上的分片线性多项式， ( )0P T 表示 T 的分片常数多项式。 
我们给出 2L 正交投影的定义： 

( ) ( ), , , , .h h h h hq q q q q M q Mρ = ∀ ∈ ∈  

显然有限元空间对 ( ), ,h h hX M W 是不满足离散的 inf sup− 条件的，但是满足下面的性质 A。 

存在映射 ( )22:h hr H X XΩ ∩ → ， ( )2:h hr H W WΩ ∩ → 和 :h hM Mρ → 满足 
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( ) ( )
( )

( ) ( )

22
00

1
10

2
00

, ,

, ,

, ,

h

h

h

u r u Ch u u H X

p p Ch p p H M

T r T Ch T T H W

ρ

∇ − ≤ ∆ ∀ ∈ Ω ∩

− ≤ ∀ ∈ Ω ∩

∇ − ≤ ∆ ∀ ∈ Ω ∩

                          (2.9) 

根据上述定义给出原方程的离散形式：求解 ( ), ,h h h h h hu p T X M W∈ × × 满足 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

, ; , ; , , ,

, ; , , .
h h h h h h h h h

h h h h h h

B u p v q b u u v PrRa jT v

a T s b u T s sκ γ

 + =


+ =
                      (2.10) 

由于我们选取的是 1 0 1P P P− − 为不稳定元，所以考虑下面的罚跳跃稳定化方法： 

( ) [ ] [ ]0, ,, .
T

h h h e h h h h he ee
e

S p q h p q p q Mβ
∈Γ

= ∀ ∈∑ ∫  

其中 TΓ 为 hτ 的单元内边的集合， [ ]eq 为 q 在边 e 上的跳跃， 0β 为给定的稳定参数。 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

, ; , ; , , ,

, ; , , .
hB u p v q b u u v PrRa jT v

a T s b u T s sκ γ

+ =

+ =





                         (2.11) 

这里的 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ), ; , , ; , ,h h h hB u p v q B u p v q S p q= + 。 

接下来，我们将介绍亏量校正方法[9]，它包括：在亏量步求解人工粘性稳定非线性问题，然后用线

性化方程校正几个步骤的亏量解。在亏量及校正的步骤，我们使用最稳定的 Oseen 迭代求解离散方程。 
新方法描述如下： 
考虑下面稳定问题：求解 ( ) ( ), , , ,h h h h h hu p T X M W∈ ，对任意的 ( ) ( ), , , ,h h h h h hv q s X M W∈ 有 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

, ; , , , , , ,

, ; , , ,
h h h h h h h h h h h h

h h h h h h

B u p v q b u u v a u v PrRa jT v

a T s b u T s s

α

κ α γ

 + + =


+ + =
                 (2.12) 

其中 0γ > 是一个稳定的人工粘性系数。我们定义它的迭代解 ( ) ( ), , , ,m m m
h h h h h hu p T X M W∈ ，对任意的

( ) ( ), , , ,h h h h h hv q s X M W∈ 满足 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1

1

, ; , , , , , ,

, ; , , ,

m m m m m m
h h h h h h h h h h h h

m m m
h h h h h h

B u p v q b u u v a u v PrRa jT v

a T s b u T s s

α

κ α γ

−

−

 + + =


+ + =

               (2.13) 

这里的 1, 2,3, 4,m = 。 
离散方程的亏量 ( ), ,m m m

h h hD u p T 定义为 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )1

, , , , , , ; ,

, , , ; , .

m m m
h h h h h h h h h h h h

m m m
h h h h h h h h

D u p T v PrRa jT v s B u p v q

b u u v a T s b u T s

γ

κ −

= + −

− − −
                (2.14) 

根据下列方程求解校正量 ( )0 0 0, ,h h hε θ ξ  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1 1

, ; , , , , , ,

, ; , , , .

m m m m m m
h h h h h h h h h h h h

m m m m
h h h h h h h h

B u p v q b u u v a u v PrRa jT v

a T s b u T s s a T s

α

κ α γ α

−

− −

+ + =

+ + = +






               (2.15) 

这样，离散方程的亏量校正方法可以描述如下： 

步骤 1：求解稳定有限元迭代解 ( ) ( ), , , ,m m m
h h h h h hu p T X M W∈ ，对 ( ) ( ), , , ,h h h h h hv q s X M W∀ ∈ 有 
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( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1

1

, ; , , , , , ,

, ; , , ,

m m m m m m
h h h h h h h h h h h h

m m m
h h h h h h

B u p v q b u u v a u v PrRa jT v

a T s b u T s s

α

κ α γ

−

−

 + + =


+ + =

               (2.16) 

其中 1,2,3,m = 。 

步骤 2：求解校正解 ( ) ( )1 1 1, , , ,h h h
n n n h h hu p T X M W+ + + ∈ 满足 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1

1 1

, ; , , , , , , ,

, ; , , , ,

h h h h h h h
h n n h h n n h n h n h n h

h h h h
n h n n h h n h

B u p v q b u u v a u v PrRa jT v a u v

a T s b u T s s a T s

α α

κ α γ α

+ + + + +

+ +

 + + = +


+ + = +

         (2.17) 

其中 ( ) ( )0 0 0, , , , , 0,1, 2,3,h h h m m m
h h hu p T u p T n= = 。 

流程图如下： 
 

亏量校正方法 

1、对 ( ) ( ), , , ,h h h h h hv q s X M W∀ ∈ 。 

2、for 1,2,3,m =   

求解（2.16）式， 
3、end 

4、for 1,2,3,n =   

令 ( ) ( )0 0 0, , , ,h h h m m m
h h hu p T u p T= ，求解(2.17)式， 

5、end 

2.3. 稳定性和误差估计 

我们给出上述方法的主要稳定性和误差估计结果。 
定理 2.1：假设 ( ) ( ), , , ,h h h

n n n h h hu p T X M W∈ 是方程(2.17)的解，满足： 

( )
( )( )

1

10

1
,h

n

PrRa
u

Pr

ακ
γ

κ α α

−

−

+
∇ ≤

+ +
 

1

10
.1h

nT ακ γ
κ α

−

−

+
∇ ≤

+
 

根据(2.4)式和(2.5)式，(2.8)式和(2.13)式可以很容易得到定理 2.1 的证明。 
定理 2.2：假设 ( ) ( ) ( ), , , , , , ,h h h

n n n h h hu p T u p T X M W∈ 分别是方程(2.6)与(2.17)的解，C 为正常数，则有

下面估计： 

( ) ( ) ( )
( )( )

11

1 100 0

11 .h h h
n n n

PrRa
u u p p T T Ch CPrRa C

Pr

ακακ γ α γ
κ α κ α α

−−

− −

++
∇ − + − + ∇ − ≤ + +

+ + +
 

证明：令 ( ) ( ), , , ,h h h
h n h n h ne r u u p p r T Tη ξ ρ= − − − 。用(2.6)减去(2.17)且 ( ) ( ), , , ,h hv q s v q ξ= 得 

( ) ( ) ( )

( )
( )( ) ( )

10 0 0 00 00 0 0

1 1 1

01 1 0 10

1 .
1 1

h h h
n h h n n

h

N u r T T N r u u T N e T T T

PrRa
N r T T N e C

Pr

κ ξ κ

ακ ακ ακκ γ γ γ
κ α α κ α κ α

+

− − −

− − −

∇ ≤ + ∇ ∇ − + ∇ − ∇ + ∇ ∇ + ∇ + ∇

 + + + ≤ + ∇ − + ∇ +
 + + + + 
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和 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )( )( ) ( )1

, , , , , , ,

, , , , ,

, , , .

h h h
h n h n n

h
h h n h

h
h n

Pra e e d e p p d u r u b e u e b u e e

Pra r u u e b r u u u e b u r u u e

PrRa j e j T r T e a u e

ρ η

ξ α +

− − + − + +

= − + − + −

+ + − +

 

化简得 

( )
( )( )

( )
( )( ) ( )

( )

( )
( )( )

1
21 1

1 1 0

1

0 1 00

0 0 00

1

1 0

1

1

1
.

h

h

PrRa
Pr Pr NRa N e

Pr

PrRa
Pr C N r u u e

Pr

PrRa e T r T e

PrRa
e

Pr

ακ
κ γ γ

κ α α

ακ
γ

κ α α

ξ

ακ
α γ

κ α α

−
− −

− −

−

−

−

−

 +
 − − ∇
 + + 
 +
 ≤ − ∇ − ∇
 + +
 
+ ∇ ∇ + ∇ − ∇

+
+ ∇

+ +

 

根据 Young 不等式可以得到 

( )
( )( )

1 1
2 2 2

0 0 0 1 1

1 1 .
PrRa

e Ch C CPrRa
Pr

ακ ακη ξ α γ γ
κ α α κ α

− −

− −

+ +
∇ + ∇ + ∇ ≤ + +

+ + +
 

3. 基于亏量校正方法的恢复型误差估计子 

3.1. 恢复型误差估计子 

本小节中，我们将构造出一个恢复型误差估计子并分析它的性质。假设 ( ), ,h h hu p T 数值结果，我们考

虑应力张量 : u pI Tσ = ∇ − +∇ ，和它的有限元近似 :h h h h
n n n nu p I Tσ = ∇ − +∇ 。 

其中 I 是 2 2× 的单位矩阵。Zienkienwicz-Zhu 估计子的主要思想是将间断有限元梯度进行恢复得到

一个连续的恢复项 G (参考[10] [11])。 
在 hτ 中分别定义 , ,h vN N φ 和 vω 为：在 hτ 中所有顶点的集合，在 hτ 中的在Ω 内部所有顶点的集合，v 

( v N∀ ∈ )的基函数共享一个顶点 v 的所有单元的集合 ( ): suppv zω φ= 。 

结合文献[11]中的超收敛片恢复技巧将分片常数张量 h
nσ 恢复到连续的从而获得一个恢复应力张量 ( )h

nG σ 。 

对任意顶点 v N∈ 和它的片 vω ，定义 

( )( ) ( ) ,
v

h h
n n vTG v Tωσ σ ω

∈
=∑  

其中 T 是三角剖分 T 的面积。细节可以参考文献[12]。 
构造一个恢复型误差估计子。定义局部误差和全局误差： 

( )
1
2

2 .,: :
h

h h
T n n TT T

G
τ

η σ σ η η
∈

 
= − =  

 
∑  

恢复型误差估计子 Tη 有以下几个重要性质。证明方式与文献([12] [13])相似，不再赘述。 
引理 3.1：根据上述 h

nσ 和 ( )h
nG σ 的定义，存在两个与网格无关的常数 1C 和 2C 有 

( )1 2 .
h hh h h h

h h h h h h h h
n e n n e n n n e n ne e e eS SS S S S

C n p T n G C n p Tσ σ σ σ            ⋅ + + ∇ ≤ − ≤ ⋅ + + ∇      

     


 
 
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引理 3.2：根据上述 h
nσ 和 ( )h

nG σ 的定义，存在一个与网格无关的常数 C，可以得到以下 [ ]
h

h e S
u n∇ ⋅ 和

[ ]
h

h e S
T∇ 误差估计 

h hh h h

h h h h h
n e n n n e ne e eS SS S S

C u n p T n pσ   ∇ ⋅ + + ∇ ≤            
+   

∇ ⋅ . 

3.2. 可靠性和有效性分析 

定理 3.1：假设 ( ), ,u p T 和 ( ), ,h h h
n n nu p T 分别是(2.6)和(2.17)的解，存在一个与网格无关的正常数 C 有 

( ) ( )
1

22
,min00 0

log .h h h
n n n Tu u p p T T C hη η

 
∇ − + − + ∇ − ≤ + 

 
 

证明：存在一个强制算子 :h h h hQ X M W X M W× × → × × 有 

( ) ( ), , ,0, .h h hQ v q s I v I s=  

因此，根据引理 3.1，引理 3.2，用 Cauchy-Schwarz 不等式，有 

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

, , , , ,

, ,

, ; ,

, ; ,

, ,

h h h

h h h
h n n n h h

X M W

h h
n h h h h n

h h h
n h h n n h h

h h h
n h h n n h h

h
n h h h h

B u p T I d Q v q s

Pra u I d Q v d I d Q v p

d u I d Q q b u u I d Q v

a T I d Q s b u T I d Q s

PrRa jT I d Q v I d Q s

κ

γ

× ×
−

= − − −

+ − + −

+ − + −

− − − −

 

[ ]( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

0 1

1
22

,min 0 0 0

, ; ,

; , ,

log .

h

T

h h
h e h n n h he

e S

h h
n n h h h

h

n v I v C q C v b u u I d Q v

b u T I d Q s Id Q s

C v q s

σ η η

γ

η η

∈

≤ ⋅ − + + + −

+ − + −

 
≤ + ∇ + + ∇ 

 

∑

 

根据 hB 的定义，近似解 ( ), ,h h h
n n nu p T 满足 ( )( ) ( ), , , , , 0

h h h

h h h
h n n n h

X M W
B u p T Q v q s

× ×
= 。 

同时满足 ( )( ) ( ), , , , , 0h h h
n n n h

X M W
B u p T Q v q s

× ×
= 。所以，结合引理，可得一下估计 

( ) ( )
1

22
,min00 0

log .h h h
n n n Tu u p p T T C hη η

 
∇ − + − + ∇ − ≤ + 

 
 

定理 3.1 得证。 

从引理 3.1，可得
h h h

h h h
n e n ne eS S S

C n p Tη σ     ≤ ⋅ + + ∇     
 
 
 

。 

为了证明恢复型误差估计子η的有效性，首先需要估计： 

,
h h

h h
n e n eS S

n pσ      ⋅ 和 .
h

h
n e S

T ∇   

引理 3.3：假设 ( ), ,u p T 和 ( ), ,h h h
n n nu p T 分别是(2.6)和(2.17)的解。存在一个与网格无关的正常数 C 有 

( ) ( )
00 0

.
h

h h h h
n e n n nS

n C u u p p T Tσ ⋅ ≤ ∇ − + − + ∇ −   

证明：从 h
nσ 的定义出发，可得 
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( ) ( ) ( )
00 0

.
h hh

h h h h h h h
n e n n e n e n n nS SS

n C u p I n C T n C u u p p T Tσ    ⋅ ≤  ∇ − ⋅ + ∇ ⋅ ≤ ∇ − + − + ∇ −    

下面定义插分算子 ( ) ( )2
1,: hL RΠ Ω → Ω 。用迹不等式有 

( ) ( ) ( )
00 0

.
h h

h h h h h h
n n n n n ne eS S

T T T C T T T T C u u p p T T   ∇ ≤ ∇ −Π∇ ≤ ∇ −∇ + ∇ −Π∇ ≤ ∇ − + − + ∇ −     

( ) ( ) ( )
00 0

.
h h

h h h h h h
n n n n n ne eS S

p p p C p p p p C u u p p T T   ≤ −Π ≤ − + −Π ≤ ∇ − + − + ∇ −     

定理 3.2：假设 ( ), ,u p T 和 ( ), ,h h h
n n nu p T 分别是(2.6)和(2.17)的解，存在一个与网格无关的常数 C 有 

( ) ( )
00 0

.h h h
n n nC u u p p T Tη ≤ ∇ − + − + ∇ −  

证明：结合上面的估计，用引理 3.1 和引理 3.2，可得 

( ) ( )
00 0

.
h h h

h h h h h h
n e n n n n ne eS S S

C n p T C u u p p T Tη σ      ≤ ⋅ + + ∇ ≤ ∇ − + − + ∇ −       
 

完成了有效性的证明。 

4. 数值实验 
在本小节中，结合自适应方法给出两个个数值算例来验证我们所提方法的有效性。对于处理非线性

部分，我们均采用 Ocien 迭代。 
为了方便起见，下面给出几个定义： 
(i) :DOF =表是三角剖 j

hτ 的自由度个数， 

(ii) ( ) ( )
1 1

2 2 2 2 2 22 2
1 0 11 0 1

: ,r h h he u u p p T T u p T= − + − + − + +  

(iii) ( )
1

2 2 2 2
1 0 1: ,r u p Tη η= + +  

(iv) : .eff r rI eη=  

4.1. 光滑解问题 

第一个算例我们求解 [ ]20,1Ω = 区域上的一个光滑真解问题，从而验证我们的方法，对于光滑真解是

有效的。我们给出真解 ( )1 2,u u u= ，压力 p 和温度 T 如下： 

( ) ( ) ( )( )22
1 1 2 1 1 2 2 2, 10 1 1 2 1 ,u x x x x x x x= − − −  

( ) ( )( ) ( )22
2 1 2 1 1 1 2 2, 10 1 2 1 ,1u x x x x x x x= − − − −  

( ) ( )( )1 2 1 2, 10 2 2 1 ,1p x x x x= − −  

( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 2 1 2, , .,T x x u x x u x x= +  

从表 1 中可以看出，基于亏量校正方法的后验误差估计是适用的。 effI 趋于 1 表示我们的估计子与真

实误差是有效渐进的，说明我们的方法是有效的。图 1 中(a)是初始网格，(b)是自适应加密后的网格，从

图中可以看出，加密是有效的。 

4.2. 方腔流 

第二个数值实验我们考虑没有真解的方腔流问题。定义计算区域 [ ]20,1Ω = 。取 0.71Pr = ， 1κ = ，

2h mα = ，边界定义如下：左边界和底部取 0T = ，底边取 0T n∂ ∂ = ，其余取 ( )4 1T y y= − ，且速度上 

https://doi.org/10.12677/ijfd.2018.62005


李露露，苏海燕 
 

 

DOI: 10.12677/ijfd.2018.62005 42 流体动力学 
 

Table 1. The result of smooth solution with Pr = 0.71, κ = 1, Ra = 1000 
表 1. 光滑解结果，其中 Pr = 0.71，κ = 1，Ra = 1000 

Level  DOF  re  re rate  rη  r rateη  effI  

0 370 0.1317 - 0.1114 - 1.1824 

1 691 0.0920 1.1482 0.0813 1.0056 1.1309 

2 1395 0.0614 1.1523 0.0576 0.9820 1.0652 

3 2773 0.0427 1.0528 0.0408 1.0018 1.0467 

4 5494 0.0305 0.9848 0.0291 0.9898 1.0485 

 

 
(a)                                                       (b) 

Figure 1. From left to right: original meth, refined meth 
图 1. 从左到右分别是初始网格和网格加密结果 
 

 
(a)                                                       (b) 

Figure 2. From left to right: original meth, refined meth 
图 2. 从左到右分别是初始网格和网格加密结果 

https://doi.org/10.12677/ijfd.2018.62005


李露露，苏海燕 
 

 

DOI: 10.12677/ijfd.2018.62005 43 流体动力学 
 

 
(a)                                    (b)                                   (c) 

Figure 3. The numerical streamlines with Ra = 10, Ra = 1000, Ra = 1e5 
图 3. 数值结果的速度流线图：Ra = 10，Ra = 1000，Ra = 1e5 
 

 
(a)                                    (b)                                   (c) 

Figure 4. The numerical isobars with Ra = 10, Ra = 1000, Ra = 1e5 
图 4. 数值结果的等压图：Ra = 10，Ra = 1000，Ra = 1e5 
 
为 0 的 Dirichlet 条件。图 1 表示了自适应方法的初始网格和自适应后的网格。 

图 2 表示初始网格和自适应加密后的网格，表示自适应方法在捕捉大误差处是有效的，加密结果是

我们想要的。图 3，图 4 分别表示不同 Rayleigh 数 10，103，105 的速度流线图和等温图。容易看出，我

们的方法在求解没有真解的方腔流问题同样有效，其次在求解大 Rayleigh 方面比一般有限元更加有效。 

5. 结论与展望 

本文提出了基于亏量校正方法的恢复型误差估计子，通过数值实验，验证了我们方法的有效性和可

靠性。同时，在求解方腔流大 Rayleigh 数问题时，由于在亏量步添加了人工黏性系数，使我们避免了对

流占优情况的发生，而后的校正步与后验误差估计子使近似解更加地逼近真解，这样得出的结果是优于

一般有限元方法的。此方法可以推广到其他流体的问题。 
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