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Abstract 
The process of deriving the particle’s equations of motion in the space-time with torsion can be 
formulated as the following four steps: first, writing the Lagrangian of matter field and gravita-
tional field for the physical system; second, calculating the energy-momentum tensor density of 
matter field; third, writing the particle’s momentum, and using the Dirac delta function, the rela-
tions between energy-momentum tensor density of the matter field and its particle’s momentum 
can be found; fourth, considering the Lagrangian symmetry and conservation law of the physical 
system the relations among energy-momentum tensor density and generalized spin density, and 
space-time curvature, and torsion can be found. From this relation, the equations of motion for the 
particle in the space-time with torsion can be derived. In order to clarify some people’s misun-
derstanding of the equations of motion for particles in space-time with torsion, we mainly explain 
the theoretical basis of the above four steps in this article. And this paper will also show that the 
particle’s equations of motion in general relativity are the special case of particle’s equations of 
motion in torsional gravity, and the particle’s equations of motion in the special relativity are the 
special case of particle’s equations of motion in general relativity. 
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摘  要 

在有挠时空中推导质点运动方程的过程可归结为下述四步骤：一、写出物理体系的物质场拉氏量和引力

场拉氏量；二、计算物质场的能动张量密度；三、写出质点的4维动量，利用狄拉克δ函数的特性，可找

到该物质体系物质场的能动张量密度与质点的4维动量的关系；四、考虑拉氏量的对称性和守恒律，以

获得物质场的能动张量密度、广义自旋密度和时空曲率、挠率的关系。由此关系即可导出有挠时空中质

点运动方程。为了澄清当前一些人对有挠时空中质点运动方程的一些误解，本文将着重讲解上述四步骤

的理论基础。本文还将说明，广义相对论中的质点运动方程是有挠引力理论中的质点运动方程的特殊情

况，狭义相对论中的质点运动方程是广义相对论中的质点运动方程的特殊情况。 
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1. 引言 

本文所要讨论的时空是 4 维时空，因之一个质点在时空的位置须由 1 个时间坐标和 3 个空间坐标，

即由 ( ), , ,ct x y z 或 ( ), , ,t x y z 来确定。当质点在时空中运动时，它的时空位置连续发生变化，一般来说，该

质点在时空中的轨迹为一条 4 维曲线。这条曲线常可用微分方程来表示，在物理学中称这个微分方程为

质点运动方程。在物理学中常常要推导各种情况下的质点运动方程；必须强调，质点运动方程与质点所

在时空有关。 
大致来说，时空的不同可由曲率和挠率的不同来区分。狭义相对论的时空为曲率为 0 和挠率为 0 的

时空，广义相对论的时空为曲率不为 0 但挠率为 0 的时空，有挠时空是曲率和挠率均不为 0 的时空[1]。
本文将说明，广义相对论中的质点运动方程是有挠引力理论中的质点运动方程的特殊情况，狭义相对论

中的质点运动方程是广义相对论中的质点运动方程的特殊情况。 
在物理学的各门理论中，质点运动方程均可由最小作用量原理[1] 

d 0L tδ =∫                                        (1) 

导出。在狭义相对论和广义相对论的一些文献中，常把式(1)中质点的拉氏量取作
d
d
sL mc
t

= − ，式中的m 为 

运动质点的质量， ds 为运动质点所经过的元间隔，于是式(1)可化为 

d 0mc sδ =∫                                       (2) 

在狭义相对论中， ds 须满足 

2d d ds x xµ ν
µνη= ，

1
1

1
1

µνη

 
 − =
 −
 

− 

                         (3) 
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在广义相对论中， ds 须满足 

2d d ds g x xµ ν
µν= ，

00 01 02 03

01 11 12 13

02 12 22 23

003 13 23 33

g g g g
g g g g

g
g g g g
g g g g

µν

 
 
 =
 
 
 

                       (4) 

注意 g gµν νµ= ， gµν 最多只有 10 个独立变量。将式(3)或式(4)代入式(2)，就可分别导得狭义相对论

和广义相对论中的质点运动方程[2]： 
2

2

d d d 0
d dd

x x xµ α βµ
αβ τ ττ
 

+ = 
 

                                 (5) 

对于狭义相对论，常可使
µ
αβ
 
 
 

化为零，而对于广义相对论，一般来说
µ
αβ
 
 
 

不为零。按照微分几何

的看法[3]，由式(2)所导出的 4 维曲线式(5)是极值线，常被称为短程线。 
由于式(2)和式(5)在狭义相对论中和广义相对论中都成立，常使得一些初学引力理论的读者，甚至还

有少数相对论教科书的作者误认为式(2)、式(5)对于质点在任意时空(包括有挠时空在内)之中的运动都能

适用。本文要强调指出，这种看法是错误的。读者阅读本文后就可得知：式(2)和式(5)不适用于有挠时空，

在有挠时空中质点运动方程不是短程线。 
在引力理论中对质点运动方程的推导和讨论是个难点，对其理解容易出现错误，加以研究有挠时空

及其引力理论要用到一些近代数学，使初学者常感到困难。为了解决这些困难，本文将从引力理论的基

本概念和基本规律[1] [4] [5]出发来推导有挠时空中的质点运动方程，并着重说明于一般情况下，在有挠

时空引力理论中推导质点运动方程所依据的一些理论基础。这些说明概括了对有挠引力理论、广义相对

论与狭义相对论中的质点运动方程的推导。 

2. 有挠时空中质点运动方程的推导及其理论基础 

在有挠时空中推导质点运动方程的过程可归结为下述四步骤：一、写出物理体系的拉氏量并把其分

成物质场拉氏量和引力场拉氏量；二、选用合适的定义，求出物质场的能动张量密度；三、在一定条件

下可把物质场视为质点，写出质点的 4 维动量，利用狄拉克 δ函数[6]的特性，可找到该物质体系物质场

的能动张量密度与质点的 4 维动量的关系；四、考虑拉氏量的对称性和守恒律，可获得物质场的能动张

量密度、广义自旋密度和时空曲率、挠率的关系；由此关系可求得有挠时空中质点运动方程和广义自旋

运动方程[5]。下面我们就按上述步骤来导出有挠时空中质点运动方程。我们将着重讲解推导的理论基础。 

2.1. 物理体系的物质场拉氏量和引力场拉氏量 

我们先从拉氏函数讲起。在物理理论中常用拉格伦日函数(简称拉氏量)来描述物理体系，拉氏量包含

了它所描述之物理体系的许多信息，物理体系的场方程、各种守恒量和守恒定律都可由拉氏量及其对称

性导出。存在万有引力现象之物理体系的总拉氏量，一般来说，可分成三部分[1]： 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

M GM G
L t L t L t L t−= + +                             (6) 

( )
0ML t 是纯物质拉氏量，它包括物质之间无相互作用时对拉氏量的贡献以及物质与物质之间、除引

力之外的其它基本相互作用(即电磁、强、弱相互作用)对拉氏量的贡献。 ( )GL t 是纯引力场拉氏量， ( )
0M G

L t−

是物质与引力场之间相互作用的拉氏量。这里要注意，不要把纯引力场的拉氏量 ( )GL t 包含在 ( )
0ML t 或

( )
0M G

L t− 之中。这是因为用来表达引力场场量的度规、联络既反映时空的特性，又表达了引力场的强弱；
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而纯物质场只通过质量、能量和动量来反映物质本身的特性但不反映时空的特性。这使得纯物质场与纯

引力场是有区别的，不能混淆在一起。纯引力场同物质与引力之间的相互作用场也是有区别的，也不能

混淆在一起。 
在式(6)中若用 ( )ML t 表示 ( ) ( )

0 0
M M G

L t L t−+ ，则式(6)将表示为 

( ) ( ) ( )M GL t L t L t= +                                  (6’) 

( )ML t 被称为物质的综合拉氏量。 ( )
0ML t 只是物质场量的泛函(泛函是函数的函数)，而 ( )ML t 是物质

场量和引力场量的泛函。本文认为引力理论在实质上是引力规范场理论，若采用 Kibble 对引力规范场理
论的研究方法[7]，可得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),; ; ;i ij
M ML t L x x h x xµ µ µψ ψ = Γ                           (7) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,; ; ;i i ij ij
G GL t L h x h x x xµ µ λ µ µ λ = Γ Γ                           (8) 

上面两式中[1]， ( )xψ 表示物质场， ( )ih xµ 表示标架场， ( )ij xµΓ 表示标架联络场。标架场和标架联络

场分别从不同角度反映了时空同引力场的特性，它们都是引力场场量。式(7)明显表明:物质的综合拉氏量

( )ML t 是物质场场量 ( )xψ 和 ( ), xµψ 、标架场场量 ( )ih xµ 以及标架联络场场量 ( )ij xµΓ 的泛函；纯引力场拉

氏量与物质场场量无关，只是标架场场量 ( )ih xµ 和 ( ),
ih xµ λ 、以及标架联络场场量 ( )ij xµΓ 和 ( ),

ij xµ λΓ 的泛

函。曲率和挠率是由标架场和标架联络场所决定的。 

2.2. 物质场的能动张量密度 

有了拉氏量就可以推导质点的运动方程[5] [7]。质点的运动方程理应反映时空和质点运动的特性。在

理论物理中，时空和质点运动的特性可由能动张量密度 µνℑ 来反映。能动张量密度乃是力学中能量、动

量概念的高度推广[6]。本文将从能动张量密度着手推导在有挠时空中质点的运动方程。 
为了解 µνℑ ，我们先把式(1)推广为 4 维形式[1]： 

( ), , , d d d d 0gL x y z t t x y zδ − =∫ ∫∫∫                             (1’) 

g− 为度规张量行列式的开方根。在式(1’)中 g− 的出现，是由于作用量是标量，而拉氏量

( ), , ,L x y z t 为标量，又在坐标变换下， 

( ) ( )d d d d d d d dg x t x y z g x t x y z′ ′ ′ ′ ′− = − ，可以保证作用量是标量。令 ( ) ( ), , , , , ,x y z t gL x y z tΛ = − ，

( ), , ,x y z tΛ 称为拉氏量密度[1] [6] [7]。因与式(1)比较，式(1’)中的 ( ), , , d d dx y z t x y zΛ 相当于式(1)中的

( ), , ,L x y z t ，故 ( ), , ,x y z tΛ 被称为拉氏量密度。 
在引力理论中，对物质场能动张量密度，存在两类定义： 
其一，定义物质场能动张量密度为 

( ) ( )Mi M i gL
h

µν

µ

δ
δ

ℑ = −  

(或为 ( ) ( )Mi M gL
g

µν

µν

δ
δ

ℑ = − )，式中
δ
δ
是变分求导的符号。 

其二，定义物质场能动张量密度为 

( )
( ) ( ) ( )#

, , ,
, , ,

M M Mi i
MM i i

gL gL gL
gL h

h
µ µ

λ λ σ λ σ λλ
µ σ µ σ µ

δ ψ
ψ

∂ − ∂ − ∂ −
ℑ = − − − − Γ

∂ ∂ ∂Γ
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文献[1]论证了并推导出这两类定义之间的关系。关于这两类定义的对比、分析、讨论及其应用我们

将写另文讨论。 

2.3. 利用狄拉克 δ函数的特性，建立物质场的能动张量密度与其质点的 4 维动量的关系 

物质的存在有两种形式，一种为以粒子(或质点)的形式存在，另一种为以场的形式存在。在牛顿力学

中，常可把物质看成以质点的形式存在，任何大型物体都总可看成是由一群质点(或质点系)组成的。在场

论中，原则上是把物质看成是物质场，但在讨论物质场受力运动时，或者研究物质场的量子化时，又常

把物质看成以质点或一群粒子的形式存在。这时往往把同一物质既看成是场，也看成是质点或一群粒子。 
本文将采用文献[6]的观点，在文献[6]中认为同一物质的物质场的能动张量密度 αβℑ 与其所对应的质

点动量
d
d
xp m
α

α

τ
= 可由下述关系相联系[6]： 

( ) ( )( )4dd
d
xg x p x x
µ

µν µτ δ τ
τ

− ℑ = −∫                           (9) 

在式(9)左边物质的能动张量密度，是按照物质以场的形式存在计算出来的，上式右边物质质点的动

量是按照物质以质点的形式存在计算出来的。式(9)利用了狄拉克 delta 函数[6]的特性。 
当某物质体系既可视为场也可视为质点时，按照物质以场的形式存在计算的结果与按照物质以质点

的形式存在计算的结果应当是一致的，这就是文献[6]假定式(9)可以成立的根据。另一方面，文献[6]认为

质点的 4 维动量与其能动张量的 0µ 分量密切相关，这如同认为电荷的电量是其 4 维电流的 0 分量。 
在式(7)中 ( )( )4 x xδ τ− 是 4 维 delta 函数，它满足 

( ) ( ) ( )4 4d x x x y xφ δ φ− =∫                               (10) 

( ) ( )( ) ( ) ( )0 4d dd d d d d d d
d d
x xg x x y z m x y z x x m p
α α

α ατ δ τ τ τ
τ τ

− ℑ = − = =∫ ∫             (11) 

因此，可按关系 

( ) ( )0 d d dp g x x y zα ατ = − ℑ∫                          (12) 

来算出质点的 4 维动量。这是推导质点运动方程很关键的一步。为了避免讲解比较复杂的张量密度，

文献[5]中只引用了式(12)，而未说明其来源，文献[1]更未介绍式(12)及质点运动方程；都易使读者对这些

概念模糊不清，甚至出现错误的理解，故本文对此作了上述详细的说明。 

2.4. 有挠时空中质点运动方程的导出 

根据有挠时空的特点及认定物质场具有 Poincare’群局部变换不变性(即在 Poincare’群局部变换下，若

物质场的综合拉氏量之作用量的变分恒为 0，可求得物质场的能动张量密度满足下述关系[5])： 

,
1 0
2

ij
ij Rµ σ µ µ

ν µ µν σ µνℑ −Γ ℑ − ℵ =                               (13) 

式(13)中， µ
νℑ 为物质场的能动张量密度， ijRµν 为时空的曲率张量， 

2 M
ij ij
µ

µ

δ
δ
Λ

ℵ = −
Γ

为物质场的广义自旋张量密度。在文献[5]中，对式(13)的来源有详细的说明，本文就不

重复了。 
利用式(12)即 ( ) ( )0 d d dp g x x y zα ατ = − ℑ∫ 及与其类似的关系[5] 
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( ) ( )0 d d dij ijC g x x y zτ = − ℵ∫
 

(式中 ijC 表示质点或粒子的广义自旋)，再运用微分几何计算，可由式(13)导出 

( )d d 1 d2
d d 2 d

ij
ij

p x xT p R C
ν µ µ

ν ν σ ν
σµ σµ µτ τ τ

+ Γ − =                        (14) 

这就是有挠时空中质点的运动方程。式中Tν
σµ 为时空挠率，它的两个下标是反对称的。 

3. 广义相对论是有挠引力理论的特殊情况；狭义相对论是广义相对论的特殊情况 

关于广义相对论可视为有挠引力理论之特殊情况以及狭义相对论可视为广义相对论之特殊情况的看

法，在文献[1]和[8]中已做过详细讨论，本文不再多讲；有问题的读者请参考这两篇文献。在此我们只是

强调指出，
ijC 是质点或粒子的广义自旋角动量，按照定义，在广义相对论中

ijC 恒等于 0 [5] [8]。又对于

广义相对论，挠率 0Tν
σµ = ，于是式(14)化为 

d d 0
d d
p xp
ν µ

ν σ
σµτ τ

+ Γ =                                 (15) 

这表明了广义相对论中的质点运动方程是有挠引力理论中的质点运动方程的特殊情况。对于狭义相

对论， 0ν
σµΓ =  [1]，于是式(15)化为 

d 0
d
pν

τ
=                                      (16) 

这表明了狭义相对论的质点运动方程是广义相对论中的质点运动方程的特殊情况。 

4. 结束语 

为了澄清对有挠时空中质点运动方程的一些误解，本文着重介绍了在有挠时空中推导质点运动方程

的四个步骤及其理论基础，并进一步说明了广义相对论中的质点运动方程是有挠时空引力理论中的质点

运动方程的特殊情况，狭义相对论中的质点运动方程是广义相对论中的质点运动方程的特殊情况。对有

挠时空中质点运动方程的一些误解往往是由于对狭义相对论、广义相对论和有挠时空引力理论之间的关

系和区别缺乏理解而产生的。对这些关系和区别有了理解，误解就容易消去，这便是写作本文的主要目

的。 

参考文献 (References) 
[1] 陈方培 (2014) 时空与物质——物理学的基本概念和基本规律. 科学出版社, 北京. 
[2] Landau, L.D. and Lifshitz, E.M. (1975) The classical theory of fields. Translated by Hamermesh, M. Pergamon Press, 

Oxford. 

[3] 福克, 著 (1965) 空间、时间和引力的理论. 周培源, 等, 译. 科学出版社, 北京. 
[4] Hehl, F.W., von der Heyde, P., Kerlick, G.D. and Nester, J.M. (1976) General relativity with spin and torsion: Founda-

tions and prospects. Reviews of Modern Physics, 48, 393-416. http://dx.doi.org/10.1103/RevModPhys.48.393  
[5] Chen, F.P. (1990) General equations of motion for test particles in space-time with torsion. International Journal of 

Theoretical Physics, 29, 161-171. 
[6] Weinberg, S. (1972) Gravitation and cosmology. Wiley, New York. 
[7] Kibble, T.W.B. (1961) Lorentz invariance and the gravitational field. Journal of Mathematical Physics, 2, 212-221. 

http://dx.doi.org/10.1063/1.1703702 

[8] 陈方培, 任洪梅, 时家国 (1993) 视广义相对论及新广义相对论为广义引力理论特殊情况的研究. 大连理工大
学学报, 3, 269-275. 

http://dx.doi.org/10.1103/RevModPhys.48.393
http://dx.doi.org/10.1063/1.1703702

	The Study on Particle’s Equations of Motion in the Space-Time with Torsion
	Abstract
	Keywords
	有挠时空理论中质点运动方程研究
	摘  要
	关键词
	1. 引言
	2. 有挠时空中质点运动方程的推导及其理论基础
	2.1. 物理体系的物质场拉氏量和引力场拉氏量
	2.2. 物质场的能动张量密度
	2.3. 利用狄拉克δ函数的特性，建立物质场的能动张量密度与其质点的4维动量的关系
	2.4. 有挠时空中质点运动方程的导出

	3. 广义相对论是有挠引力理论的特殊情况；狭义相对论是广义相对论的特殊情况
	4. 结束语
	参考文献 (References)

