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Abstract: Consider a semiparametric regression model with PA sequence errors. In this paper, we study the 
strong consistency of the wavelet estimators for parameter component   and non-parameter component 

 g t  under suitable conditions. 
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摘  要：本文讨论了误差为正相协(PA)序列的半参数回归模型，在适当的条件下，利用小波估计方法

研究了参数分量  和非参数分量  g t 的小波估计量的强相合性。 
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1. 引言 

由于在不少实际问题中，半参数回归模型更接近于真实，因而引起了广泛的注意，并取得了相当深入的研

究结果。用小波核估计研究半参数回归模型，已经得到了一系列研究成果，见文献[1-8]。本文考虑半参数回归

模型 

         ,1 ,n n T n n
i i i iy X g t i      n                               (1.1) 

其中 为未知参数，dR   g t 为[0, 1]上的未知 Borel 函数，  n
iX 为 上的随机设计， 为[0, 1]上的常数序

列，随机误差 为 PA 序列。采用文献[2]的假定： 

dR   n
it

  ,n
i i n  

       ,1 ,1 ,n n n
ir r i irx f t i n r d                                   (1.2) 
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其中 为定义在[0, 1]上的未知函数，且 rf          1 2, , ,
T

n n n n
i i i id     独立同分布，又 与 相互独立及  n

ir   n
i 

  0,n iE  Var n
i V ，其中 为 d 阶正定矩阵， ijVV 1, 2, ,j d  。我们将采用小波核估计方法研究上述模

型中误差为 PA 序列时的参数及非参数小波估计量的强相合性。 

下面先介绍  和  g t 的估计。设有一个给定的刻度函数   lx S  (阶为 l 的 Schwartz 空间)，相伴  2L R 的

多尺度分析为 ，其再生核为 mV

       0, 2 2 , 2 2 2 2m m m m m m
m

k Z

E t s E t s t k s k 


   ,  

其中 Z 为整数。记  1,i i iA s s 是[0, 1]上的分割且 ,i it A 1 i n  ，先假定  已知，定义  g  的估计为 

        0
1

ˆ , ,
i

n
n n T

i i mA
i

d ,g t y X E t s 


   s

ˆ

 

求解极值问 ，记其解      
2

0
1

ˆmin ,
n

n n T n
i i i

i

y X g t


 


    
  
  n ，然后定义  g  的线性小波估计为： 

          0
1

ˆ ˆˆ ˆ ,
i

n
n n T

n n i i n mA
i

, d ;g t g t y X E t s s 


                                 (1.3) 

令    ,n
ir

n d
X X


     1 , , ,

T
n n

nY y y      1 , , ,
T

n n
n          1 , , ,

T
n n

ng g t g t   

  ,ij n n
S S


   , d ,

j

n
ij m iA

S E t s  s   ,X I S X    ,Y I S Y  则易得 

   1ˆ ˆˆ,T T
n nX X X Y g S Y X n 


     



, 

其中     1ˆ ˆ , ,n ng g t g t  为 g 的估计。再令 
1

2 1 3
2 ,

2 2

3
, ,

22
3

2 ,
2

m

m m

m

m




 



   
 




 


 






 

协方差结构为 。       11cov ,
j

nn

j n

n 






  

下面我们给出本文的基本假设和主要引理： 

(A1)    , rg f H    (阶为 的 Sobolev 空间)，
1

,
2

  1 r d  ； 

(A2)    , rg f  满足  阶 Lipschitz 条件， 0,1 r d    ； 

(A3) (阶为 l 的 Schwartz 空间，  lS    l  ， 满足 1 阶 Lipschitz 条件且具有紧支撑，当 0  时，

   Oˆ 1    ，其中 ̂ 为 的 Fourier 变换。 

(A4)    1
1

1
max i i

i n
s s O n

 
  ，且  12m O n  。其中

1 1
,1 , 2

2
r

r
     

 
。 

引理 1.1[7] 若条件(A3)成立，则有 

(i)    0 , ,
1

k

k

C
E t s

t s


 
   

2
,

1 2

m
k

m km

C
E t s

t s


 
( ,k N Ck 是只与 有关的实数)； k
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(ii)    
0 1
sup , 2m

m
s

E t s O
 

 ； 

(iii)  1

00 1
sup , dm

t
E t s s C

 
 。 

引理 1.2[9] 设 为随机序列，且, 1nT n  
1

0
q

n
n

E T q



   ，则 。 0nT  . .,a s n 



2,r  0,

引理 1.3[10] 设 是平稳 PA 随机变量序列，具有零均值和有限二阶矩， ，对某个; 1j j   2

1
sup j

j
E 


 


1

sup
j

E


,
r

j





   

  2

2

r r

n O n



 

 
   

 
，其中 。又设 是一实数列，   1 1cov , j

j n

n 





   ,ja j N

: sua p ja  ，则 2

1

r rn
r

j j
j

E a Ca n


 。 

引理 1.4 设 是 PA 序列。  , 1n
i i     sup 2

qn
i

i
E q    ，且设

1 1
,1

2 q


 
   

 
， 

使   ds O n sup ,
i

m
i A

E t s  。则有 。    
1

, d 0 . .,
i

n
n

i m
i A

E t s s a s n


  

证明 当 时，由引理 1.3 得 2q 

     
1

22 2

1

, d sup , d
i i

q q
q qn q

n q
i m m

ii A A

E E t s s C E t s s n Cn n Cn



    



 
   

 
     

从而    
1 1

, d
i

q
n

n
i m

n i A

E E t s s


 

    ，故由引理 1.2 即证得结果。 

引理 1.5[11] 设 是概率空间 上随机序列，若 , 1iX i   , , P  0,1p  使
1

p

n
n

E X




  ，则
1

. .n
n

X a s



 收敛。 

2. 主要结果及证明 

本节中 表示任意常数，即使在同一式子中也可能不同。 C

定理 2.1 若条件(A1)-(A4)成立， 具有零均值和有限二阶矩的 PA 序列，且   , 1n
i i  

 
3

2
1sup  ( 2),   ( 0, 1,   2, , )

q
n

i jE q E j


 


      d  
  

, 
2

2

r r

n O n



 

 
   

 
，其中 ，设2r 

1 1
,1

2 q


 
   

 
，

使   sup , d
i

m
i A

E t s s O n  ，则 。 ˆ . .,a s n  n

定理 2.2 在定理 2.1 的条件下，有    ˆ . .,ng t g t a s n 。 

注 2.1 由于自 Esary Proschan 和 Walk 于 1967 年在文献[12]中提出 PA 序列相依性概念以来，已有许多学者

对 PA 序列的极限性质，如中心极限定理，强大数律及完全收敛性等，以及在密度估计、分布函数估计和非参

数回归函数估计的大样本性质进行了一定的研究，这里就不一一用文献列出。但在 PA 相依样本下研究半参数

回归模型中小波估计量的统计估计问题比较少见。而 PA 相依概念在可靠性理论、渗透理论和多元统计分析等

等重要领域中有广泛的应用，因此本文讨论误差为 PA 序列的半参数回归模型估计的强相合性是有意义的。 

注 2.2 文献[6]研究了误差为鞅差序列情形下小波估计的强相合性，本文在误差为正相伴(PA)序列的情形研

究了小波估计的强相合性。正相伴(PA)与鞅差随机变量序列都是非独立随机变量的重要情形。由于本文对误差

序列矩条件的要求与文献[6]是相同的。但由于正相协(PA)序列与鞅差序列的相依结构有本质的差异，因此我们

的定理条件中增加了对误差序列的协方差结构的要求，且证明方法和所用的主要引理与文献[6]是有一定差别的，
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所以本文的结果不仅仅是文献[6]的结果在 PA 序列下的一般性推广，而且具有本质的差异性。 

定理 2.1 的证明 令    ,I S g I S g      ，则 

  11 1 1ˆ T T
n n X X n X g n X T  

         .                             (2.1) 

首先证明 的第  元素 1 Tn X X   ,i j

1

1
. .,

n

hi hj ij
h

X X V a s n
n 

    .                                  (2.2) 

事实上，由于 满足 rf   阶 Lipschitz 条件，故 

               
1

1 10

sup , d , d sup , d d
k k

n n

m j k m j m j k j
i ik kA A

E t s s f t E t s f s s E t s s f t f s s O n 
 

 
     

 
    .    (2.3) 

由文献[1]中定理 3.2 的证明知 

       
1

0

sup , dj m j
t

f t E t s f s s O m   .                               (2.4) 

由(2.3)，(2.4)式可得 

         
1

sup , d
k

n

j m j k
i k A

f t E t s s f t O n O
m





 
   

 
   .                     (2.5) 

         
1

sup , d
k

n

i m k
i k A

g t E t s s g t O n O
m





 
   

 
  



.                      (2.6) 

又由于 的第  元素 1 Tn X X   ,i j

       

       
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1
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A
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n

 

 
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 

    
               

    
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 
   

 

    
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 

  

  
      

       
                       

   

  

   

     (2.7) 

由文献[7]引理 4(i)的(2.4)式易知 

   
1

sup , d 1 ,
k

n

kj m
t k A

E t s s o


     a s                       (2.8) . .
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由(2.5)式和(2.8)式，利用强大数定理知 

       

   

1
1 1 1 1

1
max , d sup , d

. . .

k k

n n n

i h m h i k hj kj m h
h n hk h hA A

m

U f t E t s s f t E t s s
n

O n O a s

 



    



 
 

    
 
 

 

   
          (2.9) 

   2 . . .mU O n O a s                               (2.10) 

由(2.5)式和(2.8)式及(1.3)式分别可得 

     2 2
3 . . . 1 .

m ijU O n O a s U V o    4                        (2.11) 

由(2.7)，(2.9)~(2.11)式得
1

1 n

hi hj ij
h

X X V
n 

    。即(2.2)式得证。其次证明 的第 i 元素 . .,  a s n  1 Tn X g  

 1 ( ) 0 . .,m
hi hn X g O n O a s n   .                            (2.12) 

显然 

   

   

       

1 1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 2

1 1

1

1

.

n n n n

hi hi hk ki h hr r
h h k r

n n n

hi hk ki h hr r
h k r

n n n

i h hk r h hr r
h k r

X g X S X g t S g t
n n

S g t S g t
n

f t S f t g t S g t
n

J J

 

   

  

  

    
 
      
  
    
 

 

   

  

  

  







                 (2.13) 

由于 

   1
1 11 1 1

1
max max ,

n n n

h hr r hi hk ki
h n h nr h k

J g t S g t S
n


     

 
   
 

   



                 (2.14) 

所以由强大数定理及(2.8)和(2.6)式，可得 

   1 mJ O n O   .                              (2.15) 

又由(2.5)和(2.6)式易得 

   2
2 m

J O n O 2  .                              (2.16) 

故由(2.13)，(2.15)，(2.16)式即得(2.12)式成立。 

最后证明 
1 0. . ., .Tn X a s n                                 (2.17) 

事实上(为方便起见，记 i
 n
i  以下同)， 1 Tn X   的第 i 元素 

   

1 1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 2

1 1

1

1

.

n n n n

hi h hi hk ki h hr r
h h k r

n n n

hi hk ki h hr r
h k r

n n n

i h hk i k h hr r
h k r

X X S X S
n n

S S
n

f t S f t S
n

T T

 

   



 

   

  

  

      
  
      
  
    
 

 

   

  

  

 





                  (2.18) 
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令              
1 1

, , ,q q
ni i i ni i i ni ni ni ni ni niI n I n y E z E ,         

   
             

   
    

则                     .ni ni ni ni ni ni iy z E E            

   
1 1

1
1 1 1 1 1

1 2

1 1

: .

n n n n n

hi hk ki h hi hk ki hr r
h k h k r

T S S
n n

T T

S     
    

         
   

 

     



 

                (2.19) 

由定理的已知条件及(2.8)式易得 

 1
1 0 . .,T a s n .                               (2.20) 

由(2.8)式、引理 1.4 及大数定理易得 

     2 2
1

1

1
1 1 0 . .,

n

hi
h

T o o a s n
n




   



.                       (2.21) 

由(2.19)~(2.21)式知 

1 0 . .,T a s n .                                (2.22) 

令 ，则    
1

n

hi i h hk i k
k

a f t S f t


 

   sup hi m
i

a O n O   .                                  (2.23) 

     

2
1 1 1 1 1 1

1 2 3
2 2 2

1 1 1 1

: .

n n n n n n

hi h hr r hi nh hi nh hi hr r
h r h h h r

T a S a y a z a S
n n n n

T T T

  
     

      
 

  

     
           (2.24) 

因为 nhy 仍为 PA 随机变量序列，所以由引理 1.3 和条件(A4)可知，当
3

2
  时，有 

        

   

1 2 2
2

1

1 3
1 12 22 2

21 22

1

.

r r rnr r
r r

hi nh m m
h

r r r r
r r

m

E T E a y Cn O n O n Cn n n
n

C n n n Cn Cn T T

 

 


 



   



              

    

 
       

 

 r r

 

又由条件 A4 可知，当
1 1

2,
2

r
r

   时，有      1 1 1
21 22 2

1 1 1

,
r

n n n

T T E T
  

  

      。即 



。 

所以由引理 1.2 可知 

 1
2 0 . .,T a s n .                                 (2.25) 

令

1

1

, ,
n

q i
i i i i i i n

i

I i E S
i


     


 
      

 
 当  1

, 0,p
p

   1 时，由 sup ,
p

i
i

E    可知 sup ,
p

i
i

E    所

以 

1 1 1 1

sup
p

p pp pi
i i

ii i i i

E i E E i C i
i

 



 

   
 

   

      p   .                (2.26) 

由引理 1.5 可知
1

.
n

i

i i



 a.s.收敛。从而，当  1

min 1 , 2
p

      时，有 
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       2 1
2

1 1

1
0 . .,

n n
h

m h m
h h

T C n Cn n a s n
n h

 



    

 

       .            (2.27) 

由引理 1.4 及(2.23)式易得 

 3
2

1 1

1
0 . .

n n

hi hr r
h r

T a S
n


 

   a s



                                (2.28) 

故由(2.24)，(2.25)和(2.27)，(2.28)知 

2 0 . ., .T a s n                                     (2.29) 

由(2.18)，(2.19)，(2.22)，(2.29)式知(2.17)成立。综合(2.1)，(2.2)，(2.12)和(2.17)式定理得证。 

定理 2.2 的证明 记 ˆ
ni 表示 ˆ

n 的第 i 个分量， i 表示  的第 i 个分量 

           

       

 

       

0
1

1 1

1 1

1 1

ˆˆ ˆsup sup , sup , d

sup , d sup , d

ˆ sup , d

sup , d sup , d

ˆ

i

j

j j

i

j j

n
T

n n m
t t t j A

n n

j m j m
t tj jA A

d n

nj j ij m
tj i A

n n

j m j m
t tj jA A

nj j

g t g t g t g t X E t s s

g t E t s s g t E t s

X E t s s

s

g t E t s s g t E t s

  



 



 



 

 

 

    

  

 
  
 
 

  

 

 

  

  

 

   

s

 

1 1

1 1

1 2 3 4

sup , d

ˆ sup , d

i

i

d n

j i m
tj i A

d n

nj j ij m
tj i A

f t E t s s

E t s s

K K K K

  

 

 

 
 
 
 
 
  
 
 

   

  

  

             (2.30) 

由于对于  g t 有类似于(2.5)式的结论，故 

1 0 . ., .K a s n 



                                  (2.31) 

由引理 1.4 知 

2 0 . ., .K a s n                                    (2.32) 

由引理 1.1 及定理 2.1，得 

   1

3 0
ˆmax sup sup . d max 0 . ., .j m nj j

j jt t
K d f t E t s s a s n                 (2.33) 

由(2.8)式及定理 2.1 得 

4 0 . ., .K a s n                                 (2.34) 

故由(2.30)~(2.34)式知定理得证。 
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