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Abstract: The aim of this paper is to study orthodox super rpp semigroups. Some new properties and charac-
terizations of such semigroups are obtained. Also, idempotent-separating congruencies on orthodox super rpp 
semigroups are described. As an application, some properties of left C-rpp semigroups and right C-rpp semi-
groups are given. 
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摘  要：本文研究纯正超 rpp 半群，得到了这类半群的若干新性质和特征，并且给出了纯正超 rpp 半群

上的幂等元分离同余的刻画。此外，还给出了左 C-rpp 半群和右 C-rpp 半群的等价刻画。 
 

关键词：超 rpp 半群；OS-rpp 半群；C-rpp 半群同余；  l -主因子 

1. 引言 

半群 称为 rpp 半群，如果 的每个右主理想 作为 -系是投射的。对偶地，定义 lpp 半群。Fountain[1]

指出，半群为 rpp 的，当且仅当它的每个 -类含有幂等元。如[2]，称 为富足的(abundant)，如果 既为 rpp

半群，又为 lpp 半群。众所周知，正则半群是富足半群。 

S S 1aS 1S

L S S

完全正则半群(completely regular semigroups)在半群理论中具有非常重要的地位。关于完全正则半群的研

究，参见专著[3]。作为完全正则半群在 rpp 半群理论中的推广，郭聿琦，K. P. Shum，朱聘瑜[4]定义了强 rpp

半群。所谓的强 rpp 半群是 rpp 半群，并满足条件：对任意的 a S 都存在唯一的幂等元 满足 且a a L a  a a a  。

最早被研究的强 rpp 半群类是 C-rpp 半群，即幂等元在中心的 rpp 半群。Fountain[1]指出，rpp 半群为 C-rpp 半

群当且仅当它为左消幺半群的半格。作为左 C-rpp半群的对偶，郭聿琦[5]研究了右 C-rpp半群。其后，K. P. Shum，

任学民[6]，郭小江，任琛琛，K. P. Shum[7]对右 C-rpp 半群作了较为深入的研究。事实上，还有多种强 rpp 半

群被研究(参见[8-10])。 

本文将继续研究强 rpp 半群，主要研究纯正超 rpp 半群上的几类特殊同余及纯正超 rpp 半群的性质和特征，

此外，还给出了左 C-rpp 半群和右 C-rpp 半群的一些新刻画。 

 

*基金项目：国家自然科学基金(10961014)；江西省自然科学基金(2014BAB201009)；江西省教育厅科研项目助资(GJJ11388)。 
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2. 若干准备 

为简便，我们将采用文献[2,11,12]的术语和符号。下面结果将多次用到。 

引理 2.1[2] 令 为半群，且 ，则下列各款等价： S ,a b S

1) ； aL b

2) 对于任意的 1, ,x y S ax ay  当且仅当 bx by 。 

引理 2.2[11] 令 为半群，且 ，则下列各款等价： S 2,a e e S 

1) ； aL e

2) 且对于任意的a ae 1,x y S ，若 ax ay 则 ex ey 。 

众所周知， 是 上的右同余，L L S  是 上的左同余。一般地， 且S L    。但当 都为正则元，

当且仅当 。特别地，若 是正则半群，则

,a b

 aL b  baL S L L ，    。为简便，用 记为半群 S 的

幂等元集。

E S

 

为研究 rpp 半群，郭聿琦，K. P. Shum，朱聘瑜[4]定义了如下关系，通常称为格林(σ)-关系： 

   , . . ;l l
l laL b Kera Kerb i e L L    

   Im Im , . . ;l l
l la b a b i e       

     

     

;

;

l l l

l l l

H L

D L

 

 


 

         l l laJ b J a J b   

其中 为由 确定的内左平移， 为 的像集，la a Im la la lKera 为 的核(kernel)，la
   lJ a 为被 -渗透的含 a的最

小理想。 

 lL

引理 2.3[13] 令 为强 rpp 半群，且 ，则 S ,a b S

1) 若 ，则   ；  laD b

S

ab a b
  

a


2) 若 a是 的正则元，则 是完全正则的，即存在幂等元 ，使得 。 e aHe

设 为强 rpp 半群。对任意的 ，定义 S ,a b S

 l

a b a b

H L

   

 
 

易知，  lD  。等价地，aHb当且仅当 。由此，a b   aHa 。郭小江，郭聿琦，K. P. Shum[14]指出，    l lD L   ，

而且一般不是左同余。称强 rpp 半群 为超 rpp 半群(super rpp semigroup)，如果S 是 上的左同余。 S

引理 2.4[14] 令 为强 rpp 半群，则以下各款等价： S

1) 是超 rpp 半群； S

2) 对任意的 a ，S    lJ a Sa S ； 

3)  
       E S E S E S E S

lJ J  ； 

4)    l lJ D ； 

5) 是 上的半格同余。  lD S

如[14]，称半群 为纯正超 rpp 半群，简称 OS-rpp 半群，如果 S 为超 rpp 半群，且 为带(band)。不难

验证，OS-rpp 半群的所有正则元构成纯正半群(orthodox semigroup)，再由引理 2.3，知 OS-rpp 半群的所有正则

元构成纯正群(orthogroup)。 

S ( )E S

现令 为 OS-rpp 半群， 。记 为含 的带S a S  E e e  E S 的 -类，不难知道， 为矩形带(rectangular D  E e
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band)。规定 。  ,a b e f E b a ebf   存在 , 使得

显然，是 上的等价关系。 S

S引理 2.5[14] 令 为 OS-rpp 半群，则 

1) 是 上的同余，且保持 -关系； S L

2) S  是 C-rpp 半群，即幂等元在其中心的 rpp 半群； 

3) H 1S  S

S ,a b S

( 上的恒等关系)。 

3. 同余 

这一节，我们将考虑 OS-rpp 半群上的几种特殊同余。 

引理 3.1 令 为 OS-rpp 半群，且 ，则 

a b 当且仅当存在 使得 a a a E b  ba 

a b

。 

，则有  E b,e f证明 仅需证必要性。为此，设   使得 a ebf ，易知 ea a ，再由 ，知 laL a a ea  ，

于是 ；类似地， E a    E e E b      a ，从而    aE b E  ，显然， ，而且  a E b E b E 

a a aa a ebfa a eb      

S

b b fa a b b b a a ba              

。若  E S 为带，则 当且仅当 。 SeD f  E SeD f ,e f E S引理 3.2 令 为强 rpp 半群，且

证明 显然， 。反之，若 ，则存在 E S SD D SeD f a S 使得 eLa f ，易知，a是正则的，再由引理 2.3 知，

是完全正则的，即存在a  g E S aHg满足 ，从而 eLg f ，即有 。因此， 当且仅当 。  E SeD f SeD f  E SeD f

半群 上的同余S  称为幂等元纯的，如果对于任意的 a S ，若 a 是幂等元，则 是幂等元。 a

定理 3.3 令 为 OS-rpp 半群，则 S

1) 是幂等元纯的； 

2)  lD H   ； 

3) 是 上最小的 C-rpp 半群同余。 S

证明 

1) 设 a E S   ，那么    2a a a a     ，于是  2 2a a a a a E S    ，即是幂等元纯的； 

2) 注意到，若 a b ，则存在 使得 a E b ,  a a ba  ，显然 a Db  ,  进而 ，于是 ，

从而 ，而

   laL a Db L b  l  laD b

 lD   lH D ，因此  lH D  。 

反之，若 ，则 。由引理 2.3 及 E(S)是带，知    , la b D      l l la D aD bD b 

        a ba a b a a b a a b a a b a a
                    

即 aHa ba  。现只需证， a ba b  。考虑到， 是 上的半格同余，而 lD S  la D b ，于是 

       l la ba D a ba D b bb bL b
       l



 

再据引理 3.2，有 ，即 。事实上，由上面的证明，知 

，从而

   la ba D b
  

 a ba b     

  a ba E b
  

a   a baa ba a b a a b     b  ，即 aH b ，故  lD H   。综上，  lD H   。 

3) 设  是 上的 C-rpp 半群同余，那么S S  是 C-rpp 半群。令 ,a b S ，且  ,a b  ，则由引理 3.1，知存

在 使得 。由 ，知b a E   a a ba   a E b      E a E b  ；同理，   E a E b  于是    E a E b  。

注意到， S  是 C-rpp 半群，则 a  ，b  在 S  的中心中，从而 
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         
          

a a ba a b bb a a b b b a

b b a a b bb a a b bb b

       

       

         

        

  

   
， 

即  ,a b  。因此  。所以，为 上最小 C-rpp 半群同余。 S

半群 上的同余S  称为幂等元分离的，如果对于任意的  ,e f E S ，若  ,e f  ，则 。幂等元分离

同余在半群研究中有非常重要的作用，特别是在正则半群的结构研究中尤为重要。众所周知，对于纯正半群来

说，同余

e f

 为幂等元分离的当且仅当  包含于H 中。自然会问，对于纯正超 rpp 半群 ，是否有 上的同余S S 
为幂等元分离的当且仅当 H  ？现在我们不知道，这个问题是否有肯定回答。 

定理 3.4 设 为 OS-rpp 半群，则关系 S

     , : ,a b S S x E S xaL xb ax bx        

为 上含于S H 的最大幂等元分离同余。 

证明 考虑到 和L 为等价关系，不难知道，  是 上的等价关系。 S

令 ，且, ,a b c S  ,a b  ，则对于任意的  x E S ，都有 ,xaL xb ax bx 。因为 是右同余，L 是左同余，

所以 

   xcaL xc aL xc bL xcb
     

且 cax cbx ，从而  ,ca cb  ；类似地，  ,ac bc  。所以  是 上的同余。 S

设      ,e f E S E S  ，则对于任意的  x E S ，都有 ,xeL xf ex fx ，特别地，取 x e ，则 eL ，ef e fe ，

进而 ，e ，从而 ，由此，eL ，故 ，这样eLef fe e eef  ef efe fe eHfe e fe ；取 x f ，则有 feL f ，ef f ，

进而 feLf ef f， ，从而 f ffe fe e   。故  为幂等元分离同余。 

现证， H  。设  ,a b  ，则 ，a a aL a b   a aa ba   ；类似地，bL b a   ，b ab ，再据 L 为 上

的右同余，

S

是 上的左同余，有 S

aL a bL ab   , bL b aL ba   , b ab ab  。 

于是    , la b L D   。 

下证，aL 。事实上，对任意的ba 1,x y S ，若 ax ay ，则 bax bay ；反之，若 ，则 。

另一方面，我们有 ，但每个 -类最多包含一个正则 -类([8]，Lemma 2.5)，则有 ，从而

由引理 3.2，知在带 E(S)中， ，进而 a a

bax bay b ax b ay 

a Db  la L aD bL b   

a D

 lD D

b b a    ，从而 

ax a ax a b a ax a b ax a b ay a ay ay               

因此，aL ，从而 。事实上， 蕴涵着ba aL baL b  a a b a    a a b   ，再据引理 2.3，有    a a b a b ab
        ，

从而 a ab ，故 a ab b  。现在 aHb，于是 H  。 

最后，证明： 是包含于H 中的最大幂等元分离同余。设  是 上含于S H 的幂等元分离同余。若  ,a b  ，

则对于任意的  x E S ，都有 

   ,, ,xa xb ax bx   

于是  ,xa xb H L  ，  ,ax bx H  ，从而，  ,a b  ，故   。 

综上所述，  是 上的包含于S H 最大幂等元分离同余。 

半群 上的同余S  称为左消幺半群同余，如果 S  是左消幺半群。左消幺半群是最简单的 rpp 半群，也是

rpp 半群的重要组件，因此研究 rpp 半群上的左消幺半群同余是有重要意义的。 

定理 3.5 令 为 OS-rpp 半群，则关系 S

     , :a b S S e E S eae ebe        
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为 上的最小左消去同余。 S

证明 显然， 满足反身性和对称性。令 , ,a b c S ，且    , , ,a b b c  ，则存在 使得 ,e f E S eae ebe ，

fbf fcf 。注意到，为 C-rpp 半群同余，所以 ,e f  在 S  的中心。由此，我们有 

   e a f e a e f eae f ebe f e b e f

e b f e f b f e f c f e c f

              
             

   

   

         
         

 

于是 ，进而   eaf eaf ecf eaf
         f eaf e a f eaf e f eaf e c f eaf e

      
，这说明， 是传递的。

从而 是等价关系。 

现证， 是相容的。为此，设 , , ,x y u v S ，且    , , ,x y u v  ，则存在  ,g h E S 使得 ,gxg gyg huh hvh  。

由于 ,g h  在 S  的中心，有 

     
     

gxuh g x u h g x g h u h gxg huh

g x g h u h gxg huh gyvh

            

        

  

  

        

     
， 

这样，    gxuh gxuh gyvh gxuh
  ，于是       h gxuh g xu h gxuh h gxuh g yv h gxuh      

，从而  ,xu yv  ，

故 是相容的，即 是 S上的同余。 

若  ,ax ay  ，则有 使得 E S  kaxk kayk ，于是 ，进而 

，从而

   ka xk ka yk
  

  k ka k k a x k ka
      a y k k

     ,x y  ，这意味着，S  是左消半群，而 S  有幂等元，易知，

S  是左消幺半群，即 是左消幺半群同余。 

设  为 上左消半群同余。若S  ,x y  ，则有  l E S 使 lxl lyl 。注意到， l 是 S  的恒等元，所以

   x lxl lyl y     ，因此  ，故 为 S上的最小左消去同余。  

4. 性质和特征 

令 为半群， 。记 。不难验证，S a S             : ,l lI a x J a x a J   l    lI a 是    lJ a 的理想。称 Rees

商半群        l lJ a I a 为由 确定的 的 -主因子。事实上，a S  l        l lJ a I a 是半群 ，其运算定义

如下：  

    0 ,l
aJ  

 , ,

0

l
axy x y xy

x y
   


如果

否 ，则

J
 

其中 xy为 x和 在 中的积。 y S

引理 4.1 令 为 半群， ，则  -主因子S rpp a S l        l lJ a I a 为 半群。 rpp

证明 仅需证明，            0 ,l
aJ a I a J l l

的非零元素 x是否与某幂等元有 关系。显然，L  l
ax J ，

即  lxJ a。由于 是 半群，存在S rpp  x E S  满足 xL x  ，且可能 0x  (否则，  l
ax xx J  矛盾)。于是， 

 lx L xJ  a 。由 ，知 lL L   J l  l
ax J  ，现易知，在半群        l lJ a I a 中， xL x  。从而 ( ) -主因子l

       l lJ a I a 为 半群。 rpp

令 为半群。在集合 上，定义运算： S  0 0S S 

, ;

0

xy x
x y

y S
 



如果

否则
 

其中 xy为 x和 在 中的积。易知， 为以 0 为零元的半群。我们称之为半群 附加零元。如[9]，称(左零

带；右零带)矩形带和左消幺半群的直积为(左零左消板；右零左消板)左消板(left cancellative plank)。 

y S 0S ， S

引理 4.2[10] 设 为强 半群，则下列各款等价： S rpp
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1) 是 半群； S OS-rpp

2) S上的关系： 

      π , , E Sa b S S a b D      

是半格同余； 

3) 是左消板的半格。 S

定理 4.3 令 为超 半群，则 为S rpp S OS rpp 半群当且仅当 

1) 的每个 -主因子为左消板或左消板附加零元； S  l
2) 对任意的 ， 且   ,e f E S    ef e E S

   ef eR ef
 

。 
   l l

证明 设 为 半群，那么S OS-rpp J D 是 S上的半格同余。据引理 4.2，可以假设 为左消板S  P Y   的

半格。显然，对于任意的 Y  ， P 的所有幂等元在 S 的同一个 -类。另一方面，由 为左消板D S  P Y   的

半格，知 的任一S J -类包含在某个 P ，因此 YD U P P    。 

下证，  l
YD U P P    。事实上，对任意的 ，由   , la b D      l l la D aD bD b  ，知 ，再由引理 3.2，

知 ，当然，a D ，于是存在

Sa D b 

 E Sa D b b  Y  使得 ,a b P
   。注意到，所有 P 都是 rpp 半群，再据[8]，Lemma 

6.4，有 ,a b P  ,a b，从而 P P   ，进而  l PYD U P   。反过来，若  ,a b Y P PU    ，据[8]，Lemma 

6.4，有 ,a b P
   ，由前面的证明，我们有 a Db  Sa D b，显然   ，故 。故 laD b  l

Y PD U P   。这样，S 的

任一  lJ -类恰好为某个 P 。 

对任意的 ，由 来确定的 的 -主因子a S a S  l            0l l l
aJ a I a J  或 aJ

，而上面的证明告知，  l
aJ 为

某个 P ，从而        l lJ a I a 为 0P 或 P 。这意味着条件(1)成立。令  ,e f E S ，则  ef E S 。显然  ef ef
  ，

由于 是带，易知 ，从而 。 E S  ef efe   e  ef ef

为证充分性，仅需证明：当条件(1)和(2)满足时，E(S)为带。令  ,e f E S ，由条件(2)，知 为幂等元，

且包含于

 ef e


 l
efJ 。另一方面，由 ef ，知  f ef  ef f ef

  ，于是    f ef L ef
 

，且  f ef

为幂等元。注意到

，再由条件(1)，    , l
efef e f E Jef     ef e f ef ef

   为 的幂等元，从而S  E S 为带。 

  定理 4.4 强 rp 半群 为 半群当且仅当关系p S OS-rpp , : &a b S S a a ba b b ab        是 S上幂等元纯

的 C-rpp 半群同余，且保持 -类。  lL

证明 由于引理 3.1 和 2.5，仅需证充分性。现设 是 上幂等元纯的 C-rpp 半群同余，且保持 -类。先证，

为带。对任意的 ，由

S  lL

 E S  ,e f E S  是 C-rpp 半群同余，知    ef fe ，于是 。另一方面，   ef ef fe ef
 

我们有 ，于是 ，进而ef ef f     ef ef f               ef ef fe ef ef e ef e ef e ef e ef
        

。 

由引理 2.3，知                ef e ef e ef e ef e ef e ef
         


进而 

              e ef ee ef e e ef e ef e ef e ef E S
          

于是 ，再由等式(1)，   e ef e ef
      ef e ef

  ，从而 故            ,ef e ef e ef ef ef ef E S
       

 E S 是带。 

现证， 。事实上，若 lD  a b ，则    l la L a b L b     ，但 S  的每个 -类仅有一个幂等元，于是 lL

a b   ，从而 ， ，这样a a b a    b b  a b   E Sa D b  ，因此 ，故 。  laD b  lD
再证， 是 上的同余。设 且   ，由[8]，Lemma 2.5，知 a D ，再由引理 3.2，知  lD



S , ,a b c S  , la b D b 

 E Sa D b ，于是  ,a b    ，但 是同余，    , la c b c D  ，即  la cD b c  。于是 ，因      l l lacL a cD b cL bc  

此 ，即 是 S上的右同余。  lacD bc  lD

另一方面，由  ,a b    及 是同余，知    , , ,a b a b a b    ，进而 
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   , , ,c a c b a c b c a b ,        

又由 是 C-rpp 半群同余，知 

       , , ,l lc a b ac D c b ba c D           

由引理 2.3，知 

           l l lb ac L bac L ba c ba c b a b a c L ba c
                ， 

从而 。注意到， lc aD c b     , , ,a b a b a b    ，进而    , , ,ca cb a cb ca b    。考虑到， 及 

，我们有 ，而上面已证： 是 上的右同余，故 。

因为

   , la b D

,b ac a   , , ,a b a b    la b D   ,b a a b    lD  lD S    lbc D  

 是 C-rpp 半群同余，所以 

     , , , lb ac c b a a bc c a b D          ， 

因此 。这样，    , lc b a c a b D    

      ,l l lca bL c a bD c b aL cb a       

即 。故 。因此 是 上的左同余。  lca bD cb a   lcaD cb  lD S

最后，证明： 是 上的半格同余。对任意的 lD S a S ，由  E S 是带及引理 2.3，知 

        2l laD a a a a a aa D a
        。 

由于 是 C-rpp 半群同余，对任意的 ，总有 ,a b S

     , , , la b ba a b b a D        。 

从而 

             l l l l l l labL a bD ba L b a D a b L ab D b aL ba        ， 

即 。故 是 上的半格同余，即 是超 rpp 半群。  labD ba  lD S S

综上所述，S是 OS-rpp 半群。 

5. 左 C-rpp 半群和右 C-rpp 半群 

本节我们将给出左 C-rpp 半群和右 C-rpp 半群的一些刻画。 

强 rpp 半群 S称为左 C-rpp 半群，如果 L 是 S上的半格同余。[4]中，郭聿琦，K. P. Shum，朱聘瑜指出，rpp

半群为左 C-rpp 半群当且仅当它同构于左零左消板的半格。郭小江，郭聿琦，K. P. Shum[4]证明了：半群为左 C-rpp

半群当且仅当它是 OS-rpp 半群，且其幂等元带为左正则带。 

基于上面的讨论，运用定理 4.3，我们可以证明： 

定理 5.1 令 为超 rpp 半群，则 为左 C-rpp 半群半群当且仅当 S S

1) 的每个S  l -主因子为左零左消板或左零左消板附加零元； 

2) 对任意的  ,e f E S ， 且     ef e E S
   ef e ef

  。 

证明(必要性)设 为左 C-rpp 半群。可以假设 是左零左消板S S  L  Y 的半格。类似于定理 4.3 的证明，S

的 -主因子为 l L 或 0L ，于是条件(1)成立。条件(2)可由定理 4.3 直接得到。 

(充分性)设定理的条件满足。由定理 4.3，知 S 为 OS-rpp 半群。而条件(1)蕴含 的每个 -类为左零左消

板，从而其幂等元组成左零带，进而

S  lD

 E S 是左零带的半格，这意味着，  E S 是左正则带，故 为左 C-rpp 半群。 S

引理 5.2[15] 令 是强 rpp 半群且其幂等元集S  E S 构成左正则带，则 是左 C-rpp 半群当且仅当关系 S
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     , :x y S S e E y x ey        

是 上的 C-rpp 半群同余，且保持 -类。 S  lL

利用引理 5.2，类似于定理 4.4 的证明，我们可以证明如下的关于左 C-rpp 半群的特征定理，这里省略其详

细证明。 

定理 5.3 强 rpp 半群 为左 C-rpp 半群当且仅当的关系 S

  , : &  a b S S a a b b b a         

是 上幂等元纯的 C-rpp 半群同余，且保持 -类。 S  lL

强 rpp 半群 称为右 C-rpp 半群，如果(1)对于任意的S   ,e E S Se Se  ；2) 是 上的半格同余。郭小江，

郭聿琦，K. P. Shum[14]证明了：半群为右 C-rpp 半群当且仅当它是 OS-rpp 半群，且其幂等元带为右正则带。 

 lD S

类似定理 5.1，我们可以证明： 

定理 5.4 令 为超 rpp 半群，则 为右 C-rpp 半群当且仅当 S S

1) 的每个S  l -主因子为右零左消板或右零左消板附加零元； 

2) 对任意的 且       , ,e f E S ef e E S
   ef e ef

  。 

事实上，我们有 

引理 5.5[7] 令 是强 rpp 半群且其幂等元集S  E S 构成带，则 是右 C-rpp 半群当且仅当关系 S

     , :x y S S f E y x yf      
 

是 上的 C-rpp 半群同余，且保持 -类。 S  lL

类似于定理 4.4，下面定理成立。这里我们省略详细证明。 

定理 5.6 强 rpp 半群 为右 C-rpp 半群当且仅当关系 S

  , : &  a b S S a ba b ab         

是 S 上幂等元纯的 C-rpp 半群同余，且保持 -类。  lL

6. 结论 

对照纯正半群，本文建立纯正超 rpp 半群的新性质和刻画。利用这些性质，我们很容易获得纯正完全正则

半群的相关性质(为显然推论，此处不列出)，而事实上并没看到这些性质的文字记载。同时，也得到了左 C-rpp

半群和右 C-rpp 半群的一些新刻画，丰富了这两种半群已有的结果。 
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