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Abstract 
In this paper, we model the free boundary problem of the Perpetual American Option as boundary 
value problem with multiple (or single) singular points in the semi infinite domain, and introduce 
the generalized characteristic function method to be able to obtain the exact solution of the ma-
thematical model of multiple singular point. In the single singular point case, our solution function 
takes the maximum value at the singular point. We deduce the consistency condition of the left 
and right free boundary problem. Under the compatibility condition, the three points, the left and 
right free boundary points and singular point are the same, so that they all are the optimal imple-
mentation point of the Perpetual American Option. In the case of multiple singular points, the 
conditional judgment of the left and right free boundary points to be the optimal or nearly optimal 
implementation point is obtained. 
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摘  要 

本文将永久美式期权的自由边界问题归结为在半无界区域具有多个（或单个）奇异点的边值问题来研究，

引入广义特征函数法获得了多个奇异点的数学模型的精确解。只有一个奇异点的情形，所得到的解函数

在奇异点处取最大值；并得到了左、右自由边界问题同时有一致解的相容性条件。证明了在相容性条件

下，左、右自由边界点与奇异点三点合一，从而左、右自由边界点与奇异点都是永久美式期权最佳实施

边界点。具有多个奇异点的情形，获得了判断左、右自由边界点成为最佳或较佳实施边界点的条件。 
 

关键词 

永久美式期权，最佳实施边界，自由边界问题，奇异点，广义特征函数法 

 
 

1. 引言 
美式期权是一张具有提前实施条款的合约，由于可以提前实施，持有者能否抓住有利时机，适时地

实施这张合约，以获取最大或较大利益，这是一个对持有者必须考虑的问题。在研究永久美式期权[1]-[3]
确定最佳实施边界的问题是齐次尤拉方程的自由边界问题[1]。永久美式期权的期权价格函数与时间无关，

它是原生资产价格 ( )0s s< < ∞ 的函数，记为 ( )u u s= 。期权价格函数 ( )u u s= 在半无界区域满足齐次尤

拉方程，寻求最佳实施边界 0s 的问题是把半无界区域分成 00 s s< < 和 0s s< < ∞两部分，持有者在 0s 实施

这张合约，其目的是获取最大的收益，使得期权价格函数达到最大值。寻求最佳实施边界 0s 会产生两个

自由边界问题[1]： 
自由边界问题 A：求{ }0,u s 使得 

( )

( )
( )

2 2
2

02

0 0

0 0

0

d d 0, 0
2 dd

lim 0
s

u us r q s ru s s
ss

u s K s

u s

u

σ

γ

+

− −

→


+ − − = < <


 = −

 ′ =

 =


 

且满足 ( ) ( )
0

0 0
max

s s
u s u s

≤ ≤
= ； 

自由边界问题 B：求{ }0,u s 使得 

( )

( )
( )

2 2
2

02

0 0

0 0

d d 0,
2 dd

lim 0
s

u us r q s ru s s
ss

u s K s

u s

u

σ

γ+ +

→∞


+ − − = < < ∞


 = −

 ′ =

 =

 

且满足 ( ) ( )
0

0 max
s s

u s u s
≤ <∞

= 。 

我们把自由边界问题 A 与自由边界问题 B 分别称为左、右自由边界问题。由左自由边界问题或右自

由边界问题去确定最佳实施边界点 0s 。如果同时考虑左、右两个自由边界问题，所得到的自由边界点 0s
是否一致？两个自由边界问题的自由边界点 0s 相同的条件是什么？左自由边界点 0s 与右自由边界点 1s
如果不相同，这两个自由边界点中哪个是最佳实施边界点？本文将上述问题归结为在半无界区域具有多
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个(或单个)奇异点的边值问题来研究。该边值问题的解称为弱解，它在半无界区域连续，但解的导数在奇

异点处发生间断。该边值问题需同时求满足问题的解和它的奇异点。本文引入广义特征函数法获得了多

个奇异点的数学模型的精确解，应用该结果对左、右自由边界问题进行了深入的研究。在只有一个奇异

点的情形，所得到的解在奇异点处取最大值；得到了左、右自由边界问题同时有一致解的相容条件；证

明了在相容条件下，左、右自由边界点与奇异点三点合一，从而左、右自由边界点与奇异点都是永久美

式期权最佳实施边界点。具有多个奇异点 0 1 10 N Ns s s s−< < < < < 的情形，左自由边界问题的自由边界 0s
是最小的奇异点，右自由边界问题的自由边界 Ns 是最大的奇异点，获得了判断左、右自由边界点成为最

佳或较佳实施边界点的条件。 

2. 主要结果 

2.1. 两个奇异点的数学模型 

记号 1 0: 0 s sΣ < < ， 2 0 1: s s sΣ < < ， 3 1: s sΣ < < ∞， : 0 sΣ < < ∞， : 0 sΣ ≤ < ∞， ( ) ( )
0

0lim
s s

u s u s
−

−

→
≅ ，

( ) ( )
0

0lim
s s

u s u s
+

+

→
≅ ， ( ) ( )

0
0

d dlim
d ds s

u us s
s s−

−

→
≅ ， ( ) ( )

0
0

d dlim
d ds s

u us s
s s+

+

→
≅ 。 

问题 1 (两个奇异点的数学模型)求{ }0 1, ,u s s 使其满足 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

1

2 2
2

2

0 0 0 0

1 1 1 1

2

0

1 3
d d 0,

2 dd
d,
d

d,
d

lim 0, lim 0

s

s

ss

u us r q s ru s
ss

uu s u s s
s

uu s u s s
s

u u

σ

ϕ γ

ϕ γ

−

+

+

− + −

− + +

→∞→


+ − − = ∈


 = = =



= = =

 =

Σ Σ



Σ

=

 

                         (1) 

其中： ( )sϕ 是区域 Σ内的非负连续函数。 

定义 1 若函数 u 在区域 Σ内连续有界，但 ( )u s 在 Σ内的某点 js 一阶左、右导数
d d
d d

j js s

u u
s s− +

≠ ，则称

js 为函数 u 的奇异点。 

定义 2 在区域Σ内具有多个(或单个)奇异点的数学模型的解称为弱解；弱解是区域 Σ内的连续有界

正解。 
问题 1 的求解需同时求解(弱解) u 和其奇异点 0 1,s s 。 
问题 1 的求解： 
齐次尤拉方程有形如 u sα= 的特解，将其代入尤拉方程，得到特征方程 

2 2
2 0

2 2
q r rσ σα α

 
− + − − = 
 

                                 (2) 

它有两个根，记为 

2
2

2rα α ω ω
σ±= = ± +                                     (3) 

其中 2
1
2

q rω
σ
−

= + 。 

易知 
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0α α− +< <                                          (4) 

故方程的通解为 

( )
( )
( )

1 1 0

2 2 0 1

3 3 1

, 0,

, ,

, ,

A s B s s s

u A s B s s s s

A s B s s s

α α

α α

α α

+ −

+ −

+ −

 + ∈
= + ∈


+ ∈ ∞

                                  (5) 

其中 , , 1, 2,3i iA B i = 为任意常数。由边界条件
0

lim 0
s

u
+→

= 推岀 1 0B = ，由边界条件 ( ) ( )0 0u s sϕ− = 得到

( )0
1

0

s
A

sα
ϕ

+
= ，从而 

( ) ( )0
0

0

, 0,
s

u s s s
s

α
α

ϕ
+

+
= ∈                                    (6) 

由(6)和边界条件，
0

0
d
d s

u
s

γ
−

−= 得到 

( )0
0

0

s
s

α ϕ
γ

+
−=                                         (7) 

完全类似的，得到 

( ) ( )1
1

1

, ,
s

u s s s
s

α
α

ϕ
−

−
= ∈ ∞                                     (8) 

( )1
1

1

s
s

α ϕ
γ

−
+=                                          (9) 

再求 

( )2 2 0 1, ,u A s B s s s sα α+ −= + ∈  

由边界条件 ( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 1,u s s u s sϕ ϕ+ −= =  

有 

( )
( )

2 0 2 0 0

2 1 2 1 1

A s B s s

A s B s s

α α

α α

ϕ

ϕ

+ −

+ −

 + =


+ =
 

这是关于 2 2,A B 的非齐次线性方程组，由克莱姆法则即得 

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

0 0 0 0

1 1 1 10 1 1 0 0 1 1 0
2 2

0 1 0 1 0 1 0 10 0 0 0

1 1 1 1

,

s s s s
s s s ss s s s s s s s

A B
s s s s s s s ss s s s

s s s s

α α

α αα α α α

α α α α α α α αα α α α

α α α α

ϕ ϕ
ϕ ϕϕ ϕ ϕ ϕ

− +

− +− − + +

+ − − + + − − ++ − + −

+ − + −

− −
= = = =

− −
 

于是有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 1 0 1 0 0 1
0 1

0 1 0 1 0 1 0 1

, ,
s s s s s s s s

u s s s s s
s s s s s s s s

α α α α
α α

α α α α α α α α

ϕ ϕ ϕ ϕ− − + +
+ −

+ − − + + − − +

− −
= + ∈

− −
                  (10) 

由条件 0 10 s s< < 和正解条件，必须要求 



吴小庆   
 

 
346 

( ) ( ) ( ) ( )0 1
0 1

0 1

0, 0,0
s s

s s
α ϕ α ϕ

ϕ ϕ
γ γ

+ −
− +> > < <                            (11) 

定理 1 (问题 1 连续有界正解的存在定理)当 ( ) ( )0 10, 0s sϕ ϕ> > ，
( ) ( )0 1

0 1

0
s sα ϕ α ϕ

γ γ
+ −

− +< < 时，问题 1

的解存在唯一，且可表出 

( ) ( )0 1
0 1

0 1

,
s s

s s
α ϕ α ϕ

γ γ
+ −

− += =                                    (12) 

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

0
0

0

0 1 1 0 1 0 0 1
0 1

0 1 0 1 0 1 0 1

1
1

1

, 0,

, ,

, ,

s
s s s

s

s s s s s s s s
u s s s s s s

s s s s s s s s
s

s s s
s

α
α

α α α α
α α

α α α α α α α α

α
α

ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ

+

+

− − + +
+ −

+ − − + + − − +

−

−


∈


 − −= + ∈

− −

 ∈ ∞


                  (13) 

或 ( )

( )

( ) ( ) ( )

( )

0
01

0

0 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1
0 1

0 1 0 1 0 1 0 1

1
11

1

, 0,

, ,

, ,

s s s
s

s s s s s s s su s s s s s s
s s s s s s s s

s s s
s

α
α

α α α α
α α

α α α α α α α α

α
α

γ
α

α γ α γ α γ α γ
α α α α

γ
α

+

+

− − + +
+ −

+ − − + + − − +

−

−

−

−
+

− + + −
− + + −

− + − +

+

−
−


 ∈



− −= + ∈
− −


 ∈ ∞

                (14) 

定理 2 (问题 1 连续有界正解性质定理)问题 1 连续有界正解 ( ) ( )2
1 2 3u C C∈ Σ Σ Σ Σ   ；有

( ) ( )
0

0 0
max

s s
u s u s

≤ ≤
= ， ( ) ( )

1
1 max

s s
u s u s

≤ <∞
= 。 

证明：由问题 1 的解在区间 ( )00, s 中的表达式： ( ) 0
1

0

u s s
s

α
α

γ
α

+

+

−

−
+

= ，有 ( ) 10
1

0

u s s
s

α
α

γ
+

+

−
−

−
′ = ，又 0 0γ − > ， 

u 在区间 ( )00, s 中 ( ) 0u s′ > ， u 单调增加，故 ( ) ( )
0

0 0
max

s s
u s u s

≤ ≤
= ： 

由问题 1 的解在区间 ( )1,s ∞ 的表达式： ( ) 1
1

1

u s s
s

α
α

γ
α

−

−

+

−
−

= ，有 ( ) 11
1

1

u s s
s

α
α

γ
−

−

+
−

−
′ = ，又 1 0γ + < ， u 在区

间 ( )1,s ∞ 中 ( ) 0u s′ < ， u 单调减少，故 ( ) ( )
1

1 max
s s

u s u s
≤ <∞

= 。 

定义 3 若函数 ( ) ( )u s C∈ Σ ；在区域 Σ内点 s′处取最大值 ( ) ( )
0
max

s
u s u s

≤ <∞
′= ，则称点 s′为函数 ( )u s 的

最佳实施边界，简称最佳实施点。 
定理 3 (问题 1 连续有界正解最佳实施点排除定理)若 ( ) ( )0 0 1 10, 0s K s s K sϕ ϕ= − > = − > ，问题 1

连续有界正解 ( ) ( )2
1 2 3u C C∈ Σ Σ Σ Σ   ，则 

1) 当 1 0K s s> > 时，奇异点 1s 不是最佳实施点； 
2) 当 1 0s s K> > 时，奇异点 0s 不是最佳实施点； 

3) 当 0 1, 2K s s K> > 时，奇异点 0s 不是最佳实施点；当 1 0
3 ,0
2 2
K KK s s< < < < ，奇异点 1s 不是最佳

实施点。 
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证明：由 ( ) ( )0 0 1 1,u s s K u s s K= − = − 易知，当 1 0K s s> > 时， ( )0 0u s K s= − ， ( )1 1u s K s= − ，

( ) ( )0 1u s u s> ， ( ) ( ) ( )
0 0 1max

s
u s u s u s

≤ <∞
≥ > ， ( )1u s 不是在区域 Σ的最大值，从而 1s 点不是最佳实施点。 

当 1 0s s K> > 时， ( )0 0u s s K= − ， ( )1 1 ,u s s K= − ( ) ( )0 1u s u s< ， ( ) ( ) ( )
0 1 0max

s
u s u s u s

≤ <∞
≥ > ， ( )0u s 不是

在区域 Σ 的最大值， 0s 点不是最佳实施点。当 1 2s K> , 0K s> 时， ( )0 0u s K s= − ， ( )1 1u s s K= − ，

( ) ( )1 0 1 0 02 0u s u s s K s s− = − + > > ，有 ( ) ( )0 1u s u s< ， 0s 点不是最佳实施点；当 1 0
3 , 0
2 2
K KK s s< < < < 时，

( ) ( )1 0 1 02 0u s u s s K s− = − + < 有 ( ) ( )0 1u s u s> ， 1s 点不是最佳实施点。 

即一般情况下两个奇异点 0 1,s s 不一定是最佳实施点。 
推论 1 若 ( ) ( )0 0 1 10, 0s K s s K sϕ ϕ= − > = − > ，则问题 1 的连续有界正解 

( )

( )

( ) ( ) ( )

( )

0
01

0

0 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1
0 1

0 1 0 1 0 1 0 1

1
11

1

, 0,

, ,

, ,

s s s
s

s s s s s s s su s s s s s s
s s s s s s s s

s s s
s

α
α

α α α α
α α

α α α α α α α α

α
α

γ
α

α γ α γ α γ α γ
α α α α

γ
α

+

+

− − + +
+ −

+ − − + + − − +

−

−

−

−
+

− + + −
− + + −

− + − +

+

−
−


 ∈



− −= + ∈
− −


 ∈ ∞

              (15) 

且 

1) 当且仅当 ( ) ( )0 1
0 1

, 0, , , 0α α γ α γ α
γ γ

− ++ −
+ −− +> ∈ ∈ ，有 

0 1 0 1
0 1

, ,K Ks s K s sα α
α γ α γ

+ −
− +

+ −

= = < <
− −

                             (16) 

2) 当且仅当 1 02 αα γ γ
α

+ −+
+

−

> + ， ( ) ( )0 1, , , 0γ α γ α− +
+ −∈ ∞ ∈ ，有 

0 1 0 1
0 1

, ,K Ks s s K sα α
γ α α γ

+ −
− +

+ −

= = < <
− −

                             (17) 

3) 当且仅当 1 02
α

α γ γ
α

+ −+
+

−

+ < ， ( ) ( )0 1, , ,0γ α γ− +
+∈ ∞ ∈ −∞ ，有 

0 1 0 1
0 1

, ,K Ks s s s Kα α
γ α γ α

+ −
− +

+ −

= = < <
− +

                             (18) 

证明由(12)，(13)易得。 
问题 2.1 求{ }0,u s 使得 

( )

( ) ( )
( )

2 2
2

02

0 0

0 0

0

d d 0,0
2 dd

lim 0
s

u us r q s ru s s
ss

u s s

u s

u

σ

ϕ

γ

+

− −

→


+ − − = < <


 =

 ′ =

 =


                           (19) 

问题 2.2 求{ }1,u s 使得 
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( )

( ) ( )
( )

2 2
2

12

0 1

1 1

d d 0,
2 dd

lim 0
s

u us r q s ru s s
ss

u s s

u s
u

σ

ϕ

γ +

→∞


+ − − = < < ∞


 =
 ′ =


=

                           (20) 

问题 2.3 求{ }0 1, ,u s s 使得 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2
2

0 12

0 0 1 1

d d 0,
2 dd

,

u us r q s ru s s s
ss

u s s u s s

σ

ϕ ϕ


+ − − = < <


 = =

                          (21) 

推论 2 当 ( ) ( ) ( ) ( )0 1
0 1

0 1

0, 0, 0
s s

s s
α ϕ α ϕ

ϕ ϕ
γ γ

+ −
− +> > < < 时，问题 2.1，问题 2.2 与问题 2.3 三个自由边界

问题都有解，问题 2.1 的解 

( ) ( )00
1 01

00

,
s

u s s s
s

α
α

α ϕγ
γα

+

+

−
+

− −
+

= =                                (22) 

问题 2.2 的解 

( ) ( )11
2 11

11

,
s

u s s s
s

α
α

α ϕγ
γα

−

−

+
−

− +
−

= =                                (23) 

问题 2.3 的解 

( ) ( ) ( )
( ) ( )0 10 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1

3 0 1
0 10 1 0 1 0 1 0 1

, ,
s ss s s s s s s su s s s s s

s s s s s s s s

α α α α
α α

α α α α α α α α

α ϕ α ϕα γ α γ α γ α γ
γ γα α α α

− − + +
+ −

+ − − + + − − +

− + + −
+ −− + + −

− +
− + − +

− −
= + = =

− −
       (24) 

且有 0 1s s< 。 
定义 4 称问题 2.1 为左自由边界问题，它的自由边界 0s 称为左自由边界点；称问题 2.2 为右自由边界

问题，其自由边界 1s 称为右自由边界点。 

推论 3 若 ( ) ( )0 0 1 10, 0s K s s K sϕ ϕ= − > = − > ，左、右自由边界问题都有解。左自由边界问题的解 

( ) 0
1 1

0

u s s
s

α
α

γ
α

+

+

−

−
+

= 且满足 

( ) ( )
0

1 0 10
max

s s
u s u s

≤ ≤
=                                  (25) 

1) 当 

0K s< ， ( ) ( )0 0 0
0

, 0, , ,Ks s Kα γ α
α γ

−+
+−

+

= ∈ ∈ ∞
−

                          (26) 

2) 当 

0s K< ， ( ) ( )0 0 0
0

, , , 0,Ks s Kα γ α
γ α

−+
+−

+

= ∈ ∞ ∈
−

                          (27) 

右自由边界问题的解 ( ) 1
2 1

1

u s s
s

α
α

γ
α

−

−

+

−
−

= ，且满足 

( ) ( )
1

2 1 2max
s s

u s u s
≤ <∞

=                                      (28) 
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1) 当 

1K s< ， ( ) ( )1 1 1
1

, , 0 , ,Ks s Kα γ α
α γ

+−
−+

−

= ∈ ∈ ∞
−

                          (29) 

2) 当 

1s K< ， ( ) ( )1 1 1
1

, , 0 , 0,Ks s Kα γ
γ α

+−
+

−

= ∈ −∞ ∈
+

                          (30) 

定义 5 左自由边界点 0s ，右自由边界点 1s ,若有 ( ) ( )2 1 1 0u s u s> ，则称右自由边界点 1s 比左自由边界

点 0s 优，称右自由边界点 1s 为较佳实施边界点：若有 ( ) ( )2 1 1 0u s u s< ，则称左自由边界点 0s 比右自由边

界点 1s 优，称左自由边界点 0s 为较佳实施边界点。 
推论 4 若 ( ) ( )0 0 1 10, 0s K s s K sϕ ϕ= − > = − > ，则左、右自由边界问题都有解， 

( ) 0
1 1

0

u s s
s

α
α

γ
α

+

+

−

−
+

= ， ( ) 1
2 1

1

u s s
s

α
α

γ
α

−

−

+

−
−

=
 

且 

1) 当且仅当 ( ) ( )0 1
0 1

, 0, , , 0α α γ α γ α
γ γ

− ++ −
+ −− +> ∈ ∈ ，有 

0 1 0 1
0 1

, ,K Ks s K s sα α
α γ α γ

+ −
− +

+ −

= = < <
− −

                             (31) 

2) 当且仅当 ( ) ( )1 0 0 12 , , , , 0αα γ γ γ α γ α
α

+ − − ++
+ + −

−

> + ∈ ∞ ∈ ，有 

0 1 0 1
0 1

, ,K Ks s s K sα α
γ α α γ

+ −
− +

+ −

= = < <
− −

                             (32) 

3) 当且仅当 ( ) ( )1 0 0 12 , , , , 0αα γ γ γ α γ
α

+ − − ++
+ +

−

+ < ∈ ∞ ∈ −∞ ，有 

0 1 0 1
0 1

, ,K Ks s s s Kα α
γ α γ α

+ −
− +

+ −

= = < <
− +

                             (33) 

推论 5 若 ( ) ( )0 0 1 10, 0s K s s K sϕ ϕ= − > = − > ，则左、右自由边界问题都有解。此时 

( ) ( )1 0 0 2 1 1,u s K s u s K s= − = − ，且 

1) 当且仅当
0 1

α α
γ γ
+ −
− +> ， ( )0 0,γ α−

+∈ ， ( )1 , 0γ α+
−∈ ，有 0

0

Ks α
α γ

+
−

+

=
−

， 1
1

Ks α
α γ

−
+

−

=
−

， 0 1K s s< < ，

( )1 0 0u s s K= − ， ( )2 1 1u s s K= − ， ( ) ( )1 0 2 1u s u s< 。 

2) 当且仅当 1 02 αα γ γ
α

+ −+
+

−

> + ， ( )0 ,γ α−
+∈ ∞ ， ( )1 , 0γ α+

−∈ ，有 0
0

Ks α
γ α

+
−

+

=
−

， 1
1

Ks α
α γ

−
+

−

=
−

， 0 1s K s< < ，

( )1 0 0u s K s= − ， ( )2 1 1u s s K= − ， ( ) ( )1 0 2 1 0 12u s u s K s s− = − − ；若 ( )1 , ,
2
αγ α α+ −

− −
 ∈ ⊂ ∞ 
 

，则 1 2s K> ，

0K s> ，有 ( ) ( )1 0 2 1u s u s< ；若 ( ) ( )0 3 , ,γ α α−
+ +∈ ∞ ⊂ ∞ ， ( )1 , 0 ,0

3
αγ α+ −

−
 ∈ ⊂ 
 

，则 1
3
2
KK s< < ， 00

2
Ks< < ，

有 ( ) ( )1 0 2 1u s u s> 。 

3)当且仅当 1 02 αα γ γ
α

+ −+
+

−

+ < ， ( )0 ,γ α−
+∈ ∞ ， ( )1 , 0γ + ∈ −∞ ，有 0

0

Ks α
γ α

+
−

+

=
−

， 1
1

Ks α
γ α

−
+

−

=
+

， 0 1s s K< < ，
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( )1 0 0u s K s= − ， ( )2 1 1u s K s= − ， ( ) ( )1 0 2 1u s u s> 。 

证明：由推论 4，即有 1)，3)成立。由推论 4 有当且仅当 1 02 αα γ γ
α

+ −+
+

−

> + ， ( )0 ,γ α−
+∈ ∞ ， ( )1 , 0γ α+

−∈ ，

有 

0
0

Ks α
γ α

+
−

+

=
−

， 1
1

Ks α
α γ

−
+

−

=
−

， 0 1s K s< < ， ( )1 0 0u s K s= − ， ( )2 1 1u s s K= − ， ( ) ( )1 0 2 1 0 12u s u s K s s− = − −  

易证 ( )0 ,γ α−
+∀ ∈ ∞ 有 0s K< ，让 ( )1 , ,

2
αγ α α+ −

− −
 ∈ ⊂ ∞ 
 

，则有 1 2s K> ，从而 ( ) ( )1 0 2 1u s u s< 。易证

当 ( ) ( )0 3 , ,γ α α−
+ +∈ ∞ ⊂ ∞ ， ( )1 , 0 ,0

3
αγ α+ −

−
 ∈ ⊂ 
 

，则有 1 0
3 , 0
2 2
K KK s s< < < < ，从而 ( ) ( )1 0 2 1u s u s> 。 

故 2)成立。 

推论 6 设左、右自由边界问题都有解，且左、右自由边界点 0 1s s≠ ，若左、右自由边界问题的两个

解可以连续开拓到 Σ 的同一个连续有界函数 ( )u C∈ Σ (即存在连续有界函数 ( )u C∈ Σ ，满足

( ) ( )1 0, 0u s u s s s= < < 和 ( ) ( )2 1,u s u s s s= < < ∞ )，则必有 1 0s s> 。反之，若左、右自由边界问题都有解，

且 1 0s s> ，则必存在连续有界函数 ( )u C∈ Σ 是左、右自由边界问题的解的连续开拓。 

证明：若存在连续有界函数 ( )u C∈ Σ ，满足 ( ) ( )1 0, 0u s u s s s= < < 和 ( ) ( )2 1,u s u s s s= < < ∞；则 u 在

区间 ( )00, s 中 ( ) 0u s′ > ，u 单调增加，故 ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 00
max , 0,

s s
u s u s u s s s

≤ ≤
= > ∀ ∈ ；u 在区间 ( )1,s ∞ 中 ( ) 0u s′ < ，

u 单调减少，故 ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1max , ,
s s

u s u s u s s s
≤ <∞

= > ∀ ∈ ∞ 。若 1 0s s< ，则 ( )1 00,s s∈ ，推出 ( ) ( )0 1u s u s> ；同时

( )0 1,s s∈ ∞ ，又推出 ( ) ( )0 1u s u s< 。于是应有两式 ( ) ( ) ( ) ( )0 1 0 1,u s u s u s u s> < 同时成立，矛盾。从而必有

1 0s s> 。反之，若左、右自由边界问题都有解，且 1 0s s> ，显然存在连续有界函数 ( )u C∈ Σ 是这两个解的

连续开拓。 
推论 7 若左、右自由边界问题都有解，且左、右自由边界点 0 1s s< ，连续有界函数 ( )u C∈ Σ 是它们的

一个连续开拓，则 

1) 当 1 0K s s> > 或 1 0
3 , 0
2 2
K KK s s< < < < 时，左自由边界点 0s 比右自由边界点 1s 优。 

2) 当 1 0s s K> > 或 1 02 ,s K K s> > 时，右自由边界点 1s 比左自由边界点 0s 优。 
证明：由定理 3 即得。 
即分别考虑左、右自由边界问题，若左、右两个自由边界点 0 1s s≠ ，自由边界 0s 或 1s 不一定是最佳

实施点。 
定理 4 (自由边界点与最佳实施点关系定理)设左、右自由边界问题都有解，且左、右自由边界点 0 1s s< ，

左、右自由边界问题解的连续开拓为 ( )u C∈ Σ ，则 

1) 若 ( ) ( )0 1
0 1

1 2max max ,s ss s s
u s u u

< <
> ，左自由边界点 0s 和右自由边界点 1s 皆不是该连续开拓 u 的最佳实施

点；当 1 0K s s> > ，或 1 0
3 ,0
2 2
K KK s s< < < < 时，左自由边界点 0s 是该连续开拓 u 的较佳实施点；当

1 0s s K> > ，或 1 02 ,s K K s> > 时，右自由边界点 1s 是该连续开拓 u 的较佳实施点。 

2) 若 ( ) ( )0 1
0 1

1 2max max ,s ss s s
u s u u

< <
≤ ，当 1 0K s s> > ，或 1 0

3 ,0
2 2
K KK s s< < < < 时，左自由边界点 0s 是该连

续开拓u 的最佳实施点；当 1 0s s K> > ，或 1 02 ,s K K s> > 时，右自由边界点 1s 是该连续开拓u 的最佳实施点。 
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下面我们考虑左、右两个自由边界点 0 1s s= 的条件。当 0 1s s= ，问题 1 即演变成单个奇异点的数学模型。 

2.2. 单个奇异点的数学模型 

问题 3 (单个奇异点的数学模型)求{ }0,u s 使其满足 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0

2 2
2

0 02

0 0 0

0 0

0

d d 0, 0, ,
2 dd

d d,
d d

lim 0, lim 0
s s

ss

u us r q s ru s s s
ss

u s u s s

u u
s s

u u

σ

ϕ

γ γ
− +

+

− +

− +

→∞→


+ − − = ∈ ∞


 = =

 = =



= =



                       (34) 

定理 5 (问题 3 连续有界正解的存在定理)当 ( )0 0sϕ > ，
0 0

0α α
γ γ
+ −
− += > 时，问题 3 的解存在唯一，且可表出 

( )
( )

( )

0
01

0

0
01

0

, 0,

, ,

s s s
s

u s
s s s

s

α
α

α
α

γ
α

γ
α

+

+

−

−

−

−
+

+

−
−


∈

= 
 ∈ ∞

, 
( )0

0
0

s
s

α ϕ
γ

+
−=                           (35) 

定义 6 函数 ( )u s 在 0s 点一阶左，右导数之差
0 0

d d
d ds s

u u
s s δγ

− +
− ≅ ，称 δγ 为 ( )u s 在 0s 点的跳跃度。 

我们已在[4]中得到 0δγ > ， 0 0γ − > ， 0 0γ + < 三者中任一个确定其它两个；问题 3 连续有界正解也可

由 δγ 表示，即有 

定理 6 (问题 3 连续有界正解的不同表示定理)当 ( )0 0sϕ > ， 0δγ > ，问题 3 连续有界正解存在，且

有精确解的表达式 

( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )0 0 0 0
0

0 0 0

, 0,
,

, ,

s s s s s s
u s s

s s s s s

α α

α α
δ

ϕ α α ϕ
γϕ

+ +

− −

−
+ −

−

 ∈ −= =
∈ ∞

                       (36) 

或 ( )
( )

( )

( ) ( )
1
0 0

0
0

1
0 0

, 0,
,

, ,

s s s s
s

u s s
s s s s

α αδ

α αδ δ

γ
α α α α ϕ
γ γ

α α

+ +

− −

−

+ − + −

−

+ −

 ∈ − −= =
 ∈ ∞
 −

                      (37) 

定理 7 (问题 3 连续有界正解性质定理)问题 3 连续有界正解 

( ) ( )2
1 2 1 0 2 0, : 0 , : , : 0u C C s s s s s∈ Σ Σ Σ Σ < < Σ < < ∞ Σ < < ∞   

且解在奇异点 0s 处取正的最大值 ( )
0
max

s
u s

≤ <∞
；奇异点 0s 就是永久美式期权最佳实施边界点。 

证明：由(37)式解在区间 ( )00, s 中的表达式： ( ) 1
0u s s sα αδγ

α α
+ +−

+ −

=
−

，有 ( ) 1 1
0 , 0u s s sα αδ

δ
α γ γ

α α
+ +− −+

+ −

′ = >
−

， 

u 在区间 ( )00, s 中 ( ) 0u s′ > ， u 单调增加，故 ( ) ( )
0

0 0
max

s s
u s u s

≤ ≤
= ： 

由(37)式解在区间 ( )0 ,s ∞ 的表达式： ( ) 1
0u s s sα αδγ

α α
− −−

+ −

=
−

，有 ( ) ( ) 1 1
0u s u s s sα αδγ α

α α
− −− −−

+ −

′ = =
−

， u
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在区间 ( )0 ,s ∞ 中 ( ) 0u s′ < ， u 单调减少，故 ( ) ( )
0

0 max
s s

u s u s
≤ <∞

= 。 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0 0 0
max max max

s s s s s
u s u s u s u s

≤ ≤ ≤ <∞ ≤ <∞
= = =  

推论 8 当 ( )0 0sϕ > ，
0 0

0 α α
γ γ
+ −
− +< = 时，左、右两自由边界问题都有解，且 0 1s s= ，左自由边界问题的解 

( ) ( ) ( )00
1 0 01

00

, , 0,
s

u s s s s s
s

α
α

α ϕγ
γα

+

+

−
+

− −
+

= = ∈                         (38) 

右自由边界问题的解 

( ) ( ) ( )00
2 0 01

00

, , ,
s

u s s s s s
s

α
α

α ϕγ
γα

−

−

+
−

− +
−

= = ∈ ∞                         (39) 

定理 8 (三点合一定理)当 ( )0 0sϕ > ， 
0 0

0 α α
γ γ
+ −
− +< = 时，左、右两自由边界点都等于奇异点 0s ，此时

左、右自由边界点 0s 都是永久美式期权最佳实施边界点。 

推论 9 若 ( ) ( )0 0 0u s s K sϕ= = − ，
0 0

0 α α
γ γ
+ −
− +< = ，则 

1) 当 0K s< 时，有 

( ) ( )0 0 0
0

, 0, , ,Ks s Kα γ α
α γ

−+
+−

+

= ∈ ∈ ∞
−

                       (40) 

2) 当 0s K< 时，有 

( ) ( )0 0 0
0

, , , 0,Ks s Kα γ α
γ α

−+
+−

+

= ∈ ∞ ∈
−

                      (41) 

证明：参见[4]。 

奇异点 0s 和弱解的最大值 ( )
00 su s u≅ 构成二维点 ( )00 , ss u ，由 0 0δγ γ γ− += − 的取值唯一确定。由推论 9

即知二维点 ( )00 , ss u 所属集合 

1) 当 0K s< 时， ( ) ( ){ }00 , , | ,ss u s w K s w s K∈ < < ∞ = − ； 

2) 当 0K s> 时， ( ) ( ){ }00 , , | 0 ,ss u s w s K w K s∈ < < = − 。 

推论 10 问题 3 (单个奇异点的数学模型)与[4]中问题 2 (单个奇异点的基本解数学模型)是等价的。 
证明：参见[4]中在广义函数空间关于基本解的推导即得。 
从而研究问题 3 (单个奇异点的数学模型)与[4]中问题 2 所得结果完全一致。 

2.3. 求解多个奇异点的数学模型的特征函数法 

问题 4 (多个奇异点的数学模型) 

( ) ( )
2 22 2

2
2

0

0

d d ,0
2 d 2d

lim 0, lim 0

N
j

j
j

ss

su us r q s ru s s s
ss

u u

σ γσ δ

+

=

→∞→


+ − − = − − < < ∞


 = =

∑                    (42) 

其中： ( )js sδ − 为狄拉克δ-函数， js 为奇异点， 0 1 10 N Ns s s s−< < < < < ， 

( ) { }, , 0,1, 2, ,j j Nγ ∈ −∞ ∞ ∈  。 
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等价于标准形式 

( )
2 2

0

0

1 ,0
2

lim 0, lim 0

N
j

j
j

ss

s
Lu s s s

u u

σ γ
δ

ρ

+

=

→∞→


= − − < < ∞


 = =

∑                            (43) 

其中： ( )js sδ − 为狄拉克δ-函数， js 为奇异点， 0 1 10 N Ns s s s−< < < < < ， ( ) { }, , 0,1, 2, ,j j Nγ ∈ −∞ ∞ ∈  ； 

微分算子 ( ) ( )d d
d d

L p s Q s
s s
 = − 
 

 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
2 1

2 1 2 1
2 2 2

2 2 1, , ,
2

rs q rp s s Q s s s
ω

ω ωρ ω
σ σ σ

− +
− − − + −

= = = = +  

问题 4 的求解： 
先考虑特征值问题 

( )

0

, 0

lim , lim
ss

LE s E s

s E s Eω ω

λρ

+

− −

→∞→

= − < < ∞
 < ∞ < ∞

                            (44) 

这是关于尤拉方程在半无界区间的奇异施图姆-刘维尔问题。 
尤拉方程的特解形式为 E sα= ，代入方程即有 
特征根 

( ) 2
2 2

2 1,
2

r q ri
λ

α ω ω ω
σ σ

∗
±

− −
= ± − = +  

即有 

( )

( )

2
2

2
,

, ,

r
i

iβ

λ
α ω β β ω

σ
α α ω β β

∗

∗ ∗

−
= ± = −

= = + ∈ −∞ ∞

 

于是得到特征值 
2 2 2 2

2
rβ

σ β σ ωλ λ +
= = +                                 (45) 

特征函数 

( ), ,iE E s sω β
β β= = ∈ −∞ ∞                                 (46) 

特征函数系是半无界区域 [ )0,∞ 上带权函数 ( )sρ 的完备正交系。由于 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 1 ln 1
2 20 0 0

2 2

2 2d d d

2 4πe d

i si i

i x

E s E s s s s s s s s s e s s

x

ω β βω β ω β
β β

β β

ρ
σ σ

δ β β
σ σ

∞ ∞ ∞ ′− + −′− −
′

∞ ′−

−∞

= =

′= = −

∫ ∫ ∫

∫
 

即知特征函数系是半无界区域 [ )0,∞ 上带权函数 ( )sρ 的正交系。正交关系 
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( ) ( ) ( ) ( )20

4πdE s E s s sβ β ρ δ β β
σ

∞

′ ′= −∫                           (47) 

定义在 [ )0,∞ 的连续函数 ( )W s 可以展为特征函数的积分形式 

( ) ( )dW s U E sβ β β
∞

−∞
= ∫                                 (48) 

由正交关系 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 20 0

2

0

4π 4πd d d d

d
4π

W s E s s s U E s E s s s U U

U W s E s s s

β ω β β β β

β β

ρ ρ β δ β β β
σ σ

σ ρ

∞ ∞ ∞ ∞

′ ′ ′−∞ −∞

∞

′ ′

′= = − =

=

∫ ∫ ∫ ∫

∫
 

( ) ( ) ( )
2

0
d

4π
U W s E s s sβ β

σ ρ
∞

= ∫                              (49) 

由(48)，(49)这一对关系可以引入广义特征函数法[5]求解问题 4。由(48)将问题 4 的解表为 

( ) ( )du s U E sβ β β
∞

−∞
= ∫                                  (50) 

由(49)则有 

( ) ( ) ( )
2

0
d

4π
U u s E s s sβ β

σ ρ
∞

= ∫                               (51) 

( ) ( )
2 2

0
d

2

N
j

j
j

s
s s f E sβ β

σ γ
δ β

∞

−∞
=

− =∑ ∫                            (52) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 22 2

0
0 0

d
4π 2 4π 2

N N
j j j

j j j
j j

s s
f s s E s s s E s sβ β β

σ γ σ γσ σδ ρ ρ
∞

= =

= − =∑ ∑∫  

( ) ( )2 1
2

2 , is s E s sω ω β
βρ

σ
− += =  

( )
2 22 2

2 1 1
2

0 0

2
4π 2 4π

N N
j j i i

j j j j j j
j j

s
f s s s s sωω β ω β
β

σ γσ σ γ
σ

− +− − −

= =

= =∑ ∑  

2
1

04π

N
i

j j j
j

f s sω β
β

σ γ − −

=

= ∑                                  (53) 

( ) ( )1 1 d dLu U LE s U E sβ β β β ββ λ β
ρ ρ

∞ ∞

−∞ −∞
= = −∫ ∫                      (54) 

将(53)，(54)两式代入(43)中方程则有 

( )d 0,0U f E s sβ β β βλ ω
∞

−∞
 − = < < ∞ ∫  

于是 

0U fβ β βλ − =                                       (55) 

f
U β

β
βλ

=                                         (56) 

将上式代入(50)式即有 
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( ) ( )d
f

u s E sβ
β

β

β
λ

∞

−∞
= ∫                                   (57) 

再将(45)，(46)，(53)式代入(57)式 

( ) ( )

( )

12

2 2 2 2
0

ln
1

2 20
2

d d
2π 2

1 1 e d22π
j

iN
j j j i

j

siN
s

j j
j

s sf
u s E s s s

r

u s s s r

ω β
β ω β

β
β

β
ω ω

γσβ β
λ σ β σ ω

γ β
β ω

σ

− −
∞ ∞

−∞ −∞
=

∞−

−∞
=

= =
+ +

=
+ +

∑∫ ∫

∑ ∫
 

由傅立叶积分变换公式 2
1 1 π ee d , 0
2π 2

A
i A

A A

λ
βλ β

β

−
∞

−∞
= >

+∫  

即知 ( )

2
2

2 ln

1 2
2

0 2
2

e 2, 2
22

j

r s
sN

j j
j

ru s s s
r

ω
σ

ω ωγ ω α α
σ

ω
σ

− +

−
+ −

=

= + = −
+

∑                    (59) 

定理 9 若 { }00 , 1, , 1j Ns s s j N< < < ∈ − ， ( ) { }, , 0,1, 2, ,j j Nγ ∈ −∞ ∞ ∈  ，则问题 4 的精确解为 

( )
( )1 ln

2
1

0

e j

s
sN

j j
j

u s s s

α α

ω ωγ
α α

+ −− −

−

= + −

=
−∑                               (60) 

若该解还满足内边界条件 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 , N Nu s s u s sϕ ϕ= =                               (61) 

则应有相容条件 

( )
( )

( )
01 ln

2
1

0 0
0

e j

s
sN

j j
j

u s s s s

α α

ω ωγ ϕ
α α

+ −− −

−

= + −

= =
−∑                           (62) 

( )
( )

( )

1 ln
2

1

0

e
N

j

s
sN

N j j N
j

u s s s s

α α

ω ωγ ϕ
α α

+ −− −

−

= + −

= =
−∑                          (63) 

记 

( )
( )

( ) ( )
( )

{ }

01 1ln ln
2 2

1 1
0

e e, , 0,1, 2, ,

N

j j

s s
s s

j j j j N j js s s s s s j N

α α α α

ω ω ω ωϕ γ ϕ γ
α α α α

+ − + −− − − −

− −

+ − + −

= = ∈
− −

  

则有 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) 01 ln

2
1

0 0 0 0
0

e,
j

s
sN

j j j j
j

u s s s s s s

α α

ω ωϕ ϕ ϕ γ
α α

+ −− −

−

= + −

= = =
−∑                     (64) 

( ) ( ) ( ) ( )
( )1 ln

2
1

0

e,

N

j

s
sN

N j N N j N j j
j

u s s s s s s

α α

ω ωϕ ϕ ϕ γ
α α

+ −− −

−

= + −

= = =
−∑                    (65) 
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附注 1 定理 9 中条件 ( ) { }, , 0,1, 2, ,j j Nγ ∈ −∞ ∞ ∈  即知，(60)式表示的不一定是正解，若在条件

( ) { }0, , 0,1, 2, ,j j Nγ ∈ ∞ ∈  下，则一定是正解。 

问题 5 (多个奇异点的数学模型)求{ }0, , Nu s s 使得 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
0

2 22 2
2

2
0

0 0 0

0

d d ,0 (66)
2 d 2d

max (67)

( ) max (68)

lim 0, lim 0 (69)
N

N
j

j
j

s s

N N s s

ss

su us r q s ru s s s
ss

u s s u s

u s s u s

u u

σ γσ δ

ϕ

ϕ

+

=

≤ ≤

≤ <∞

→∞→


+ − − = − − < < ∞


 = =

 = =
 = =

∑

 

记号 

1 0 2: 0 , : , : 0Ns s s s sΣ < < Σ < < ∞ Σ < < ∞  

定理 10 当 { }0, 0,1, 2, ,j j Nγ > ∈  ，且 ( ) ( ) ( ) ( )0 0
0 0

0 ,0
N N

j N j N
j j

s s s sϕ ϕ ϕ ϕ
= =

< = < =∑ ∑ ，满足条件 

( ) ( ) { }

( ) ( ) { }

( ) ( ) { }

0
0

00 0 0

0

, 0,1, 2, , (70)

0 , 1, 2, , (71)

0 , 0,1, 2, , 1 (72)

j j N
j j N

j j

j

j j

j N N NN

j j N

ss ss s j N
s s

ss s j N
s

s ss j N
s

α α

α

α

γ
ϕ ϕ

α α

ϕϕ
γ γ

ϕ ϕ
γ γ

+ −

+

−

− −

+ −

−

−

    
 = = ∈      −    
   < < ∈     


 
< < ∈ −   

 







 

则问题 5 存在连续有界正解 ( ) ( )2
1 2u C C∈ Σ Σ Σ  ，且可表为 

( )
( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

1 ln
2

1

0

0 0
0

0

e j

s
sN

j j
j

N N
N

N

u s s s

s
s

s
s

α α

ω ωγ
α α

ϕ α α
γ

ϕ α α
γ

+ −− −

−

= + −

+ −

+ −



 =

−


− =

 −
 =



∑

                            (73) 

证明由问题 4 的解，记为 

( )
( )1 ln

2
1

0

e j

s
sN

j j
j

u s s s

α α

ω ωγ
α α

+ −− −

−
∗

= + −

=
−∑                                 (74) 

则 ( )u s∗ 满足问题 5 中(66)，(69)两式，由(71)，(72)，(73)三式即有 { }00 , 1, , 1j Ns s s j N< < < ∈ − ，且 

( ) ( ) ( ) ( )0 0
0

0

, N N
N

N

s s
s s

ϕ α α ϕ α α
γ γ

+ − + −− −
= =                           (75) 
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1) 00 s s< <  

由 { }00 , 1, , 1j Ns s s j N< < < ∈ − ，有 1
j

s
s

< ， { }ln 0, 0,1, ,
j

s j N
s

< ∈   

( )
( )1 1ln

2

0 0
e j

s
N N

s j j j j

j j j

s s ssu s
s

αω ωα α γ γ
α α α α

+
+ −

−−

∗
= =+ − + −

 
= =   − − 
∑ ∑                       (76) 

( )
1

0
0

N
j

j j

su s
s

α
γ

α
α α

+−

∗ +
= + −

 
′ = >   − 

∑                              (77) 

( ) ( )
0

0 0
max

s s
u s u s∗ ∗≤ ≤

=                                   (78) 

( ) 0
0

0

N
j j

j j

ssu s
s

α
γ

α α

+

∗
= + −

 
=    − 
∑                               (79) 

由(71)，(72)，(73)三式即有 

( ) ( ) ( ) 0
0 0 0

0
,

N
j j

j j
j j

sss s s
s

α
γ

ϕ ϕ ϕ
α α

+

= + −

 
= =    − 
∑                        (80) 

从而 ( ) ( ) ( )
0

0 0 0
max

s s
u s s u sϕ∗ ∗≤ ≤

= =                            (81) 

2) { }, ln 0, 0,1, ,N
j

ss s j N
s

< < ∞ > ∈   

( )
0

N
j j

j j

ssu s
s

α
γ

α α

−

∗
= + −

 
=    − 
∑                              (82) 

( )
1

0
0

N
j

j j

su s
s

α
γ

α
α α

−−

∗ −
= + −

 
′ = <   − 

∑                           (83) 

( ) ( )max
N

N s s
u s u s∗ ∗≤ <∞

=                                (84) 

由(82)有 

( )
0

N
j jN

N
j j

ssu s
s

α
γ

α α

−

∗
= + −

 
=    − 
∑                             (85) 

由(71)，(72)，(73)三式即有 

( ) ( ) ( )
0

,
N

j jN
N j N j N

j j

sss s s
s

α
γ

ϕ ϕ ϕ
α α

−

= + −

 
= =    − 
∑                        (86) 

即有 

( ) ( ) ( )max
N

N N s s
u s s u sϕ∗ ∗≤ <∞

= =                               (87) 

由(81)，(87)两式即 u∗满足条件(67)和(68)，为问题 5 的解。 
左自由边界问题 5.1 求{ }0,u s 使得 
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( )

( ) ( ) ( )
0

2 2
2

02

0 0 0

0

d d 0,0
2 dd

max

lim 0
s s

s

u us r q s ru s s
ss

u s s u s

u

σ

ϕ

+

≤ ≤

→


+ − − = < <

 = =


=


                        (88) 

定理 11 当 { }0, 0,1, 2, ,j j Nγ > ∈  ,且 ( ) ( )0 0
0

0
N

j
j

s sϕ ϕ
=

< = ∑ ，满足条件 

( ) ( ) ( ) ( ) { }00 00 0 0 0
0 0 0

0

, , 0 , 1, 2, ,j j j
j

j j j

s sss s ss s j N
s s

α α
γ ϕϕγ

ϕ ϕ
α α α α γ γ

+ +−

+ − + −

   
= = < < ∈      − −    

       (89) 

则左自由边界问题 5.1 存在连续有界正解 ( ) ( )2
1 1u C C∈ Σ Σ ，且可表为 

( ) ( ) ( )0 0
0

0 0

,
N

j j

j j

s ssu s s
s

α
γ ϕ α α

α α γ

+

+ −

= + −

  −
= =   − 
∑                         (90) 

且满足 

( )
1

0
0

0
0

N
j

j j

su s
s

α
γ

α
α α

+−

−
+

= + −

 
′ = >   − 

∑                               (91) 

推论 11当自由边界问题 2.1中 0
0 0α γγ

α α
− +

+ −

= >
−

， ( )0 0sϕ > ，则存在连续有界正解 ( ) ( )2
1 1u C C∈ Σ Σ ，

且可表为 

( ) ( ) ( )00 0
0

0 0

,
sssu s s

s

α ϕ α αγ
α α γ

+
+ −

+ −

− 
= =  − 

                          (92) 

右自由边界问题 5.2 求{ }, Nu s 使得 

( )

( ) ( ) ( )

2 2
2

2
d d 0,

2 dd
max

lim 0
N

N

N N s s

s

u us r q s ru s s
ss

u s s u s

u

σ

ϕ
≤ <∞

→∞


+ − − = < < ∞

 = =


=


                           (93) 

定理 12 当 { }0, 0,1, 2, ,j j Nγ > ∈  ，且 ( ) ( )
0

0
N

N j N
j

s sϕ ϕ
=

< = ∑ ，满足条件 

( ) ( ) ( ) ( ) { }, , 0 , 0,1, 2, , 1j j j N N NN N N N
N N j N

j j j N

s s ss s ss s j N
s s

α α
γ ϕ ϕγ

ϕ ϕ
α α α α γ γ

− −−

+ − + −

   
= = < < ∈ −      − −    

    (94) 

则右自由边界问题 5.2 存在连续有界正解 ( ) ( )2
2 2u C C∈ Σ Σ ，且可表为 

( ) ( ) ( )
0

,
N

j j N N
N

j j N

s ssu s s
s

α
γ ϕ α α

α α γ

−

+ −

= + −

  −
= =   − 
∑                      (95) 

且满足 
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( )
1

0
0

N
jN

N
j j

su s
s

α
γ

α
α α

−−

+
−

= + −

 
′ = <   − 

∑                           (96) 

推论 12 当自由边界问题 2.2 中 ( )0 10,0N sα γγ ϕ
α α

+ −

+ −

= < <
−

，则存在连续有界正解 ( ) ( )2
2 2u C C∈ Σ Σ ,

且可表为 

( ) ( ) ( )11
1

1

,N

N

sssu s s
s

α
ϕ α αγ

α α γ

−
+ −

+ −

− 
= =  − 

                      (97) 

附注 2 问题 5 连续有界正解 ( ) , 0u u s s= ≤ < ∞， ( ) ( )
0

0 0
max

s s
u s u s

≤ ≤
= ， ( ) ( )max

N
N s s

u s u s
≤ <∞

= ， 

( ) ( ) ( ){ }00
max max , Ns

u s u s u s
≤ <∞

≥ 。问题 5 连续有界正解是左自由边界问题题 5.1 与右自由边界问题 5.2 的解的

连续开拓，若
( ) ( )0 0

0

N N

N

s sϕ ϕ
γ γ

< ，则有左、右两个自由边界点 0 Ns s< ，自由边界 0s 或 Ns 不一定是最佳实施

点。 
附注 3由定理 11与推论 11的结论可知，左自由边界问题 5.1与左自由边界问题 2.1有差异很大的解。

由定理 12 与推论 12 的结论可知，右自由边界问题 5.2 与右自由边界问题 2.2 也有差异很大的解。 

3. 结论 
I 简单期权价格曲线的情形，即期权价格曲线在区域 : 0 s∑ < < ∞内有且仅有一个奇异点 0s 的情形。问

题 3 的研究得到期权价格函数 ( )0 0
0 0

; , , 0u u s α αγ γ
γ γ

− + + −
− += = > 依赖于 ( )0 0,γ γ− + 的取值，不同的 ( )0 0,γ γ− + 的取值

得到不同的期权价格曲线，实际上我们得了简单期权价格曲线族 ( )0 0
0 0

| ; , , 0u u u s α αγ γ
γ γ

− + + −
− +

 
ϒ ≅ = = > 

 
。简

单期权价格曲线的情形，由定理 8 (三点合一定理)，左、右自由边界点与奇异点三点合一，左、右自由边界

点与弱间断点都是永久美式期权最佳实施边界点。奇异点 0s 的判定：期权价格函数 ( )0 0; ,u u s γ γ− += 在该点左、

右导数由正变负，即 ( )0
d 0
d
u s
s

− > ， ( )0
d 0
d
u s
s

+ < 。对期权价格曲线族而言，奇异点 0s 的取值可以很小，也可

以很大，它分布在半无穷区间 ( )0,∞ 上。具体的期权价格曲线奇异点 0s 的确定依赖于该期权价格曲线的运行

趋势，依赖于期权价格曲线在 0s 点的跳跃度 0 0δγ γ γ− += − 。对于简单期权价格曲线而言，确定跳跃度的取值

是计祘永久美式期权最佳实施边界点的一条途径。 
II 复杂期权价格曲线的情形，即期权价格函数曲线在区域Σ内具有多个奇异点 0 1 10 N Ns s s s−< < < < <

的情形，左自由边界问题的自由边界 0s 为最小的奇异点，右自由边界问题的自由边界 Ns 为最大的奇异点。当

0NK s s> > 或 0
3 ,0
2 2N
K KK s s< < < < 时，左自由边界点 0s 比右自由边界点 Ns 优，较佳实施边界点为 0s ；当

0Ns s K> > 或 02 ,Ns K K s> > 时，右自由边界点 Ns 比左自由边界点 0s 优，较佳实施边界点为 Ns 。即在不同情

况下，由定理 4 (自由边界点与最佳实施点关系定理)即知，考虑左、右两自由边界问题，一般不能断定自由边

界 0s 与 Ns 是否是永久美式期权最佳实施边界点。在复杂多变的情况下，一般不能用左、右两自由边界问题所得

到的自由边界点 0 , Ns s 的计祘结果去断定其为永久美式期权最佳实施边界点。单独考虑左或右自由边界问题所

得到的自由边界点的计祘结果皆有可能与真实情况的最佳实施边界点相差很远。 
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