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Abstract 
In his paper, some sufficient conditions for nonexistence of positive nonconstant stationary solu-
tions for generalized Gray-Scott model are given. 
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摘  要 

本文给出了广义Gray-Scott模型不存在非常值正稳态解的若干充分条件。 
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1. 引言 
广义 Gray-Scott 模型的化学反应机制如下[1]： 

( ) 1

2

1 , ,

, ,

pS U pV p V k uv
V W k v

 → + → + =


→ =

比率
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其中 1k ， 2k 和 p 是正常数。对于一维情形，反应物U 和V 的浓度 ( ),u x t , ( ),v x t 满足如下反应扩散方程： 

( )
2

1 1 02

2

2 1 22

,

,
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t x
v vd k uv k v
t x

∂ ∂
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∂ ∂ = + − ∂ ∂

 

其中 1d 和 2d 是化学反应物U 和V 的扩散系数。当 2p = 时，通常称上述模型为 Gray-Scott 模型[2] [3]。通

过变换，其相应的高维广义 Gray-Scott 模型为： 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

2

1 , , 0, ,

, , 0, ,

0, , 0, .

p

p

v v

u d u F u uv x t
t
v d v F k v uv x t
t
u v x t

∂ = ∆ + − − ∈Ω× +∞ ∂
∂ = ∆ − + + ∈Ω× +∞ ∂

∂ = ∂ = ∈∂Ω× +∞


                    (1.1) 

此处，∆是 Laplace 算子；Ω为 NR 中的有界区域，且其边界充分光滑；ν 是 ∂Ω上的单位外法向量 ν ν
∂

∂ =
∂

；

1 2, , ,d d F k 是正常数。上述模型的正稳态解满足下面的椭圆型方程组： 

( )
( )
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1 , ,
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p

p

v v

d u F u uv x
d v uv F k v x
u v x

− ∆ = − − ∈Ω

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∂ = ∂ = ∈∂Ω

 

称 ( ) ( ) 22,u v C ∈ Ω  是(1.1)的一个正解，如果， 0, 0u v> > ，且其满足(1.1)。 

目前，关于广义 Gray-Scott 模型的研究主要集中在 2p = 的情形[4]-[9]，对于 2p ≠ 的情形的研究很

少，文献[1]也仅仅讨论了一维情形。对其它类似模型如 Sel’kov 模型、 Brusselator 模型、Schnakenberg
模型等的研究参见[10] [11] [12] [13]。 

本文研究问题(1.1)非常值正解的不存在性。主要结果如下： 
引理 1.1：设 1p > ，如果下列条件之一成立： 

(i) 
( )21

1
1 2 4

p p
p

pa a
d F K pa

F
µ

−
−

+
+ + > + ， 

(ii) 1pF k pa −+ > 且
( )
( )

21

1 1 14

p p

p

pa a
d F

F k pa
µ

−

−

+
+ >

+ −
，则问题(1.1)不存在非常值正解。 

定理 1.2：设 1p > ，如果下列条件之一成立： 
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则问题(1.1)不存在非常值正解。 
在第二节给出定理 1.1 的证明；在第三节，给出定理 1.2 的证明。 

2. 定理 1.1 的证明 
引理 2.1：设 ( ),u v 为问题(1.1)的一个正解，则 

( )max 1u x
Ω

< , ( )max v x a
Ω

< ,  

其中， 1

2

max ,d Fa
d F k

 
=  + 

。 

证明：设 ( ) maxu x u
Ω

= , x ∈Ω。依文献[14]中命题 2.2，得  

( ) ( ) ( ) 0pF Fu x u x v x− − ≥ , 

由此得到第一个结论。 
令 
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得 
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令 ( ) maxw y w
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= ，依文献[14]中命题 2.2，得  
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这表明，第二个结论成立，这样，引理 2.1 得证。 

定理 1.1 的证明：对任意 ( )1g C∈ Ω ，记
1 dg g x

Ω
=
Ω ∫ 。假设 ( ),u v 是(1.1)的正解。用 ( )u u− 乘以(1.1)

中的第一个方程两边，然后在Ω上积分，得  
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由中值定理知：对任意 x∈Ω，存在介于 ,v v 之间的 ( )xξ ，使得 ( )1p p pv v p v vξ −− = − ，由于 v a< ，所

以 1p p pv v pa v v−− ≤ − 。注意到： 1u < ，得 

( ) ( )2 2 1
1 d d dpd u u x F u u x pa u u v v x−

Ω Ω Ω
∇ − ≤ − − + − −∫ ∫ ∫ 。 

同理，用 ( )v v− 乘以(1.1)中的第二个方程两边，然后在Ω上积分，得 
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由 Poincaré 不等式 
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利用 Young 不等式，得 
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所以当
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+ + > + 时，有 ,u u v v≡ ≡ ，这证明了第一个结论。类似地，可得

到第二个结论。这样，定理 1.1 得证。 

3. 定理 1.2 的证明 
引理 3.1：设 ( ),u v 是(1.1)的一个正解，则 ( ),u v 满足如下积分恒等式 

( ) ( )2 22 2 2 2
1 1 1 2 2 2d d d d dd x Fd x F k d Fd x d x F k d xφ φ φϕ ϕ ϕ

Ω Ω Ω Ω Ω
∇ + + + − = ∇ + +  ∫ ∫ ∫ ∫ ∫     (3.1) 
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其中 u uφ = − ， v vϕ = − ，
1 du u x

Ω
=
Ω ∫ ，

1 dv v x
Ω

=
Ω ∫ 。 

证明：将模型(1.1)的两个方程在Ω上积分，得 

( )d dF u x F k v x F
Ω Ω

+ + = Ω∫ ∫                             (3.2)
 

令 

( ) ( ) ( )1 2w x d u x d v x= + , 

得 

( ) , ; 0,vw F F k w w wφ ϕ−∆ = − − + ∈Ω ∂ = ∈∂Ω  
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Ω Ω
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由此得 

d 0xφϕ
Ω

≤∫
 

另一方面 
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在(3.2)的两边乘以φ ，然后在Ω上积分，得 

( ) 22
1 2d d d dF x F k x d x d xφ φϕ φ φ ϕ

Ω Ω Ω Ω
− − + = ∇ + ∇ ∇∫ ∫ ∫ ∫                  (3.4)

 

联合(3.3)和(3.4)，引理 3.1 得证。 

定理 1.2 证明 由引理 3.1 的证明可知 d 0xφϕ
Ω

≤∫ ，再根据引理 3.1 知：如果 1

2

F d
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>
+

，则有 
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由 Poincaré 不等式 
1
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−

Ω Ω

+
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接下来在(1.1)中的第一个方程两边同乘以 u u− ，在Ω上积分，得 
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由中值定理知， ( )xξ∃ 介于 ,v v 之间，使得 ( )1p p pv v p v vξ −− = − ，因为v a< ，所以 1p p pv v pa v v−− ≤ − 。

又因为 1u < ， u uφ = − ， v vϕ = − ，所以由(3.6)得 
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取 1p
F

pa
ε −= ，于是由(3.7)可化为 
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1 d d
4
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d x x

F
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−

Ω Ω
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由于 1

2

F d
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+

再结合(3.7)和(3.5)，则
Fa

F k
=

+
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于是，得 
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d d d
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µ µ
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µ µ
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Ω Ω Ω
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所以，当
2 22 1

1 1
2

1 24

pp F d Fd
F F k d F k

µ
µ

− −+ > ⋅ + + + 
时， ,u u v v≡ ≡ 。 

类似地可得到第二个结论。这样，定理 1.2 得证。 
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