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Abstract 
In this paper, we study the problem of determining the optimal implementation boundary of multi- 
asset option, and establish a mathematical model of multidimensional Black-Scholes equation with 
singular inner boundary function vector ( ) ( ) ( )( )1 , , ,0 .ms s t s t s t t T= = < <  In multi-dimension re-

gion ( ) ( ){ }, | , 0,ms t s R t T+Ω ≅ ∈ ∈ , the option price function is an unknown function. The exact solu-

tion ( ),u s t  of the mathematical model is obtained by using the matrix theory and the generalized 
characteristic function method. And the exponential function vector expression of the singular inner 
boundary is obtained ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1

1 1, , e , , e mT t T t
m ms t s t ω ωϑ ϑ− −=  . It is demonstrated that: when any 

( )0,t T∈ , the maximum value ( )max ,
ms R

u s t
+∈

 of the solution ( ),u s t  of the region : 0 , 1, ,m
jR s j m+ < < ∞ =   

is obtained on the singular boundary, namely ( )( ) ( ), max ,
ms R

u s t t u s t
+∈

= . The free boundary problem A 

and free boundary problem B of Black-Scholes equation are solved. The free boundary of problem A 
and B is expressed by the function vector ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1

1 1: 0 , , , e , , e 1, ,mT t T tm
j m mR s j s t s t mω ωϑ ϑ− −

+ < < ∞ = =   . 

The free boundary of the problem A and problem B coincides with the singular inner boundary. 
So the vector expression of the exponential function is the best implementation of the boundary. 
The exponential function vector ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1

1 1, , e , , e mT t T t
m ms t s t ω ωϑ ϑ− −=   satisfies the condition

( )
( )d1 , 1, ,

d
k

k
k

s t
k m

s t t
ω ≡ − =  ; and kω  is calculated by 

1 1

1 1
2 2

jk

k kj nn n nj
j n

b a q r cω
= =

  = + + −    
∑ ∑ ; the 

formula shows that kω  is only determined by all the parameters appearing in the multidimensional 
Black-Scholes equation. 
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摘  要 

本文研究多资产期权确定最佳实施边界的问题，建立了多维Black-Scholes方程在多维区域 
( ) ( ){ }, | , 0,ms t s R t T+Ω ≅ ∈ ∈ 具有奇异内边界函数向量 ( ) ( ) ( )( )1 , , ,0ms s t s t s t t T= = < < 的数学模型，期权

价格函数为未知函数。应用矩阵理论和广义特征函数法获得了期权价格函数的精确解 ( ),u s t 。并获得了奇异内

边界的指数函数向量表达式 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1
1 1, , e , , e mT t T t

m ms t s t ω ωϑ ϑ− −=  。证眀了：当任意 ( )0,t T∈ ，数学模型

的解 ( ),u s t 在奇异内边界取区域 : 0 , 1, ,m
jR s j m+ < < ∞ =  中的最大值，即 ( )( ) ( ) ( ), max , , 0,

ms R
u s t t u s t t T

+∈
= ∈ ；

同时获得了 Black-Scholes方程的自由边界问题A和自由边界问题B的精确解和其自由边界的指数函数向量表

达式 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1
1 1, , e , , e mT t T t

m ms t s t ω ωϑ ϑ− −=  ，问题A和问题B的自由边界与奇异内边界重合。从而指数函数

向量表达式 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1
1 1, , e , , e mT t T t

m ms t s t s t ω ωϑ ϑ− −= =  为最佳实施边界。指数函数向量 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1
1 1, , e , , e mT t T t

m ms t s t ω ωϑ ϑ− −=  满足条件
( )

( )d1 , 1, ,
d
k

k
k

s t
k m

s t t
ω ≡ − =  ；且有 kω 的计算公式

1 1

1 1
2 2

jk

k kj nn n nj
j n

b a q r cω
= =

  = + + −    
∑ ∑ ；公式表明 , 1, ,k k mω =  由多维Black-Scholes方程中出现的所有参数

kja ， jq ， r 唯一确定。 
 
关键词 

多资产期权，最佳实施边界，自由边界问题，多维Black-Scholes方程 

 
 

1. 引言 

期权是风险管理的核心工具，姜礼尚[1]对期权定价理论作了系统深入的阐述，利用偏微分方程理论

和方法对期权理论作深入的定性和定量分析，特别对美式期权展开了深入的讨论。美式期权合约中具有

提前实施的条款，因此最佳实施边界的确定对于美式期权具有特殊意义。在美式期权定价研究中，姜礼

尚[1]建立了Black-Scholes方程的自由边界问题，对最佳实施边界 ( ) ,0s s t t T= < < 作了很多深入的研究，
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得到很多重要的结论。其中包括 ( )s T 的位置， ( )s t 的单调性， ( )s t 的上下界以及 ( )s t 的凸性等，并给出

了 ( )s t 在 t T= 附近的渐近表达式。这些结果增加了对最佳实施边界的认识，对美式期权定价的数值计祘

产生了重要的影响。期权定价问题历来是金融经济学中的重要研究课题之一[1]-[8]，多年来，众多经济学

者与研究人员对这一问题进行不断深入的研究，但是这些研究大多是围绕具有单个资产的期权进行的。

多资产期权在现代金融交易市场中占有重要的地位，研究多资产(或单个资产)期权定价模型大多是围绕数

值解法进行的[9]-[21]，姜礼尚[1]建立了关于期权价格函数 ( ) ( )1, , , ,mV V s t V s s t= =  的多维Black-Scholes
方程 

( ) ( )
2

1
, 1 1

1 0, , , ,0
2

m m
m

kj k j k k m
k j kk j k

V V Va s s r q s rV s s R t T
t s s s +

= =

∂ ∂ ∂
+ + − − = ∈ < <

∂ ∂ ∂ ∂∑ ∑               (01) 

其中矩阵 ( )kj m m
A a

×
= 为实对称非负矩阵。研究关于方程(01)的多资产期权的数学模型。 

由于 
2

, 1 , 1 1

1 1 1
2 2 2

m m m

kj k j kj k j kk k
k j k j kk j k j k

Va s s V a s s a s V
s s s s s= = =

    ∂ ∂ ∂ ∂
= +     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

∑ ∑ ∑                  (02) 

故方程(01)可改记为 

, 1 1

1 1 0
2 2

m m

kj k j k kk k
k j kk j k

V Va s s V r q a s rV
t s s s= =

  ∂ ∂ ∂ ∂ + + − − − =     ∂ ∂ ∂ ∂   
∑ ∑                  (03) 

本文研究多资产期权确定最佳实施边界的问题，建立了多维 Black-Scholes 方程在多维区域 
( ) ( ){ }, | , 0,ms t s R t T+Ω ≅ ∈ ∈ 具有奇异内边界函数向量 ( ) ( ) ( )( )1 , , ,0ms s t s t s t t T= = < < 的数学模型，期权

价格函数 ( ),u s t 为未知函数。应用矩阵理论和广义特征函数法获得了数学模型的精确解 ( ),u s t 。并获得了奇异

内边界的指数函数向量表达式 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1
1 1, , e , , e mT t T t

m ms t s t s t ω ωϑ ϑ− −= =  。证眀了：当任意 ( )0,t T∈ ，

数学模型的解 ( ),u s t 在奇异内边界取 : 0 , 1, ,m
jR s j m+ < < ∞ =  中的最大值，即 

( )( ) ( ) ( ), max , , 0,
ms R

u s t t u s t t T
+∈

= ∈ ；同时获得了Black-Scholes 方程的自由边界问题A 和自由边界问题 B 的精确

解和其自由边界的指数函数向量表达式 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1
1 1, , e , , e mT t T t

m ms t s t ω ωϑ ϑ− −=  ，问题 A 和问题 B 的自由

边界与奇异内边界重合。从而指数函数向量表达式 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1
1 1, , e , , e mT t T t

m ms t s t s t ω ωϑ ϑ− −= =  为最佳实

施边界。指数函数向量 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1
1 1, , e , , e mT t T t

m ms t s t ω ωϑ ϑ− −=  ，满足条件
( )

( )d1 , 1, ,
d
k

k
k

s t
k m

s t t
ω ≡ − =  ；

且有 kω 的计算公式
1 1

1 1
2 2

jk

k kj nn n nj
j n

b a q r cω
= =

  = + + −    
∑ ∑ ；公式表明 , 1, ,k k mω =  由多维 Black-Scholes 方程

中出现的所有参数 kja ， jq ， r 唯一确定。 

2. 主要结果 

2.1. 多资产期权的数学模型 I 的研究 

引入记号 

( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

, | , 0, , , | , 0, , , | , 0,

: 0 , 1, , ; : , 1, , ; : 0 , 1, , ;

: , 1, , .

m

j j j j j j

j j

s t s R t T s t s t t T s t s t t T

t s s t j m t s t s j m t s s t j m

t s t s j m

+ − − + +

− + −

+

Ω ≅ ∈ ∈ Ω = ∈Ε ∈ Ω = ∈Ε ∈

Ε < < = Ε < < ∞ = Ε ≤ ≤ =

Ε ≤ < ∞ =

  


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数学模型 I (多维 Black-Scholes 方程具有奇异内边界的终值问题)： 

( ) ( )

( ) ( )

1
, 1 1

0

1 1 , , , , , 0 (1)
2 2

, (2)
lim | | , lim | | (3)

m m
m

kj k j k kk k m
k j kk j k

ss

u ua s s u r q a s ru f s t s s s R t T
t s s s

u s T s
u u

ϕ

+

+
= =

→∞→

   ∂ ∂ ∂ ∂ + + − − − = − = ∈ < <      ∂ ∂ ∂ ∂    


=
 < ∞ < ∞



∑ ∑ 

数学模型 I 是关于多资产期权的数学模型，它是多维 Black-Scholes 方程在区域Ω 具有奇异内边界

( ) ( ) ( )( )1 , , ks t s t s t≅  ， 0 t T< < 的终值问题，未知函数 ( ),u s t 为期权价格函数。 

其中：方程的自由项为 

( ) ( ) ( ) ( )( )2

1
,

m

k k k k
k

f s t t s t s s tγ δ
=

= −∏                              (4) 

( )( )k ks s tδ − 为狄拉克δ -函数； ( )( )s s tδ − 为m 维狄拉克δ -函数； ( ) ( ) ( )( )1 , , ks t s t s t≅  , ( )kj m m
A a

×
=

为实对称非负矩阵。 
数学模型 I.1 (多维 Black-Scholes 方程的终值问题)： 

( )

( ) ( )

1
, 1 1

0

1 1 0, , , ,0
2 2

,

lim , lim

m m
m

kj k j k kk k m
k j kk j k

ss

u ua s s u r q a s ru s s s R t T
t s s s

u s T s

u u

ϕ

+

+
= =

→∞→

   ∂ ∂ ∂ ∂ + + − − − = = ∈ < <      ∂ ∂ ∂ ∂    


=
 < ∞ < ∞



∑ ∑ 

  (5) 

数学模型 I.2 (多维 Black-Scholes 方程具有奇异内边界和齐次终值条件的终值问题)： 

( ) ( )

( )

1
, 1 1

0

1 1 , , , , ,0
2 2

, 0

lim , lim

m m
m

kj k j k kk k m
k j kk j k

s s

u ua s s u r q a s ru f s t s s s R t T
t s s s

u s T

u u

+
= =

→ →∞

   ∂ ∂ ∂ ∂ + + − − − = − = ∈ < <      ∂ ∂ ∂ ∂    


=
 < ∞ < ∞



∑ ∑ 

 (6) 

2.1.1. Black-Scholes 方程数学模型 I 的求解 
记偏微分算子 

, 1 1

1 1
2 2

m m

kj k j k kk k
k j kk j k

L a s s r q a s r
s s s= =

  ∂ ∂ ∂ = + − − −     ∂ ∂ ∂   
∑ ∑                      (7) 

先考虑 m 维 Euler 方程在半无界区域 mR+ 的特征值问题 I 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1
, 1 1

0

1 1 , , , (8)
2 2

lim , lim   (9)

m m
m

kj k j k kk k m
k j kk j k

s ss s

E s E s
LE s a s s r q a s rE s E s s s R

s s s

E s E s

λ

χ χ

+
= =

→ →∞

  ∂ ∂ ∂  = + − − − = − ∈       ∂ ∂ ∂   
 < ∞ < ∞

∑ ∑ 

 

为求解特征值问题 I 我们建立了引理 1.1~引理 1.6。 
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引理 1.1：设 ( ) m m
kj m m

A a R ×

×
= ∈ 为正定矩阵，则存在正线下三角矩阵 ( ) m m

kj m m
B b R ×

×
= ∈ 满足 TA BB=

且分解是唯一的；且有 

1) 正线下三角矩阵 B 的行列式
1

0
m

jj
j

B b
=

= >∏ ，
2A B= ； 0, , 2, ,kjb k j j m= < =  ； 

2) 由 ( )kj m m
b

× 唯一确定 ( )kj m m
a

× ；由 ( )kj m m
a

× 唯一确定 ( )kj m m
b

× ； 

3) 记 ( ) ( )1T
kj m m

B C c
−

×
= = ，则C 为正线上三角矩阵， 

1

1 1
0, 0, , 1, , 1

m m

jj jj kj
j j

C c b c k j j m−

= =

= = > = > = −∏ ∏  ；由 ( )kj m m
a

× 唯一确定 ( )kj m m
c

× ； 

4) 记 ( )
1

; , 1, ,
m n

kn jn j
n k j

I k X c c x k m
= =

≅ =∑ ∑  ， ( )T
1, , m

mX x x R= ∈ ；则当 0X ≠ 时，有 ( )
1

; 0
m

j
j

x I j X
=

>∑ 。

从而当 ( )T
1, , mX x x=  ， 0, 1, ,jx j m> =  ，有 ( ); 0, 1, ,I k X k m> =  ； 0, 1, ,jx j m< =  ，有

( ); 0, 1, ,I k X k m< =  。 

证明：由矩阵理论[22]即知存在正线下三角矩阵 ( ) m m
kj m m

B b R ×

×
= ∈ 满足 TA BB= 且分解是唯一的。由

TA BB= 有
2A B= 。 

正线下三角矩阵 ( )kj m m
B b

×
= ，正线下三角矩阵 B 的行列式

1
0

m

jj
j

B b
=

= >∏ ，且 0, , 2, ,kjb k j j m= < = 
；

B 的转置矩阵 TB 为正线上三角矩阵。 TB 的逆矩阵C 为正线上三角矩阵。 
1

1 1
0, 0, , 1, , 1

m m

jj jj kj
j j

C c b c k j j m−

= =

= = > = > = −∏ ∏  。 

下证 4)由于C 为正线上三角矩阵，即有
1 1 1

m n m n

kn jn j kn jn j
n k j n j

c c x c c x
= = = =

=∑ ∑ ∑ ∑ 和 

T T
1 2

1 2 1 2
1 1 1 1 1 1

, , , ,
m m m m

j j j j jm j j j j j jm j
j j j j j j

c x c x c x c x c x c x
= = = = = =

   
=   

   
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑  ；从而有 

( ) [ ]

[ ]

T
1 2

1 1 2
1 1 1 1 1 1

T

1 1 2
1 1 1

; , , , , ,

, , , , ,

m n m n m

kn jn j kn jn j k kk km j j j j jm j
n k j n j j j j

m m m

k kk km j j j j jm j
j j j

I k X c c x c c x c c c c x c x c x

c c c c x c x c x

= = = = = = =

= = =

 
≅ = =  

 

 
=  

 

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

  

  

 

( )T
1, , mX x x=  为列向量，应用分块矩阵的乘法运算即有

T
T

1 2
1 1 1

, ,
m m m

j j j j jm j
j j j

c x c x c x C X
= = =

 
= 

 
∑ ∑ ∑  

从而有 

( ) [ ] T
1 2; , , , 1, ,k k kmI k X c c c C X k m= =                            (10) 

由于 ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )
T1 1 1 1T T T T 1 T 1CC B B B B BB A

− − − −− −= = = = 即有 

( )
( )

( )

T 1

1;
2;

;

I X
I X

CC X A X

I m X

−

 
 
  = = 
 
  



                              (11)
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( )kj m m
A a

×
= 为正定矩阵，则 1A− 为正定矩阵， T 1X A X− 为正定二次齐式，从而有 

( )
( )

( )

T T 1

1;
2;

0, 0

;

I X
I X

X X A X X

I m X

−

 
 
 
  = > ≠
 
 
 
 





                            (12) 

( )
1

; 0, 0
m

j
j

x I j X X
=

> ≠∑                                (13) 

由 X 的任意性，分别令 , 0, 1, ,p p pX y y p mε= ≠ =  ， 

其中 ( ) ( ) ( )T T T
1 21,0,0, ,0 , 0,1,0, ,0 , , 0,0, ,0,1mε ε ε= = =    。 

由(13)式即有 

1
0, 1, ,

m

p kn pn p
n

y c c y p m
=

> =∑ 

 

即 2

1
0, 0, 1, ,

m

kn pn p p
n

c c y y p m
=

> ≠ =∑ 
 

从而 
2

1 1
0, 0

m m

kn pn p p
p n

c c y y
= =

> ≠∑∑                               (14) 

再记 2 , 1, ,p py x p m≅ =  ；有 0, 1, ,px p m> =  和 

( )2

1 1 1 1
; , 1, ,

m m m m

kn pn p kn pn p
p n p n

c c y c c x I k X k m
= = = =

= = =∑∑ ∑∑                     (15) 

由(14)，(15)两式即有：当 ( )T
1, , mX x x=  ， 0, 1, ,jx j m> =  ，有 ( ); 0, 1, ,I k X k m> =  ；显然也

有：当 ( )T
1, , mX x x=  ， 0, 1, ,jx j m< =  ，有 ( ); 0, 1, ,I k X k m< =  。引理证毕。 

记
1ln

ln
ln

m

m

s
s R

s
α +

 
  ≅ = ∈ 
  

 ，作 mR+ 到
mR+ 的线性变换 

( )
1

1

ln
ln , ln ln

ln

m

m

B R s B
η

α α η η
η

−
+

 
 Φ = ≅ = ∈ = 
  

                       (16) 

记 ( ) ( ) ( ) ( )ln lnE s E s E B Yη η∗ ∗= = ≅                          (17) 

引理 1.2：若 ln lns B η= ，则有 

T
sBη∇ = ∇                                    (18) 

其中

1 1
1 1

, s

m m
m m

s
s

s
s

η

η
η

η
η

∂ ∂   
   ∂ ∂   
   ∇ ≅ ∇ ≅
   ∂ ∂   
   ∂ ∂   

  为向量变系数偏微分算子。 

证明(16)式即 
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1
11

1

ln
ln

ln
ln

m

p p
p

m
m

mp p
p

b
s

s
b

η

η

=

=

 
       =       
  

∑

∑

                                  (19) 

由(17)式即有

 

( ) ( ) ( )1 1
1 1

ln , , ln ln , , ln
m m

m p p mp p
p p

E s E s s E b b Yη η η∗ ∗

= =

 
= = = 

 
∑ ∑                 (20) 

由复合函数的求导法则 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ] ( )

1
1

1 1
1

, ,
ln ln lnk k mk k mk

k k m

m
m

s
s

Y Y E s E s
b b b b E s

s s
s

s

η η
η

η η

∂ 
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 = = + + =

∂ ∂ ∂ ∂  ∂ 
 ∂ 

             (21) 

 

从而 ( ) ( ) ( )

1 1 1
1 1 111 1

T

1

, ,

, ,

m

m mm
m m m

m m m

s s
s sb b

Y E s B E s
b b s s

s s

η
η

η

η
η

∂ ∂ ∂     
     ∂ ∂ ∂            = =       ∂ ∂ ∂      
     ∂ ∂ ∂     



   



 

即(18)式成立。引理证毕。 
m 维 Euler 方程在半无界区域 mR+ 的特征值问题 II 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2
2

12
1

0

1 0, , ,  (22)
2

lim , lim (23)

m
m

k k k k m
k kk

Y Y rd Y R
m

Y Yη ηη η

η η
η η λ η η η η

ηη

χ η χ η

+
=

→ →∞

  ∂ ∂  − + − = = ∈    ∂∂    
 < ∞ < ∞

∑ 

 

其中
1

m

k
k

λ λ
=

= ∑ ，
2 1

2

11

1, , 1, ,
2

kdm k

k k jj j jk
jk

d a q r c k mηχ η
+

−

==

 = = + − = 
 

∑∏ 

                             
(24) 

引理 1.3：若 ln lns B η= ，则特征值问题 I 中方程(8)与特征值问题 II 中方程(22)等价。 

证明：由 TA BB= ，有

 
( )

( ) ( ) ( ) ( )

, 1

T

1 1
1 1

TT T

m

kj k j
k j k j

s s

m m
m m

a s s E s
s s

s s
s s

A E s B B E s

s s
s s

=

  ∂ ∂
   ∂ ∂  

∂ ∂   
   ∂ ∂   
   = = ∇ ∇
   ∂ ∂   
   ∂ ∂   

∑

 

                   (25) 
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( )

( ) ( ) ( ) ( )
, 1

2
2

2
1

m

kj k j
k j k j

mT
k

k k

a s s E s
s s

Y
Yη η

η
η η

η

=

=

  ∂ ∂
   ∂ ∂  

∂
= ∇ ∇ =

∂

∑

∑
                              (26) 

记 ( ) 1TC B
−

≅ ，由引理 1.1 矩阵C 为正线上三角矩阵。 

由(18)式有 

1 1
1 1

m m
m m

s
s

C

s
s

η
η

η
η

∂ ∂   
   ∂ ∂   
   =
   ∂ ∂   
   ∂ ∂   

                                    (27) 

由矩阵乘法 

1 1
1 1

1

m

p p
p p

m

mmp p
p mp

c s
s

sc
s

η
η

η
η

=

=

∂  ∂ 
   ∂ ∂   
   =
   ∂∂   
   ∂∂   

∑

∑

                                  (28) 

从而 

1

m

k kp p
pk p

s c
s

η
η=

∂ ∂
=

∂ ∂∑                                    (29) 

( ) ( )

( )

1 1 1

1 0

1 1
2 2

1
2

m m m

k kk k k kk kp p
k k pk p

m m

p kp k kk
p k p

E s
r q a s r q a c Y

s

c r q a Y

η η
η

η η
η

= = =

= =

∂ ∂   − − = − −   ∂ ∂   

  ∂ = − −   ∂  

∑ ∑ ∑

∑ ∑
             (30) 

由于C 为正线上三角矩阵有 

0 0

1 1
2 2

pm

kp k kk kp k kk
k k

c r q a c r q a
= =

   − − = − −   
   

∑ ∑
 

记 

1

1 , 1, ,
2

p

p kk k kp
k

d a q r c p m
=

 = + − = 
 

∑                             (31) 

即有 

( ) ( )
1 1

1
2

m m

k kk k p p
k pk p

E s Y
r q a s d

s
η

η
η= =

∂ ∂ − − = −  ∂ ∂ 
∑ ∑                       (32) 

由(26)，(32)两式即知方程(8)与方程(22)等价。引理证毕。 
引理 1.4：特征值问题 II 的特征值 

( )

2
2

1
1 1

1 2
2 , , ,

2k

k km m
m

m
k k

rd
m Rβ β

β
λ λ λ β β β

= =

 + + + 
 = = = = ∈∑ ∑                 (33) 
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所对应的特征函数为 

( ) ( )
1 2

2

1

k
k

dm
i

k k
k

Y Y β
βη η η η

+

=

= =∏                               (34) 

且有 

( )
1 2

2

1 1
,

k
k

dm m
i

k k
k k

Y β
η ηχ η χ η η

+
−

= =

= =∏ ∏                             (35) 

证明：容易求解特征值问题 II：由分离变量法令 

( ) ( )
1

m

p p
p

Y Yη η
=

=∏                                     (36) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2
2

1 1, 1, 1

1 0
2

m m mm
k k k k

k p p k k p p k p p
k p p k p p k pkk

Y Y rY d Y Y
m

η η
η η η η λ η

ηη= = ≠ = ≠ =

 ∂ ∂  − + − =  ∂∂    
∑ ∏ ∏ ∏        (37) 

再令 

( ) { }, 1, ,k
k k kY k mαη η= ∈                                 (38) 

( ) ( ) ( )1 2, 1k k
k k k k k k k k kY Yα αη α η η α α η− −′ ′′= = −  

( ) ( )kk k
k k k k k k

k

Y
Yαη

η α η α η
η

∂
= =

∂
                             (39) 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2
2 1 1kk k

k k k k k k k k
k

Y
Yαη

η α α η α α η
η

∂
= − = −

∂
                      (40) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1, 1, 1

1 1 0
2

m m mm

k k k k p p k k k k p p k p p
k p p k p p k p

rY Y d Y Y Y
m

α α η η α η η λ η
= = ≠ = ≠ =

  − − + − =  
  

∑ ∏ ∏ ∏  

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

1 1 0
2

m m mm

k k p p k k p p k p p
k p p p

rY d Y Y
m

α α η α η λ η
= = = =

  − − + − =  
  

∑ ∏ ∏ ∏               (41) 

( ) ( ) ( ) ( ) { }
1 1 1

1 1 0, 1, ,
2

m m m

k k p p k k p p k p p
p p p

rY d Y Y k m
m

α α η α η λ η
= = =

 − − + − = ∀ ∈ 
 

∏ ∏ ∏            (42) 

若(42)式成立则(41)式成立；特征函数 

( )
1

m

p p
p

Y η
=
∏  

不恒为零，由(42)推出 

{ }21 1 0, 1, ,
2 2k k k k

rd k m
m

α α λ   − + + − = ∀ ∈   
   

                       (43) 

2

2

1 1 2
2 2

1 12
2 2

k k k k

k k k

rd d
m

rd i d
m

α λ

λ

     = + ± + − −     
     

     = + ± − − +     
       

1
2k k kd iα β = + ± 

 
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212
2k k k

r d
m

β λ   = − − +   
   

 

{ }

2
2 1 2

2 , , 1, ,
2k

k k

k k

rd
m R k mβ

β
λ λ β

 + + + 
 = = ∈ ∀ ∈                     (44) 

2
2

1 1

1 2
2 ,

2k

k km m

k
k k

rd
m Rβ β

β
λ λ λ β

= =

 + + + 
 = = = ∈∑ ∑                      (45) 

( ) { }
1 2

2 , , 1, ,
k

k k

d
i

k k k k k kY R k mα βη η η η β
+

= = ∈ ∀ ∈ 

                      (46) 

( )
1 2

2

1

k
k

dm
i

k k
k

Y βη η η
+

=

=∏                                (47) 

( )
1 2

2

1 1
,

k
k

dm m
i

k k
k k

Y β
η ηχ η χ η η

+
−

= =

= =∏ ∏                           (48) 

由(48)式即有(23)式成立。引理证毕。 
由(16)和(17)式换回原变量即得特征值问题 I 的特征函数 

( )

( )

1 1

1 2
ln ln

2

1
2

2

1
1 1

e e ,

1 2
2 , , ,

2

k kk
jk j k jk j

j j

k

d
c s i c sm

k

k km m
m

m
k k

E s

rd
m R

β

β

β β

β
λ λ λ β β β

= =

+

=

= =

∑ ∑
=

 + + + 
 = = = = ∈

∏

∑ ∑ 

              (49) 

且 

( )1 1

1 2
ln ln

2

1 1
e , e

k mk
jk j k jk j

j j

d
c s i c sm m

s s
k k

E s
β

βχ χ= =

+
−

= =

∑ ∑
= =∏ ∏                    (50) 

( ) ( )1 1 1 1
ln ln

0 0
lim lim e , lim lim e

m m m m
k jk j k jk j

j j j j
i c s i c s

s ss s s s
E s E s

β β

β βχ χ= = = =

→ → →∞ →∞

∑ ∑ ∑ ∑
= < ∞ = < ∞        (51) 

由(51)式即有(9)式成立。于是得到 
引理 1.5：特征值问题 I 的特征值 

2
2

1 1

1 2
2 ,

2k

k km m
m

k k

rd
m Rβ β

β
λ λ λ β

= =

 + + + 
 = = = ∈∑ ∑                       (52) 

所对应的特征函数为 

( ) 1 1

1 2
ln ln

2

1
e e ,

k kk
jk j k jk j

j j

d
c s i c sm

m

k
E s R

β

β β= =

+

=

∑ ∑
= ∈∏                         (53)

 

引理 1.6：特征值问题 I 的特征函数系 ( ) 1 1

1 2
ln ln

2

1
e e ,

k kk
jk j k jk j

j j

d
c s i c sm

m

k
E s R

β

β β= =

+

=

∑ ∑
= ∈∏ 是半无界区域 mR+ 带
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权函数 ( )
( )

1 1
ln 1 2 ln

1
e e

m k
j k jk j

j j
s d c sm

k
sρ = =

− − +

=

∑ ∑
= ∏ 的完备正交系；正交关系即 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )d 2π , ,
m

m m m

R

E s E s s s B R Rβ β ρ δ β β β β
+

′ ′ ′= − ∈ ∈∫                 (54) 

证明：由于 

( ) ( ) ( )

( )

( )

1 1 1 1 1 1

1 1

1 2 1 2
ln ln ln ln ln 1 2 ln

2 2

1 1 1

ln ln

1

d

e e e e e e d

e e

m

k k k k m kk k
jk j k jk j jk j k jk j j k jk j

j j j j j j

m

k m
k k jk j j

j j

R

d d
c s i c s c s i c s s d c sm m m

k k kR

i c s sm

k

E s E s s s

s

β β

β β

β β

ρ
+

= = = = = =

+

= =

′

+ +
′− − − +

= = =

′− −

=

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑

  
  =
  
  
 
 =
 
 

∫

∏ ∏ ∏∫

∏ d
mR

s
+

∫

     (55) 

引入变量代换 

1
ln , 1, ,

k

jk j k
j

c s y k m
=

= =∑                                 (56) 

由于行列式 

( )
( )

11

1 11

, , 1 1
, ,

m m
m

jj
j jm j j

y y
c B

s s s s
−

= =

 ∂
= =  ∂  
∏ ∏



  

即有变量替换的雅可比行列式 

( )
( )

( )
( )

11
1 1

11 1

, , , , 1 0,
, , , ,

m
m m m

jm m j

s s y y
J B s R

y y s s s

−−

+
=

 ∂ ∂
= = = ≠ ∈  ∂ ∂  

∏
 

 

                (57) 

由多重积分变量替换公式，即有 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )

( )

1 1

1

ln ln

1

ln
1

1 1

1

1 1 1

1

d e e d

, ,
e e d

, ,

1 1e d

e

k m
k k jk j j

j j

m m

m
j

jk k k

m

k k k

m

k k k

i c s sm

kR R

sm
i y m

k mR

m mm
i y

k j jj jR

m
i y

k

E s E s s s s

s s
y

y y

B y
s s

B

β β

β β

β β

β β

β β

ρ = =

+ +

=

′− −

′
=

−
′−

=

−

′−

= = =

′−

=

∑ ∑

∑

 
 =
 
 

∂ =   ∂ 

    =              
=

∏∫ ∫

∏∫

∏ ∏ ∏∫

∏





( )( )
( ) ( )

( ) ( )

1

1

d

e d

2π

2π , ,

m

k k k

R
m

i y
k

k
m

m
k k

k
m m m

y

B y

B

B R R

β β

δ β β

δ β β β β

∞ ′−

−∞
=

=


 
 

=

′= −

′ ′= − ∈ ∈

∫

∏ ∫

∏
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )d 2π , ,
m

m m m

R

E s E s s s B R Rβ β ρ δ β β β β
+

′ ′ ′= − ∈ ∈∫               (58) 

(58)式即(54)式。引理证毕。 
由引理 1.5 与引理 1.6 的结论可以引入广义特征函数法[23] [24]求解 数学模型 I。 
不妨设解 [ ]( )0,mu C R T+∈ × ，将其表为特征函数的积分形式 

( ) ( ) ( ), dmR
u s t U t E sβ β β= ∫                           (59)

 
将上式两边乘以 ( ) ( )E s sβ ρ′ 再关于变量 s 在 mR+ 积分，利用正交关系(54)则有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
1

, d d d

2π d

2π

m
m m

m

R
R R

m

k kR
k

m

u s t E s s s U t E s E s s s

U t B

B U t

β β β β

β

β

ρ ρ β

δ β β β

+ +

′ ′

′
=

′

=

 = − 
 

=

∫ ∫ ∫

∏∫               (60) 

得到 

( )
( )

( ) ( )1 , ( ) d ,
2π m

m
m

R

U t u s t E s s s R
B

β β ρ β
+

= ∈∫                    (61) 

将方程中的自由项 ( ),f s t 也表为特征函数的积分形式 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2

1
, dm

m

k k k k R
k

f s t t s t s s t f t E sβ βγ δ β
=

= − =∏ ∫                 (62) 

由(61)即有 

( )
( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2

1

1 d
2π m

m

k k k km
kR

f t t s t s s t E s s s
B

β βγ δ ρ
+

=

 = −  
∏∫              (63) 

应用δ -函数的积分性质即得 

( )
( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )2

1

1
2π

m

k km
k

f t E s t s t t s t
B

β β ρ γ
=

= ∏                  (64) 

含参变量积分与算子 L 的运算交换次序即有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), d dm mR R
Lu s t U t LE s U t E sβ β β β ββ λ β= = −∫ ∫                (65)

 
( ) ( ) ( ), dmR

u s t U t E s
t β β β∂ ′=
∂ ∫                          (66)

 

由(2)即有 

( ) ( ) ( ) ( ), dmR
s u s T U T E sβ βϕ β= = ∫                        (67) 

( )
( )

( ) ( ) ( )1 d
2π m

m
R

U T s E s s s
B

β β βϕ ϕ ρ
+

= = ∫                     (68)

 
将(62)，(65)，(66)代入方程(1)即有 

( ) ( ) ( ) ( )d 0mR
U t U t f t E sβ β β β βλ β′ − + = ∫                      (69) 

由特征函数系的完备正交性即有 ( ) ( ) ( ) 0U t U t f tβ β β βλ′ − + = ，再由(68)式即得 
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非齐次常微分方程的终值问题 

( ) ( ) ( )
( )

0,0U t U t f t t T

U T
β β β β

β β

λ

ϕ

′ − + = < <


=
                       (70) 

用常数变易法得到非齐次常微分方程的终值问题的解为 

( ) ( ) ( ) ( )e e d
TT t t

t
U t fβ βλ λ ξ

β β βϕ ξ ξ− − − −= + ∫                       (71) 

将上式代入(59)式即得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), d e d e d dm m m

TT t t

R R R t
u s t U t E s E s f E sβ βλ λ ξ

β β β β β ββ ϕ β ξ ξ β− − − − = = +   ∫ ∫ ∫ ∫   (72) 

将 , ( )E sβ βλ 的表达式(52)，(53)代入(72)，并记

 ( ) ( ) ( ), , ,u s t V s t W s t= +                               (73) 

( )
( )

2
2

1 11

1 2
1 22 ln ln

22

1
, e e e d

k kk km k
jk j k jk j

j jk
m

rd dm c s i c smT t

R
k

V s t

β
β

βϕ β= ==

 + + +  + − −

=

∑ ∑∑  
 =
 
 
∏∫              (74) 

( ) ( )
( )

2
2

1 11

1 2
1 22 ln ln

22

1
, [ e d e e d

k kk km k
jk j k jk j

j jk
m

rd dm c s i c smtT

R t
k

W s t f

β
βξ

β ξ ξ β= ==

 + + +  + − −

=

∑ ∑∑

 
  
  =
  
   

∏∫ ∫         (75) 

其中 βϕ 由(68)， ( )f tβ 由(64)确定。 

由(74)式即有 

( )
( )

( )
( )

( )

( )

2
2

1 11

1 1 1

1 2
1 22 ln ln

22

1

1 2 ln ln 1 2 ln
2

1 1

1 2

, e e e d

1 1e e e d
2π

1 1( ) e
2π

k kk km k
jk j k jk j

j jk
m

k k k
k

jk j k jk j k jk j
j j j

m

k

rd dm c s i c smT t

R
k

d c i c d cm m

m
k k kR

d

m
k

V s t

B

B

β
β

β

ξ β ξ ξ

ϕ β

ϕ ξ ξ
ξ

ϕ ξ
ξ

= ==

= = =

+

 + + +  + − −

=

+
− − +

= =

+

∑ ∑∑

∑ ∑ ∑

=

  
  =
  
  

=

∏∫

∏ ∏∫

( )

( )

( )
( )

( ) ( )

2
2

1 11

2

2

1

1 2
2ln ln

2 2

1 1

1
1 2 2ln ln

2 2 2

1 1

d e e d

e 1 e d e e e
2π

k kk kmj j
jk k jk

j jj jk
m

m

k kj jk kjk k jk
j jj j

m

rds smc i cm mT t

R
k kR

ds sdT t r c i cm m T t T t

m
k kkRB

β
β

ξ ξ

β β
ξ ξ

ξ β

ϕ ξ ξ
ξ

= ==

+

= =

+

 + + + 
 − −

= =

 ++  − −  − − − −∞

−∞
= =

∑ ∑∑

∑

 
 
 
 

 
 =
 
 

∏ ∏∫ ∫

∏ ∏∫ ∫

( )

( )
( )

( ) ( )

( )

( )
( )

( )

( )

( )

1

2
2

1

1

2
1

ln1 11 2 2ln 22 22

1 1

1 12 ln
2

2 2

d

e 1 2πe d e e
2π

e 2π 1 e e
2π

k

k j
jkk kj jjk

jk
jj

m

k j
k jk kjj

k

s
c

dsdT t r cm m T t T t
m

k kkR

s
T t d c T t dm

T t r
T t

m
k

T tB

T tB

ξ
ξ

ξ

β

ϕ ξ ξ
ξ

ϕ ξ
ξ

=

=

+

=

 
  +  +    − −   −− − −

= =

 − + − + 
 − − −

−

∑

∑
∑

∑

    =    −  

 =  − 

∏ ∏∫

( ) ( )

2
2

1
ln

2
2 2

1
e d

k j
jk

jj

m

s
c

m
T t T t

kR

ξ

ξ
=

+

 
         −
− −

=

∑
 
 
 
 
 
 
 

∏∫
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( )

( )
( )

( ) ( )

( )

( )

( ) ( )
( )

( )

2 2
2

1 1

1 1

1 1ln 2 ln
2 2

2 2

1

1 ln
2

2 2
1

e 2π 1 e d
2π

e 1 e
2π

k kj j
jk k jk k

j jj j

m

m k j
k jk

k jj

s s
c T t d c T t dm

T t r m
T t

m
k kR

s
T t d c

T t r

m m m

k
k

T tB

B T t

ξ ξ

ξ

ϕ ξ ξ
ξ

ϕ ξ
ξ

= =

+

= =

     − − + + − +     
     − − −

−

=

  ∑ − + −  
  − − −

=

∑ ∑

∑

 
 
  =    −   
 
 

=
∏−

∏∫

( )

2

2 d
m

T t

R

ξ
+



−∫

 
于是有 

( )
( )

( ) ( )
( )

( )

( )

2

1 1

1 ln
2

2

2 2
1

e 1, e d
2π

m k j
k jk

k jj

m

s
T t d c

T t r
T t

m m m
R k

k

V s t
B T t

ξ

ϕ ξ ξ
ξ

= =

+

  ∑ − + −  
   − − −

−

=

∑

=
∏−

∫                 (76) 

将 ( ) ( ),s E sρ 的表达式代入(64)式，化简即得 

( )
( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

1 1 1

1 1

1 2 ln ln 1 2 ln
2 2

1 1 1

1 2 ln ln
2

1 1

1 1e e e
2π

1 e e
2π

k k k
k

jk j k jk j k jk j
j j j

k k
k

jk j k jk j
j j

d c s t i c s t d c s tm m m

k km
k k kk

d c s t i c s tm m

k km
k k

f t t s t
s tB

t s t
B

β

β

β

γ

γ

= = =

= =

+
− − +

= = =

+
− −

= =

∑ ∑ ∑

∑ ∑

    =      
    =      

∏ ∏ ∏

∏ ∏
     (77) 

将(77)代入(75)式，并化简 
( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

2
2

1 1 1 11

1 2
1 2 1 22ln ln ln ln

2 22

1 1 1

1 2

1

,

1 e e e d e e d
2π

1 e
2π

k k k kk kmk k
jk j k jk j jk j k jk j

j j j jk
m

rdd dmc s i c s c s i c sm m mtT
k kmR t

k k k

d
m

k km
k

W s t

s
B

s
B

β
ξ β ξ βξ

γ ξ ξ ξ β

γ ξ ξ

= = = ==

 + + + + + − − − −

= = =

+

=

∑ ∑ ∑ ∑∑

 
     =        

 =   

∏ ∏ ∏∫ ∫

∏ ( ) ( ) ( )
( )

( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

2

1 1 11

2

1 1 1

1
2ln ln

2 2 2

1

1 ln11 2 2ln 22 2

1

e e d e e d

1 2πe e e d e
2π

m k kkmj jk kjk k jk
j jk j jk

jkm k kmjk
jk

jk j k

ds stc i cmtT s st r
kt

k

cdsd cm tT s t r
k km t

k
s

tB

ξ β βξξ ξξ

ξξ ξ

ξ β

γ ξ ξ ξ
ξ

= = ==

= = =

 + 
  −− − −∞− −

−∞
=

 + +   −− −
− −

=

∑ ∑ ∑∑

∑ ∑ ∑   =    −   

∏∫ ∫

∏∫
( )

( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( )
( ) ( ) ( )

2

1

2
2

1 1 1

1

2

1

1 2ln 2 ln1 2
2

2 22

1

1

1 2πe e e d
2π

1 2πe
2π

k j

jj

m k kj jk
jk jk

j jk k j jm

k

s
s

m
t

k

s sdc t c
s sdm

m tT t r t
k km t

k

m
t r

k km
k

s
tB

s
B

ξ

ξ

ξ
ξ ξ

ξ
ξ ξ

ξ

γ ξ ξ ξ
ξ

γ ξ ξ

=

= = =

=

 
 
  

−

=

   + − −   +         −− −
− − −

=

− −

=

∑

∑ ∑ ∑

∑  =    −   

 =   

∏

∏∫

∏
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

2 2 2
2

1 1 1

1

1

1 2 1 2 1 2ln 2 ln1 2 2 2
2

2 22

ln

1

2 2

e e d

e
1 e

2π

m k kj jk k k
jk jk

j jk k j jm

k

k j
jk

jj

s sd d dc t c t t
s sdm

tT t

t

sm c tt r sk k
k

m m

t

s

B t

ξ ξ ξ
ξ ξ

ξ
ξ

ξξ ξ

ξ
ξ

γ ξ ξ

ξ

= = =

=

=

   + + +    − − + − − −       +            −− −
−

− −− −

−
=

∑ ∑ ∑

∑

∑

 
 − 

 
  =

−

∫

∏
( )

2

1

1 2
2

2 d

m
k

k

d

T t

t

ξ ξ
=

 +
 
  

−

∑

∫
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( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

2
2

1 1

1 11

1 ln
1 22 ln2 2 22

1

1 2πe e e e d
2π

m k j
jkm kkm j jk jk

jk
jk jk

s
cdm s sd cm tT st r t

k km t
k

s
tB

ξ
ξ ξξ ξγ ξ ξ ξ

ξ

= =

= ==

 
   +   +    −− −

− − −

=

∑ ∑
∑ ∑∑  =    −   

∏∫  

即得 

( )
( )

( ) ( ) ( )

( )

( )( )
( )

( )

2

1 1

1 2
ln

2

21

2 2

e
1, e d

2π

m k jk
jk

jk j

sd tm ct r sn n
T tn

m mt

s
W s t

B t

ξ
ξ ξ

ξ
γ ξ ξ

ξ
ξ

= =

 + −
− − −

  −
−=

∑ ∑ 
  =

−

∏
∫           (78)

 

定理 1 (数学模型 I 解的存在定理)：若 
1) ( )kj m m

A a
×

= 为正定对称矩阵，
2A B= ； 

2) ( ) [ ] { }0 , 0, , 1, ,js t t T j m∈ ∈  为充分光滑的单调函数； 
3) ( ) [ ]( ) ( ) ( )0, , 1, , , m

k t C T k m s C Rγ ϕ +∈ = ∈ 。 

则数学模型 I 有精确解： 

( ) ( ) ( ), , ,u s t V s t W s t= +                               (79) 

( )
( )

( ) ( )
( )

( )

( )

2

1 1

1 ln
2

2

2 2
1

e 1, e d
2π

m k j
k jk

k jj

m

s
T t d c

T t r
T t

m m m
R k

k

V s t
B T t

ξ

ϕ ξ ξ
ξ

= =

+

  ∑ − + −  
   − − −

−

=

∑

=
∏−

∫               (80) 

( )
( )

( ) ( ) ( )

( )

( )( )
( )

( )

2

1 1

1 2
ln

2

21

2 2

e
1, e d

2π

m k jk
jk

jk j

sd tm ct r sn n
T tn

m mt

s
W s t

B t

ξ
ξ ξ

ξ
γ ξ ξ

ξ
ξ

= =

 + −
− − −

  −
−=

∑ ∑ 
  =

−

∏
∫             (81) 

且数学模型 I.1 的解 ( ),V s t 由(80)式给出，数学模型 I.2 的解 ( ),W s t 由(81)式给出。 

2.1.2. 多维 Black-Scholes 方程奇异内边界 ( ) ( ) ( )( )ks t s t s t≅ 1 , , 的确定 
数学模型 II (多维 Black-Scholes 方程确定奇异内边界的终值问题)： 
求 ( ) ( ){ }, ,w s t s t ，使其满足 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( )
( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( )

, 1 1

2
1

1

0

1 1
2 2

, , , , 0 (82)

, 0 (83)

, max , , 0, (84)

, 0, 1, , (85)

lim , lim

m

m m

kj k j k kk k
k j kk j k

m
m

k k k k m
k

s R

k

ss

w wa s s w r q a s rw
t s s s

t s t s s t s s s R t T

w s T

w s t t w s t t t T

w s t t k m
s

w

γ δ

µ
+

+

= =

+
=

∈

→

  ∂ ∂ ∂ ∂ + + − − −     ∂ ∂ ∂ ∂   

= − − = ∈ < <

=

= = ∈

∂
= =

∂

< ∞

∑ ∑

∏ 



(86)w
→∞














 < ∞

 

定理 2 (数学模型 II 解的存在定理)：若 
1) ( )kj m m

A a
×

= 为正定对称矩阵； 

2) ( ) [ ] { }, 0, , 1, ,js t t T j m∈ ∈  为充分光滑的单调函数； 
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3) ( ) [ ]( )0, , 1, ,k t C T k mγ ∈ =  。 

则数学模型 II 有连续有界的精确解 

( )
( )

( ) ( )

( )

( )
( )

( ) ( ) ( )

2

1 1
ln

2

2 2

ee e, e d (87)
2π

e , 1, , (88)

m k j
jk

jn j

k

s
c

s trT tr T t
m mt

T t
k k

w s t
B t

s t s T k m

ξ ϖϖ
ξ

ω

ξ
ξ

ξ

= =

 
 
  − + −

−

−

∑ ∑



ϒ =
−


= =

∫



 

数学模型 II 有解的相容性条件是 

( )

( )

( )
( ) ( )

2 2

e e e d ,0
2π

T tr T r
m mt

t t T
B t

ϖ
ξ ϖξ

ξ µ
ξ

− +ϒ
= < <

−
∫                        (89) 

其中 

( ) ( ) ( )
1

m

k k
k

s T t tγ
=

≅ ϒ∏                                   (90) 

1

m

k
k
ω ϖ

=

=∑                                       (91) 

( )
1

1 2
, 1, ,

2

k kj j
k

j

b d
k mω

=

+
= =∑                                (92) 

1

1 , 1, ,
2

j

j nn n nj
n

d a q r c j m
=

 = + − = 
 

∑ 
                            (93) 

证明：由定理 1(数学模型 I 解的存在定理)的结论，(81)式给出的 ( ),W s t 已满足条件(82) (83) (85)三

式，让 ( ),W s t 满足条件(84)式去确定奇异内边界 ( ) ( ) ( )( )1 , , ks t s t s t≅  。 

将(81)式 ( ),W s t 记为 

( )
( )

( ) ( ) ( )

( )

( )( )
( )

( )

2

1 1

1 2
ln

2

21

2 2

e
1, e d

2π

m n jn
jn

jn j

sd tm ct r sn n
T tn

m mt

s
w s t

B t

ξ
ξ ξ

ξ
γ ξ ξ

ξ
ξ

= =

 + −
− − −

  −
−=

∑ ∑ 
  =

−

∏
∫             (94) 

由(94)式对 ( ),w s t 关于自变量 , 1, ,ks k m=  求偏导，由复合函数的求导法则有 

( )

( )
( ) ( ) ( )

( )( )
( )

( )

( ) ( )
( )

( )

2

1 1

1 2
ln

2
12

112 2

,

1 2
ln

21 e e d
2π

m n jn
jn

jn j

k

m nsd t jnc
s jn knmT n k j jt r t

n nm mt
n

k

w s t
s

sd t
c c

s
s

B s t

ξ
ξ

ξ ξ

ξ
ξ

γ ξ ξ ξ
ξ

= =

 + −
− 

  − = =− − −

+=

∑ ∑

∂
∂

 + −
− 

    =    −

∑ ∑
∏∫

(95)

 

若令 

( )( ) ( )
( ) ( )

1

1 2
ln 0, , 0, , 1, ,

2

k
jk

jk
j j

s td t
c t T k m

s
ξ

ξ
ξ=

+ −
− ≡ ∀ ∈ =∑                   (96) 

则 
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( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

1 1 1 1

1 1

1

1 2 1 2
ln ln ln ln

2 2

1 2
ln ln

2

ln

k k k k
j j j jk k

jk jk jk jk
j j j jj j j j

k k
j jk

jk jk
j jj j

k
j

jk
j j

s s t s t sd t d t
c c c c

s s s s

s t sd t
c c

s s t

s
c

s t

ξ ξ
ξ ξ ξ ξ

ξ
ξ

= = = =

= =

=

+ − + −
− = − + −

+ −
= − −

= −

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑  

即有 

( )( )
( ) ( )1 1

1 2
ln ln

2

k k
j jk

jk jk
j jj j

s sd t
c c

s s t
ξ

ξ= =

+ −
− = −∑ ∑                      (97) 

将(97)式代入(95)式即有 

( )

( )
( ) ( ) ( )

( )( )
( )

( ) ( )

( )

2

1 1

1 2
ln

2
12

112 2

ln
, 1 e e d

2π

m n jn
jn

jn j

m ksd t jc
s jk knmT n k j jt r t

n nm mt
nk

k

s
c c

s tw s t
s

s B s t

ξ
ξ

ξ ξγ ξ ξ ξ
ξ

= =

 + −
− 

  − = =− − −

+=

∑ ∑
 
 

∂ −     =  ∂   −

∑ ∑
∏∫  (98) 

下面建立引理 2.1~引理 2.4 来完成定理 2 的证明。 
引理 2.1：条件(96)成立，则有 

( )( ) ( ) ( ), max , , 0,
ms R

w s t t w s t t T
+∈

= ∈                           (99) 

和 

( )( ), 0, 1, ,
k

w s t t k m
s
∂

= =
∂

                               (100) 

证明：若条件(96)成立，则有(98)成立。由(98)式易知(100)式成立。 
由(98)即得到対任意 ( )0,t T∈ 有 

1) 当 ( )s E t−∈ 有
( )

ln 0, 1, ,j

j

s
j m

s t
< =   

由引理 1.1 的结论 4)即有即有：当
( )

ln 0, 1, ,j

j

s
j m

s t
< =  ，有

( )1
ln 0

m k
j

jk kn
n k j j

s
c c

s t= =

 
< 

  
∑ ∑ 成立，从而 

( )

( ) ( )( ) ( )

,
0, 1, ,

, , ,
k

w s t
k m

s

w s t w s t t s t−

∂
> =

∂

≤ ∈Ε



                            (101) 

2) 当 ( )+s E t∈ 有
( )

ln 0, 1, ,j

j

s
j m

s t
> =   

由引理 1.1 中结论 4)即有：当
( )

ln 0, 1, ,j

j

s
j m

s t
> =  ，有

( )1
ln 0

m k
j

jk kn
n k j j

s
c c

s t= =

 
> 

  
∑ ∑ 成立，从而 

( )

( ) ( )( ) ( )

,
0, 1, ,

, , ,
k

w s t
k m

s

w s t w s t t s t+

∂
< =

∂

≤ ∈Ε



                           (102) 

从而(99)式成立。引理证毕。 
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引理 2.2：条件 

( )
( ) ( ) ( ) { }ln , , 0, , 1, ,j

j
j

s t
t t T j m

s
ω ξ ξ

ξ
≡ − ∀ ∈ ∈                      (103) 

成立的充要条件为 

( ) ( ) ( ) ( ) { }e , 0, , 1, ,j T t
j js t s T t T j mω −= ∈ ∈                       (104) 

证明：1) 必要性，若(103)成立，由
( )
( ) ( )ln j

j
j

s t
t

s
ω ξ

ξ
= − 即有 

( )
( )

( )

( ) ( )

ee ,
e

e e

j
j

j

j j

tj
t

j

t
j j

s t
s

s t s

ω ξ
ω ξ

ω

ω ω ξ

ξ

ξ

−= =

=

                             (105) 

记 

( ) ( )e j t
j jI t s t ω≅                                 (106) 

由(105)式有

 
( ) ( ) ( ] ( ] { }, , , 0, , 0,1, ,j jI t I t T t T j Nξ ξ≡ ∀ ∈ ∈ ∈                    (107) 

让 Tξ = 即有 

( ) ( )e ej jt T
j js t s Tω ω=                                 (108) 

干是有(104)式成立。 
2) 充分性，若(104)式成立，即有 

( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

ln

e
ln

e

eln
e

0

j

j

j

j

j
j

j

T t
j

jT
j

T t

jT

j j j

j j

s t
t

s

s T
t

s T

t

T t T t

t t

ω

ω ξ

ω

ω ξ

ω ξ
ξ

ω ξ

ω ξ

ω ω ξ ω ξ

ω ξ ω ξ

−

−

−

−

− −

≡ − −

≡ − −

≡ − − − − −

≡ − − − ≡

 

即(103)成立。引理证毕。 
引理 2.3：当条件 

( ) ( ) ( ) ( ) { }
( )

1

e , 0, , 1, , (109)

1 2
0 (110)

2

j T t
j j

k
k

jk j
j

s t s T t T j m

d
c

ω

ω

−

=

 = ∈ ∈

 +

− =

∑



 

成立时，则条件(96)成立，从而有 ( )( ) ( ) ( ) ( )( ), max , , 0, , , 0, 1, ,
ms R k

ww s t t w s t t T s t t k m
s+∈

∂
= ∈ = =

∂
 。 

证明：由(109)式则有
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( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 1

e1 2 1 2
ln ln

2 2 e

1 2 1 2
2 2

j

j

T tk k
j jk k

jk jk T
j jj j

k k
k k

jk j jk j
j j

s t s Td t d t
c c

s s T

d t d
c t t c

ω

ω ξ

ξ ξ
ξ

ξ
ω ξ ξ ω

−

−
= =

= =

+ − + −
− ≡ −

 + − +
≡ − − ≡ − − 

 

∑ ∑

∑ ∑
(111) 

再由(110)式即有 

( )( ) ( )
( )1

1 2
ln 0, 1, ,

2

k
jk

jk
j j

s td t
c k m

s
ξ

ξ=

+ −
− ≡ =∑                      (112) 

即条件(96)成立，由引理 2.1 即有 ( )( ) ( ) ( ), max , , 0,
ms R

w s t t w s t t T
+∈

= ∈ 成立。引理证毕。 

引理 2.4：未知数 , 1, ,k k mω =  的线性方程组(110)的解为 

( )
1

1 2
, 1, ,

2

k kj j
k

j

b d
k mω

=

+
= =∑                             (113) 

证明：线性方程组(110)写成矩阵形式即为 

( )

( )

( )

1

1
2

2T

1 2
2

1 2
2

1 2
2

m
m

d

d
C

d

ω
ω

ω

 + 
 
  
 + 
   =   
  
   + 
  





                                 (114) 

由C 矩阵的定义即有 T 1C B−= ，从而 

( )

( )

( )

1

1
2

21

1 2
2

1 2
2

1 2
2

m
m

d

d
B

d

ω
ω

ω

−

 + 
 
  
 + 
   =   
  
   + 
  





                                 (115) 

( )

( )

( )

1

1
2

2

1 2
2

1 2
2

1 2
2

m
m

d

d
B

d

ω
ω

ω

 + 
 
  
 + 
   =   
  
   + 
  





                                  (116)

 由矩阵乘法即得线性方程组(110)的解由(113)式给出。引理证毕。 
记 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) { }
1

1 2
e , 0, , , 1, ,

2
j

j
T t jn n

j j j
n

b d
s t s T t T j mω ω−

=

+
= ∈ = ∈∑               (117) 
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由引理 2.1~引理 2.4 即知：当 (117)成立时，有解 ( ) ( ){ }, ,w s t s t 其中 ( ),w s t 由 (94)给出，

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1
1 1, , e , , e mT t T t

m ms t s t s t s T s Tω ω− −= =  。由 (117)式即有 (96)成立，由引理 2.1 即有

( )( ) ( ) ( ), max , , 0,
ms R

w s t t w s t t T
+∈

= ∈ 和 ( )( ), 0, 1, ,
k

w s t t k m
s
∂

= =
∂

 成立。 

由(117)式即有(97)式成立，将(97)代入(94)即有： 

( )
( )

( ) ( ) ( )

( )

( )
( )

2

1 1
ln

21

2 2

e
1, e d

2π

m k j
jk

jn j

sm
ct r s tn n

T tn
m mt

s
w s t

B t

ξ

ξ
γ ξ ξ

ξ
ξ

= =

 
 − −
  −

−=

∑ ∑ 
  =

−

∏
∫               (118) 

再将(117)式代入(118)式，即有 

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

( )
( )

2

1
1 1

ln

21

2 2

e e
1, e d

2π

m
m k jm

jkn
jn j

sm T ct r s tn n
T tn

m mt

s T
w s t

B t

ξ ω
ξ

ξ
γ ξ

ξ
ξ

=
= =

 −
 − −
  −

−=

∑ ∑ ∑ 
  =

−

∏
∫          (119) 

引入记号： ( ) ( ) ( )
11

,
m m

k k k
kk

s T t tγ ω ϖ
==

≅ ϒ =∑∏ ，再由(119)即得到 ( ),w s t 由(87)给出。由(87)式给出的解

( ),w s t 满足条件(84)式和(85)式。从而满足数学模型 II，即(87)，(88)两式给出了数学模型 II 的解。由(87)
式即知数学模型 II 有解的相容性条件是(89)式。定理证毕。 

引入记号 
,m mX R Y R∈ ∈

 

多维开区间 ( ) { }, | , 1, ,j j jX Y s x s y j m≅ < < =  ，多维闭区间 [ ] { }, | , 1, ,j j jX Y s x s y j m≅ ≤ ≤ =  。 

函数的支集 ( ){ }supp | 0s sϕ ϕ= ≠ ,支集的闭包 ( ){ }supp | 0s sϕ ϕ= ≠ ，记函数集合 

( ) ( ) ( ) ( ){ }, | , 0, , supp ,m m m
X Y C R s s R X Y Rϕ ϕ ϕ ϕ+ + +Λ ≅ ∈ ≥ ∈ ⊂ ⊂且 。 

( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

, | , 0, , , | , 0, , , | , 0,

: 0 , 1, , ; : , 1, ,

: 0 , 1, , ; : , 1, ,

m

j j j j

j j j j

s t s R t T s t s t t T s t s t t T

t s s t j m t s t s j m

t s s t j m t s t s j m

+ − − + +

− +

− +

Ω ≅ ∈ ∈ Ω = ∈Ε ∈ Ω = ∈Ε ∈

Ε < < = Ε < < ∞ =

Ε ≤ ≤ = Ε ≤ < ∞ =

 

 

 

记 

( ) ( ) ( )( ) ( )1 1, , , , ,m ms T s T s Tϑ ϑ ϑ= =                           (120) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1
1 1, , e , , e mT t T t

m ms t s t s t ω ωϑ ϑ− −= =                        (121) 

定理 3(数学模型 I.1 解的性质定理)：若 ( )kj m m
A a

×
= 为正定矩阵， 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1
1 1, , e , , e mT t T t

m ms t s t s t ω ωϑ ϑ− −= =  ；则 

1) 当 ( ) ( )s sϕ δ ϑ= − ；数学模型 I.1 的解 

( )
( )

( )

( )

( )

2

1 1

1 ln
2

2

2

e
, e

m n j
n jn

jn j

s
T t d c

T t r
T t

m

c
V s t

T t

ϑ

ϑ
= =

  − + −  
   − − −

−

∑ ∑

=
−

                         (122) 

满足 
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( )( ) ( )
( )

( )
( )

2

e, max , , 0,
m

T t r

ms R

cV s t t V s t t T
T t

ϑ

+

− −

∈
= = ∈

−
                       (123)

 
和 

( )( ), 0, 1, ,
k

V s t t k m
s
∂

= =
∂


                              (124) 

其中 

( ) 2

1

1

2π
mm

j
j

c
B

ϑ

ϑ
=

≅

∏
                                (125) 

2) 当 ( ) ( ),s ϑϕ ∞∈Λ ，则数学模型 I.1 的解 

( )
( )

( ) ( )
( )

( )

( )

( )

2

1 1

1 ln
2

2

,2 2
1

e 1, e d
2π

m k j
k jk

jk j

s
T t d c

T t r
T t

A m m m

k
k

V s t
B T t

ξ

ϑ

ϕ ξ ξ
ξ

= =

  − + −  
   − − −

−

∞
=

∑ ∑

=
∏−

∫            (126) 

且解 ( ),AV s t 满足 

( )
( ) ( )( )max , ,A As t

V s t V s t t
−∈Ε

=                             (127) 

3) 当 ( ) ( )0,s ϑϕ ∈Λ ，数学模型 I.1 的解 

( )
( )

( ) ( )
( )

( )

( )

( )

2

1 1

1 ln
2

2

0,2 2
1

e 1, e d
2π

m k j
k jk

jk j

s
T t d c

T t r
T t

B m m m

k
k

V s t
B T t

ξ

ϑ

ϕ ξ ξ
ξ

= =

  − + −  
   − − −

−

=

∑ ∑

=
∏−

∫             (128) 

且解 ( ),BV s t 满足 

( )
( ) ( )( )max , ,B Bs t

V s t V s t t
+∈Ε

=                             (129) 

证 1): 数学模型 I.1 的解由定理 1 的(74)式给出，由 ( ) ( )s sϕ δ ϑ= − 有 

( )
( )

( ) ( )
( )

( )

( )

2

1 1

1 ln
2

2

2 2
1

e 1, e d
2π

m k j
k jk

jk j

m

s
T t d c

T t r
T t

m m m
R k

k

V s t
B T t

ξ

δ ξ ϑ ξ
ξ

= =

+

  − + −  
   − − −

−

=

∑ ∑

= −
∏−

∫            (130) 

应用多维狄拉克δ -函数的积分性质即得 

( )
( )

( ) ( )

( )

( )

2

1 1

1 ln
2

2

2 2

1

e 1, e
2π

m k j
k jk

jk j

s
T t d c

T t r
T t

m m m

k
k

V s t
T t B

ϑ

ϑ

= =

  − + −  
   − − −

−

=

∑ ∑

=
− ∏

                (131) 

引入记号

( ) 2

1

1

2π
mm

j
j

c
B

ϑ

ϑ
=

≅

∏
即有 
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( )
( )

( )

( )

( )

2

1 1

1 ln
2

2

2

e, e

m n j
n jn

jn j

s
T t d c

T t r
T t

m
cV s t
T t

ϑ

ϑ

= =

  − + −  
   − − −

−

∑ ∑

=
−

                    (132) 

由于 , 1, ,k k mω =  线性方程组(110)的解，由(110)即有 
( )

1

1 2
0, 1, 2, ,

2

k
k

jk j
j

d
c k mω

=

+
− = =∑ 

                      (133) 

由(112)式即有 
即有 

( ) ( ) ( )
1

1 ln 0, 0, , 1, ,
2

k
j

k jk
j j

s t
T t d c t T k m

ϑ=

 − + − = ∈ = 
 

∑ 

              (134) 

由(132)和(134)两式即有 

( )( )
( )

( )
( )

2

e, , 0,
T t r

m
cV s t t t T
T t

ϑ
− −

= ∈
−

                        (135) 

由于 

( )

( ) ( )

2

1 1

1 ln
2

2e 1, , 0,

m n j
n jn

jn j

s
T t d c

T t ms R t T
ϑ= =

  − + −  
   −

−
+

∑ ∑

≤ ∈ ∈                     (136) 

从而 

( )
( )

( )
( )

2

e
, , , 0,

T t r
m

m

c
V s t s R t T

T t

ϑ
− −

+≤ ∈ ∈
−

                        (137) 

故 ( )( ) ( )
( )

( )
( )

2

e
, max , , 0,

m

T t r

ms R

c
V s t t V s t t T

T t

ϑ

+

− −

∈
= = ∈

−
。由(132)对 ( ),V s t 关于 , 1, ,ks k m=  求偏导得到 

( )
( )

( )

( )

( )
( )

( )

2

1 1

1 ln
2

12

2

1 ln
2

, e

m n j
n jn

jn j

m ns jT t d c
n jn knT t r

n k j jT t
m

k
k

s
T t d c c

c eV s t
s T tT t s

ϑ

ϑ
ϑ= =

  − + −  
   − − − = =−

∑ ∑
   − + −   

  ∂   =  ∂ − −
 
 

∑ ∑
        (138) 

( )( )
( )

( )

( )
( )

( ) ( )

2

1 1

1 ln
2

2( )

1 12

e 1, e ln
2

m n j
n jn

jn j

s t
T t d c

T t r m n
jT t

n jn knm
n k jk j

k

s tcV s t t T t d c c
s T t s

ϑ

ϑ

ϑ

= =

  − + −  
   − − −

−

+ = =

∑ ∑
  ∂  = − + −   ∂      −
∑ ∑      (139) 

由(134)，(139)即得(124)。 
证 2)：数学模型 I.1 的解由定理 1 的(74)式给出。任意 

( ) ( ) ( ) ( ){ }, | , 0, , supp ,m m mC R s s R Rϑϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϑ+ + +∞∈Λ ≅ ∈ ≥ ∈ ⊂ ∞ ⊂且 即有 ( )supp ,ϕ ϑ⊂ ∞ 。 

( ) ( ) ( )0, supp , ; 0, suppms s s s Rϕ ϕ ϑ ϕ ϕ+> ∈ ⊂ ∞ ≡ ∈ − ,故 ( ) 0sϕ ≡ , ( ]0,s ϑ∈ 。于是(74)式中积分的积分区域

由 mR+ 变为 ( ),ϑ ∞ 。则数学模型 I.1 的解

 
( )

( )

( ) ( )
( )

( )

( )

( )

2

1 1

1 ln
2

2

,2 2
1

e 1, e d
2π

m k j
k jk

jk j

s
T t d c

T t r
T t

A m m m

k
k

V s t
B T t

ξ

ϑ

ϕ ξ ξ
ξ

= =

  − + −  
   − − −

−

∞
=

∑ ∑

=
∏−

∫              (140) 
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由(140)关于 , 1, ,ks k m=  求偏导 

( )

( )

( ) ( )
( )

( )

( )
( )

( )( )

( )

( ) ( )
( )

( )

2

1 1

1

2
1 ln
2

1 12

,2 2

1

1
2 2

1

,

1 ln
2e 1 e d

22π

e 1 e
2π

m n j
n jn

jn j

m

n

A

k

m ns jT t d c
n jnT t r

n j jT t
m m m

k
k

k

T t
T t r

m m m

k k
k

V s t
s

s
T t d c

s T tB T t

B T t s

ξ

ϑ

ξ
ϕ ξ ξ

ξ

ϕ ξ
ξ

= =

=

  − + −  
   − − − = =−

∞

=

−
− − −

+

=

∑ ∑

∑

∂
∂

    − + −    ∂   = − 
∂ − −

 
  

=
−

∑ ∑
∫

∏

∏
( ) ( )

( )

2

1

1 ln
2

2

1,

1 ln d
2

n j
n jn

jj

s
d c

m n
jT t

n jn kn
n k j j

s
T t d c c

ξ

ϑ

ξ
ξ

=

  + −  
   

−

= =∞

∑

  − + −  
   

∑ ∑∫  

( )

( )

( ) ( )
( )

( )

( ) ( )
( )

2

1 1

1 ln
2

2

1 1,2 2

1

,

e 1 1e ln d
22π

m n j
n jn

jn j

A

k

s
T t d c

T t r m n
jT t

n jn knm m m
n k j j

k k
k

V s t
s

s
T t d c c

B T t s

ξ

ϑ

ϕ ξ ξ
ξξ

= =

  − + −  
   − − −

−

+ = =∞

=

∑ ∑

∂
∂

  = − + −  
   −

∑ ∑∫
∏

(141) 

当 ( )s t−∈Ε 有 ( )0 , 1, ,j js s t j m< < =  ；积分变量 ( ),ξ ϑ∈ ∞ ，有 , 1, ,j j j mϑ ξ≤ =  ； 

( ) ( )
1, ln 0, 1, ,j j j j

j j j j

s t s t
j m

s s
ξ ξ

ϑ ϑ
> > =                        (142) 

又 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
1 1 1 1

1

1 1ln ln ln ln
2 2

ln

m n m n n n
j j j j

n jn kn n jn jn jn kn
n k j n k j j jj j j j

m n
j j

jn kn
n k j j j

s s t s t s
T t d c c T t d c c c c

s t
c c

s

ξ ϑ ϑ ξ

ξ
ϑ

= = = = = =

= =

      − + − = − + − + −      
         

 
=  

  

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑
 

(143)
 记 

( ) ( ) ( )
1 1

ln , 1, , ; ln ; , 1, ,
m n m n

j j j j
j jn kn kn jn j

n k j n k jj j j j

s t s t
x j m c c c c x I k X k m

s s
ξ ξ

ϑ ϑ= = = =

≅ = = ≅ =∑∑ ∑ ∑  ；由(142)，有 

( )
ln 0, 1, ,j j

j
j j

s t
x j m

s
ξ

ϑ
≅ > =  ，引理 1.1 的结论 4)即有 ( ); 0, 1, ,I k X k m> =  ； 

从而由(143)有 

( )
1 1

1 ln 0
2

m k
j

k jk
k j j

s
T t d c

ξ= =

  − + − >  
   

∑ ∑                       (144) 

再由(141)即有当 ( )s t−∈Ε ， 

( ), 0, 1, ,A

n

V s t n m
s

∂
> =

∂
                             (145) 

当 ( )s t−∈Ε ， ( ) ( )( ), ,A AV s t V s t t≤ ，从而有
( )

( ) ( )( )max , ,A As t
V s t V s t t

−∈Ε
= 成立。 
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证 3)：当 ( ) ( )0,s ϑϕ ∈Λ ，由数学模型 I.1 的解(74)式即有(128)成立。由(128) 式对 ( ),BV s t 关于

, 1, ,ks k m=  求偏导即有 

( )
( )

( ) ( )
( )

( )

( ) ( )
( )

2

1 1

1 ln
2

2

1 10,2 2

1

e 1 1, e ln d
22π

m n j
n jn

jn j

s
T t d c

T t r m n
jT tB

n jn knm m m
n k jk j

k k
k

sV s t T t d c c
s B T t s

ξ

ϑ

ϕ ξ ξ
ξξ

= =

  − + −  
   − − −

−

+ = =

=

∑ ∑

 ∂  = − + −  ∂    −
∑ ∑∫

∏
 (146) 

当 ( )s t+∈Ε ，有
( ) ( )

1, ln 0, 1, ,j j j j

j j j j

s t s t
j m

s s
ξ ξ

ϑ ϑ
< < =  , 

引理 1.1 的结论 4)即有 ( )
1 1

1 ln 0
2

m k
j

k jk
k j j

s
T t d c

ξ= =

  − + − <  
   

∑ ∑  

由(146)即有：当 ( )s t+∈Ε ， ( ), 0, 1, ,B

n

V s t n m
s

∂
< =

∂
 。当 ( )s t+∈Ε ， ( ) ( )( ), ,B BV s t V s t t≤ ，从而有

( )
( ) ( )( )max , ,B Bs t

V s t V s t t
+∈Ε

= 成立。定理证毕。 

2.2. 关于多维 Black-Scholes 方程的自由边界问题的研究 

由 ( ) ( ) ( ) ( ): 0 , 1, , ; : , 1, ,j j j jt s s t j m t s t s j m− +Ε < < = Ε < < ∞ =   

即有 ( ) ( ) ( ) ( ): 0 , 1, , ; : , 1, ,j j j jT s s T j m T s T s j m− +Ε < < = Ε < < ∞ =   

即 ( ) ( ): 0 , 1, , ; : , 1, ,j j j jT s j m T s j mϑ ϑ− +Ε < < = Ε < < ∞ =   

即 ( ) ( ) ( ) ( )0, , ,T Tϑ ϑ− +Ε ≅ Ε ≅ ∞  
下面分别讨论关于多维 Black-Scholes 方程在 −Ω 的自由边界问题 A 和在 +Ω 的自由边界问题 B。 
自由边界问题 A (关于多维 Black-Scholes 方程在 ( ) ( ) ( ){ }, | , 0,s t s t t T− −Ω = ∈Ε ∈ 的自由边界问题)：

求 ( ) ( ){ }, ,u s t s t ，使其满足 

( )

( ) ( )
( )( )

( )
( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

, 1 1

0

1 1 0, , 0 (147)
2 2

, 0, 0, (148)

, max , , 0, (149)

, , 1, , (150)

lim , lim (151)

m m

kj k j k kk k
k j kk j k

As t

Ak
k

ss

u ua s s u r q a s ru s t t T
t s s s

u s T s

u s t t u s t t t T

u s t t t k m
s

u u

ϑ

µ

ψ

−

+

−
= =

∈Ε

→∞→

   ∂ ∂ ∂ ∂  + + − − − = ∈Ε < <     ∂ ∂ ∂ ∂   
= ∈

= = ∈

∂
= =

∂

< ∞ < ∞

∑ ∑















 
定理 4 (自由边界问题 A 多解性定理)：若 
1) ( )kj m m

A a
×

= 为正定矩阵； 

2) ( ) [ ]( ) ( ) ( )0, , 0, 0, , 1, ,k kt C T t t T k mγ γ∈ ≥ ∈ =  ； 

则自由边界问题 A 的有解 ( ) ( ){ }, ,Au s t s t ，自由边界为 

( ) ( ) ( )( )1
1e , , e mT t T t

ms t ω ωϑ ϑ− −=                                (152) 

( ),Au s t 具有多解性，第一解： 
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( )
( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( )

( )
( )

2
2

1 1 1 1

1 ln ] ln
2 ( )

2 2

2 2 2

ee e e, e e d
2π

m n m kj j
n jn jk

j jn j n j

s s
T t d c c

s trT t r T tr TT t t
A m m mt

cu s t
T t B t

ϑ ξ ϖϖ
ξϑ ξ

ξ
ξ

= = = =

    − + −    
       − +− − − −

− −

∑ ∑ ∑ ∑

ϒ
= +

− −
∫ (153) 

有解的相容性条件 

( )
( )

( ) ( )

( )

( )
( )

( )
2 2 2

e e e e d (154)
2π

0, 1, , (155)

T t r T tr T r
A m m mt

Ak

ct
T t B t

t k m

ϖ
ξ ϖϑ ξ

µ ξ
ξ

ψ

− −
− + ϒ

= +
 − −


≡ =

∫

  

第二解： 

( )
( )

( ) ( )
( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( )

( )

( )
( ) ( ) ( )

2

1 1

2

1 1

1 ln
2

2

,2 2

1

ln

2
,

2 2

e 1, e d
2π

ee e e d ,
2π

m k j
k jk

jk j

m k j
jk

jn j

s
T t d c

T t r
T t

A m m m

k
k

s
c

s trT tr T t
m mt

u s t
T t B

s
B t

ξ

ϑ

ξ ϖϖ
ξ

ϑ

ϕ ξ ξ
ξ

ξ
ξ ϕ

ξ

= =

= =

  − + −  
   − − −

−

∞

=

 
 
  − + −

−
∞

∑ ∑

∑ ∑

=
−

ϒ
+ ∀ ∈Λ

−

∫
∏

∫

          (156)

 

有解的相容性条件 

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2

1 1

2

1 1

ln

2
,

,2 2 2 2

1

ln

2

1 12 2

1

e 1 e ee d e d , (157)
2π 2π

e 1 e ln
2π

m k j
jk

jk j

m n j
jn

jn j

c
T t r T tr TT t r

A m m m m mt

k
k

c
T t r n

jT t
Ak jnm m m

j j
k k

k

t s
T t B B t

t c
B T t s t

ϑ
ξ

ϖ
ξ ϖ

ϑ
ϑ

ξ
ϑ

ξ
µ ϕ ξ ξ ξ ϕ

ξξ

ξ
ψ ϕ ξ

ϑξ

= =

= =

 
 
  − − −

− − +
∞

∞

=

 
 
  − − −

−

+ =

=

∑ ∑

∑ ∑

ϒ
= + ∈Λ

− −


= 

−

∫ ∫
∏

∑
∏( )

( ) ( ),
,

d , , 1, , (158)
m

kn
n k

c s k mϑ
ϑ

ξ ϕ ∞
=∞









  ∈Λ =  


∑∫ 

 

( )
( ) ( ) ( )

1 1 112

1

1 21 1, , , ,
2 22π

jm m k kj j
k k k k j nn n njmm

k j nk
j

j

b d
c t t d a q r c

B
ϑ ϑ γ ϖ ω ω

ϑ = = ==

=

+  ≅ ϒ = = = = + − 
 

∑ ∑ ∑∏
∏

 (159) 

证明：当 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2

1
,0 , , 0, , 0

m

k k k k k k k k
k

s t t T s s t s s t f s t t s t s s tδ γ δ−
=

∈Ε < < ≠ − ≡ = − ≡∏ 由定理

2 的(87)式给出的解滿足齐次方程(147)，故由(153)式和(156)式给出的解滿足齐次方程(147)。再由定理 2，
定理 3 的结论即知定理 4 成立。由(112)，(152)两式即有 

( ) ( )
1 1

1 ln ln , 1, ,
2

k k
j j

k jk jk
j jj j

s t
T t d c c k m

ξ
ξ ϑ= =

 − + − = = 
 

∑ ∑                      (160)

 推证相容性条件(158)，由(141)，(160)两式即得。定理证毕。 
附注 1：定理 4 中的笫二解对在函数集合 ( ),ϑ ∞Λ 任意给定的 ( )sϕ 都有由(156)式给出的解 ( ),Au s t 与之

对应，即得到了一个解族 ( ) ( ) ( ) ( ){ },, | ,A A Au s t u s T s ϑϕ ∞Φ ≅ = ∈Λ 。

 



吴小庆 
 

 
521 

自由边界问题 B (关于多维 Black-Scholes 方程在 ( ) ( ) ( ){ }, | , 0,s t s t t T+ +Ω = ∈Ε ∈ 的自由边界问题)：

求 ( ) ( ){ }, ,u s t s t ，使其满足 

( ) ( )

( ) ( )
( )( )

( )
( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

, 1 1

0

1 1 0, , 0, (161)
2 2

, 0, , (162)

, max , , 0, (163)

, , 1, , (164)

lim , lim (165)

m m

kj k j k kk k
k j kk j k

Bs t

Bk
k

ss

u ua s s u r q a s ru s t t T
t s s s

u s T s

u s t t u s t t t T

u s t t t k m
s

u u

ϑ

µ

ψ

+

+

+
= =

∈Ε

→∞→

   ∂ ∂ ∂ ∂  + + − − − = ∈Ε ∈     ∂ ∂ ∂ ∂   
= ∈ ∞

= = ∈

∂
= =

∂

< ∞ < ∞

∑ ∑















 

定理 5 (自由边界问题 B 多解性定理)：若 
1) ( )kj m m

A a
×

= 为正定矩阵； 

2) ( ) [ ]( ) ( ) ( )0, , 0, 0, , 1, ,k kt C T t t T k mγ γ∈ ≥ ∈ =  ； 

则自由边界问题 B 有解 ( ) ( ){ }, ,Bu s t s t ，自由边界为 

( ) ( ) ( )( )1
1e , , e mT t T t

ms t ω ωϑ ϑ− −=                             (166) 

( ),Bu s t 具有多解性，第一解： 

( )
( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( )

( )

( )
( )

2 2

1 1 1 1

1 ln ln
2

2 2

2 2 2

ee e e, e e d
2π

m n m kj j
n jn jk

j jn j n j

s s
T t d c c

s trT t r T tr TT t t
B m m mt

cu s t
T t B t

ϑ ξ ϖϖ
ξϑ ξ

ξ
ξ

= = = =

    − + −    
       − +− − − −

− −

∑ ∑ ∑ ∑

ϒ
= +

− −
∫         (167) 

有解的相容性条件 

( )
( )

( ) ( )

( )

( )
( )

( )
2 2 2

e e e e d (168)
2π

0, 1, , (169)

T t r T tr T r
B m m mt

Bk

ct
T t B t

t k m

ϖ
ξ ϖϑ ξ

µ ξ
ξ

ψ

− −
− + ϒ

= +
 − −


≡ =

∫



 

第二解： 

( )
( )

( )
( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( )

( )

( )
( ) ( ) ( )

2

1 1

2

1 1

1 ln
2

2

0,2

1

ln

2
0,

2 2

e 1, e d

ee e e d ,
2π

m k j
k jk

jk j

m k j
jk

jn j

s
T t d c

T t r
T t

B m m

k
k

s
c

s trT tr T t
m mt

cu s t
T t

s
B t

ξ

ϑ

ϑ

ξ ϖϖ
ξ

ϑ

ϕ ξ ξ
ξ

ξ
ξ ϕ

ξ

= =

= =

  − + −  
   − − −

−

=

 
 
  − + −

−

∑ ∑

∑ ∑

=
−

ϒ
+ ∀ ∈Λ

−

∫
∏

∫

          (170) 

有解的相容性条件 

( )
( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

( )

( )
( ) ( ) ( )

2

1 1
ln

2
0,

0,2 2 2

1

e 1 e ee d e d ,
2π

m k j
jk

jk j
c

T t r T tr TT t r
B m m m mt

k
k

ct s
T t B t

ϑ
ξ

ϖ
ξ ϖϑ

ϑ
ϑ

ξ
µ ϕ ξ ξ ξ ϕ

ξξ

= =

 
 
  − − −

− − +

=

∑ ∑

ϒ
= + ∈Λ

− −
∫ ∫

∏
 (171) 
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( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

2

1 1
ln

2
0,

1 10,2 2

1

e 1 e ln d , , 1, ,
2π

m n j
jn

n jj
c

T t r m n
jT t

Bk jn knm m m
n k j j

k k
k

t c c s k m
B T t s t

ξ
ϑ

ϑ
ϑ

ξ
ψ ϕ ξ ξ ϕ

ϑξ

= =

 
∑  
  − − −

−

+ = =

=

∑

 
= ∈Λ = 

  −
∑ ∑∫

∏


(172)

 其中 

( )
( ) ( )

( )
1 1 112

1

1 21 1, , , ,
2 22π

m m k kkj j
k k k k k nn n nkmm

k j nk
j

j

b d
c t t d a q r c

B
ϑ ϑ γ ϖ ω ω

ϑ = = ==

=

+  ≅ ϒ = = = = + − 
 

∑ ∑ ∑∏
∏

    (173) 

证明：当 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2

1
, 0, , , 0, , 0

m

k k k k k k k k
k

s t t T s s t s s t f s t t s t s s tδ γ δ+
=

∈Ε ∈ ≠ − ≡ = − ≡∏ 由定 

理 2 的(87)式给出的解滿足齐次方程(161)，故由(167)式和(170)式给出的解滿足齐次方程(161)。再由定理

2，定理 3 的结论即知定理 5 成立。推证相容性条件(172)由(146) (160)两式即得。定理证毕。 
附注 2：定理 5 中的笫二解对在函数集合 ( )0,ϑΛ 任意给定的 ( )sϕ 都有由(170)式给出的解 ( ),Bu s t 与之

对应，即得到了一个解族 ( ) ( ) ( ) ( ){ }0,, | ,B B Bu s t u s T s ϑϕΦ ≅ = ∈Λ 。

 2.3. 数学模型 III 与自由边界问题 A 和问题 B 的关系 

数学模型 III (多维 Black-Scholes 方程确定奇异内边界的终值问题)：  
求 ( ) ( ){ }, ,u s t s t ，使其满足 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( )

, 1 1

2
1

1

0

1 1
2 2

, , , , 0 (174)

, (175)
, max , , 0, (176)

, 0, 1, , (177)

lim

m

m m

kj k j k kk k
k j kk j k
m

m
k k k k m

k

s R

k

s

u ua s s u r q a s ru
t s s s

t s t s s t s s s R t T

u s T s
u s t t u s t t t T

u s t t k m
s

u

γ δ

ϕ
µ

+

+

= =

+
=

∈

→

  ∂ ∂ ∂ ∂ + + − − −     ∂ ∂ ∂ ∂   

= − − = ∈ < <

=

= = ∈

∂
= =

∂
< ∞

∑ ∑

∏ 



, lim (178)
s

u
→∞














 < ∞


 

定理 6 (奇异内边界与问题 A 和 B 的自由边界三线合一定理一)：若 
1) ( )kj m m

A a
×

= 为正定矩阵； 

2) ( ) [ ]( ) ( )0, , 0, 1, ,k kt C T t k mγ γ∈ ≥ =  ； 

3) ( ) ( )s sϕ δ ϑ= − ； 

4) ( ) ( ) ( )A Bt t tµ µ µ= = ； 

5) ( ) ( ) 0, 1, ,Ak Bkt t k mψ ψ≡ ≡ =  。 
则数学模型 III 与问题 A 和问题 B 有相同表达式的解 

( )
( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

2 2

1 1 1 1

1

1 ln ln
2 ( )

2 2

2 2 2

1

ee e e, e e d (179)
2π

e , , e , 0, (180)

m k m kj j
k jk jk

j jk j n j

m

s s
T t d c c

s trT t r T tr TT t t
m m mt

T t T t
m

cu s t
T t B t

s t t T

ϑ ξ ϖϖ
ξϑ

ω ω

ξ
ξ

ξ

ϑ ϑ

= = = =

    − + −    
       − +− − − −

− −

− −

∑ ∑ ∑ ∑



ϒ = +


− −


= ∈

∫


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有解的相容性条件 

( )
( )

( ) ( )

( )

( )
( )

2 2 2

e e e e d
2π

T t r T tr T r
m m mt

ct
T t B t

ϖ
ξ ϖϑ ξ

µ ξ
ξ

− −
− +ϒ

= +
− −

∫                  (181) 

其中 

( )
( )

( )

112

1

1 1

1 , ( ), ,
2π

1 2 1,
2 2

m m

k k k kmm
kk

j
j

k kkj j
k nn n nk

j n

c t t
B

b d
d a q r c

ϑ ϑ γ ϖ ω ω
ϑ ==

=

= =

≅ ϒ = =

+  = = + − 
 

∑∏
∏

∑ ∑
              

 (182) 

数学模型 III 的奇异内边界与问题 A 和问题 B 的自由边界三曲线重合成同一指数函数向量

( ) ( ) ( )( ) ( )1
1e , , e , 0,mT t T t

ms t t Tω ωϑ ϑ− −= ∈ ；数学模型 III 的解函数是问题 A 和 B 的解函数的共同连续开拓，

即 

( )
( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )

, , , 0,

, , , , , 0,

, , , 0,

A

A B

B

u s t s t t T

u s t u s t t u s t t u s t t t T

u s t s t t T

−

+

∈Ε ∈
= = = ∈


∈Ε ∈

              (183) 

定义 2：若 ( ) ( ) ( )( ) ( )1
1e , , e , 0,mT t T t

ms t t Tω ωϑ ϑ− −= ∈ ， ( ),u s t 由(183)定义，称 ( ) ( ){ }, ,u s t s t 为数学模型

III 与问题 A 和问题 B 的一致相容解。 
定理 7 (奇异内边界与问题 A 和 B 的自由边界三线合一定理二)：若 
1) ( )kj m m

A a
×

= 为正定矩阵； 

2) ( ) ( ) ( )2 , 0, , 1, ,k kt T t t T k mγ ϑ δ−≡ − ∈ =  ； 

3) ( ) ( )s sϕ δ ϑ= − ； 

4) ( ) ( ) ( )A Bt t tµ µ µ= = ； 

5) ( ) ( ) 0, 1, ,Ak Bkt t k mψ ψ≡ ≡ =  。 

则数学模型 III 与问题 A 和问题 B 的一致相容解 

( )
( )

( )

( )

( )
( )

( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

2 2

1 1 1 1

1

1 ln ln
2

2 2

2

1

e, e e (184)

e , , e , 0, (185)

m k m kj j
k jk jk

j jk j n j

m

s s
T t d c c

s tT t r
T t T t

m

T t T t
m

cu s t
T t

s t t T

ϑ

ϑ

ω ωϑ ϑ

= = = =

    − + −    
       − − − −

− −

− −

∑ ∑ ∑ ∑
  
  
  = +  
 −  
   
 = ∈ 

 

有解的相容性条件 

( )
( )

( ) 2

2 e T t r

m

c
t

T t

ϑµ
− −

=
−

                                   (186) 

( )

( )
1 12

1

1 21 1, ,
2 22π

k kkj j
k k nn n nkmm

j n
j

j

b d
c d a q r c

B
ϑ ω

ϑ = =

=

+  ≅ = = + − 
 

∑ ∑
∏

            (187) 
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定理 8 (奇异内边界与问题 A 和问题 B 的自由边界三线合一定理三)：若 
1) ( )kj m m

A a
×

= 为正定矩阵； 

2) ( ) ( )0, 0, , 1, ,k t t T k mγ ≡ ∈ =  ； 

3) ( ) ( )s sϕ δ ϑ= − ； 

4) ( ) ( ) ( )A Bt t tµ µ µ= = ； 

5) ( ) ( ) 0, 1, ,Ak Bkt t k mψ ψ≡ ≡ =  。 
则数学模型 III 与问题 A 和问题 B 的一致相容解 

( )
( )

( )

( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

2

1 1

1

1 ln
2

2( )

2

1

e, e (188)

e , , e , 0, (189)

m k j
k jk

jk j

m

s
T t d c

T t r
T t

m

T t T t
m

cu s t
T t

s t t T

ϑ

ϑ

ω ωϑ ϑ

= =

  − + −  
   − − −

−

− −

∑ ∑


 =
 −


= ∈ 

 

有解的相容性条件 

( )
( )

( ) 2

e T t r

m

c
t

T t

ϑµ
− −

=
−

                                   (190) 

其中 

( )

( )
1 12

1

1 21 1, ,
2 22π

k kkj j
k k nn n nkmm

j n
j

j

b d
c d a q r c

B
ϑ ω

ϑ = =

=

+  ≅ = = + − 
 

∑ ∑
∏

           (191) 

由定理 6，定理 7，定理 8 给出的一致相容解 ( ),u s t 满足条件 

( )( ) ( ) ( ), max , , 0,
ms R

u s t t u s t t T
+∈

= ∈                           (192) 

即一致相容解 ( ),u s t 在任意时刻 ( )0,t T∈ 在 ( ) ( ) ( )( )1
1e , , e mT t T t

ms t ω ωϑ ϑ− −=  取 mR+ 中的最大值

( )( ) ( ), max ,
ms R

u s t t u s t
+∈

= ，从而称 ( ) ( ) ( )( )1
1e , , e mT t T t

ms t ω ωϑ ϑ− −=  为最佳实施边界。 

定理 9 (多资产期权最佳实施边界定理)： ( )kj m m
A a

×
= 为正定矩阵，则期权价格函数 ( ),u s t 在任意时

刻 ( )0,t T∈ 在 ( ) ( ) ( )( )1
1e , , e mT t T t

ms t ω ωϑ ϑ− −=  取 mR+ 中的最大值 ( )( ) ( ), max ,
ms R

u s t t u s t
+∈

= ，多资产期权最佳实

施边界为指数函数向量 

( ) ( ) ( )( ) ( )1
1e , , e , 0,mT t T t

ms t t Tω ωϑ ϑ− −= ∈                         (193) 

满足 

( )
( )d1 , 1, ,

d
k

k
k

s t
k m

s t t
ω = − =                             (194) 

且有 kω 的计算公式 

1 1

1 1
2 2

jk

k kj nn n nj
j n

b a q r cω
= =

  = + + −    
∑ ∑                          (195)
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公式(195)表明 , 1, ,k k mω =  由多维 Black-Scholes 方程中出现的所有参数 kja ， jq ，r 唯一确定。 

证明：由定理 6，定理 7，定理 8 即知期权价格函数 ( , )u s t 在任意时刻 ( )0,t T∈ 在 

( ) ( ) ( )( )1
1e , , e mT t T t

ms t ω ωϑ ϑ− −=  取 mR+ 中的最大值 ( )( ) ( ), max ,
ms R

u s t t u s t
+∈

= ，从而多资产期权最佳实施边界为

指数函数向量(193)。关于 jd 的计算公式(93)式代入 kω 的计算公式(92)式即得 kω 的计算公式(195)，由引

理 1.1 即知 ( ) ( ),kj kjm m m m
b c

× ×
皆由 ( )kj m m

a
×

唯一确定，从而 , 1, ,k k mω =  由多维 Black-Scholes 方程中出现

的所有参数 kja ， jq ， r 唯一确定。定理证毕。 

3. 结论 

指数函数向量 ( ) ( ) ( )( ) ( )1
1e , , e , 0,mT t T t

ms t t Tω ωϑ ϑ− −= ∈ 为多资产期权的最佳实施边界，满足条件

( )
( )d1

d
k

k
k

s t
s t t

ω ≡ − ；且 , 1, ,k k mω =  由多维 Black-Scholes 方程中出现的所有参数 kja ， jq ，r 唯一确定。 
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