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Abstract 
Based on the solution of Pythagorean Equation, we obtain a relationship that the difference be-
tween two M-Gonal numbers is still an M-Gonal number. With this explicit computable expression, 
we establish a remarkable connection between two pairs of numbers. The projected planes of two 
pairs of numbers generate partial topological structure. In real Desarguesian projective plane, this 
structure shares many existing properties of topological ellipsoid naturally. 
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摘  要 

采用Pythagorean方程的解决方法,我们得到了一对M角数之差仍然为M角数的连接形式。使用给出的这
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些明显可计算的普通表达式，我们在两种数组之间建立了一种非凡的连接。从而使得两种数组的平面射

影可以成为“局部”拓扑，并且在Desarguesian型拓扑实数射影平面上，自然而然的可以共享许多拓扑

椭圆的性质。 
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1. 引言 

首项为 1，并通过连续增加算术级数中的公差得到的数字称为角数(或统称 M 角数)，由此得到 
3 角数：1,1 2,1 2 3,+ + +   
4 角数：1,1 3,1 3 5,+ + +   
5 角数：1,1 4,1 4 7,+ + +   

等等。 
显然，4 角数就是自然数平方的数列。我们知道，关于 4 角数数列 2 2 21 , 2 ,3 ,的 Pythagorean 方程

2 2 2x y z+ = 的离散性质是几何的起源，它的迷人魅力至今吸引着许多人研究和推广。 
对于一般的 M 角数，Diophtantus 用 s

mp 表示 m 角数的第 s 项[1]，并用公式 

( )( ) ( )
( )

2 22 2 1 2 4
8 2

s
m

m s m
p

m
− − + − −  =

−
 

作为第 s 项 m 角数的几何定义 1。因此，m 角数的第 s 项公式也可以简化为如下形式 

22 4
2 2

s
m

m mp s s− −
= −                                (1) 

s
mp 的递推法则是： 

1
1

s s s
m s mp p p−

++ =                                    (2) 

它属于一种比较简单的分层递推。 
自从 Lagrange 证明了任意自然数都可以表示为 m 个 m 角数之和的 Fermat 命题之后，M 角数的研究

沉寂了很长时间。近十年来，M 角数的研究主要集中在公式(2)的推广。文献[2]利用 Brahmagupta 引理[3]
和 Pellian 方程用解析法求出了满足 

3 角数−5 角数=1，3 角数−7 角数=1，3 角数−8 角数=1，3 角数−10 角数=1 
3 角数−12 角数=1，5 角数−6 角数=1，5 角数−7 角数=1，5 角数−8 角数=1 

条件的 8 个整数数列的 Pellian 表达式，又由表达式推出了 8 个数列项数的递推法则。 
我们用符号{ }m 表示 m 角数的数列，用{ }m n k− = 表示 m 角数数列减 n 角数的差等于 k 的那些数所

Open Access

 

 

1因为无法解释简化形式 ( )( )1 2 2 1
2

s
mp s m s= + − −   的几何含义，因此不能用这个代数式定义 M 角数。 
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形成的数列，在这里 1k ≥ 为正整数，且 m n< 。 
由此，上面满足的条件可以简记为 

{ } { } { } { }3 5 1, 3 7 1, 3 8 1, 3 10 1− = − = − = − =  

{ } { } { } { }3 12 1, 5 6 1, 5 7 1, 5 8 1− = − = − = − =  

文献[4]研究了任意两种不同类 m 角数的上述情形，并给出了这些数列项数的递推法则。 
更进一步，文献[5]求出了满足条件{ }3 4 2− = 的 3 角数递推法则为 

2 3 2 1 2 1
3 3 334 1s s sp p p+ + −= − +  

文献[5]还研究了满足{ }4 2, 5n n− = ≥ 条件的一般数列表达式和 n 角数项数的递推法则。文献[6]研究

了满足{ }3 4 3− = 和{ }4 3, 5n n− = ≥ 条件的数列表达式以及 3 角数和 n 角数项的递推法则。 
有了这些结果，我们很自然的想知道，条件 k 取负值时(或者距离 4 角数更远的那个角数)的递推法则

是怎样的。当 1k = − 时，就是求解满足条件 1k = − (或{ } 1n m− = )的序列。然而我们发现即这种最简单的

情形，也找不到递推法则的一般求法。 
文献[7]在这方面做了一些尝试。它指出：存在确定得法则，可以从 3 角数数列中找到同时等于 5 数、

8 角数、10 角数和 12 角数的那些数。这方面的综述还可以参看文献[1]。 
实际上，我们已经知道了{ }m n k− = 的一部分性质，在研究满足条件{ }m n k− = − 的数列之前，我们

还应该弄清楚它们的中间情形，即：满足条件{ } { }0, 1m n m n− = − = − 和{ }m m k− = 的数列的性质。 
这是一项非常巨大的工作，我们可以只抽出{ } { }m m m− = 来研究，它表示的数列条件是两个 m 角数

之差仍然属于 m 角数。通常情况下，我们可以只考虑这种数列为正整数数列。 
显然，{ } { }4 4 4− = 表示直角三角形的通解数列。我们知道，当直角三角形的斜边长与一个直角边长

为相邻的整数时，Pythagorean 方程 2 2 2x y z+ = 的通解公式为 

  
22 2x k k= +  

2 1y k= +   

     
22 2 1z k k= + +  

因此，斜边长与一个直角边长为相邻整数的 Pythagorean 方程为 
2 22 2 2 1 2 2 1

4 4 4
k k k k kp p p+ + + ++ =                                 (3) 

它可以解释为：第 22 2k k+ 项自然数的平方(即 4 角数)与第 2 1k + 项自然数的平方之和等于第
22 2 1k k+ + 项自然数的平方。当 k 取整数时， ( ), , 1x y z = 。 
本文把上述 Pythagorean 方程的通解公式推广到任意 m 角数，得到了下面的定理。 

定理：第
( ) ( )2 22

2 2 2
2 2 2

k k kk m m
−

− + 项 m 角数与第 2 1km k− + 项 m 角数之和等于第 

( ) ( )2 22
2 2 2

1
2 2 2

k k kk m m
−

− + + 项 m 角数。式中 1,2,k =   

用 M 角数的符号也可以表示定理为 

( ) ( )

( ) ( )

2 22
2

2 22
2

2 2
2 12 2 2

2 2
1

2 2 2 1, 2,, 3,

k k kk m m km k
m m

k k kk m m

m

p p

p k

−
− + − +

−
− + +

+

= = 

                           (4) 
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由 M 角数几何性质可以看出，公式(4)把直角三角形的 Pythagorean 方程推广到了凸多边形。 

2. 定理的证明 

证明：由 m 角数的第 s 项公式(1)我们得到 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2 2 22 2
2 22 2 2 2

1
2 2 2 2 2 2

22 2 2 22 2
2 2

22 2 2 22 2
2 2

2 2 2 2

2 2 2 22 41 1
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 22 4
2 2 2 2 2 2 2 2

2 4 4 1
2

k k k k k kk km m m m

m mp p

k k k k k km k m km m m m

k k k k k km k m km m m m

m k m k k m k

− −
− + + − +

−

   − −− −   = − + + − − + +
   
   

   − −− −   − − + + − +
   
   

−  = − − + + 

= ( ) ( )22 42 1 2 1
2 2

m mkm k km k− −
− + − − +

 

它恰等于第 2 1km k− + 项 m 角数 2 1km k
mp − + 。□ 

虽然我们用代数的方法证明了定理。然而，讲明白这个定理中字符的一般意义并不是容易的事情。 

3. 定理的代数意义 

令：公式(4)可以表示为联立方程如下： 

( ) ( )2 22
2 2 2

2 2 2
2 1

k k kkX m m

Y km k

 −
 = − +

 = − +

                              (5) 

为了看清楚两种数组 ( ) ( ), , ,m k X Y 的关系 2，我们很容易计算得到下面的表 1。 
例如，查表 1 ( ) ( ), 7, 4m k = 得 ( ) ( ), 214,21X Y = 。表示对应 7 角数的第 214 项和 7 角数的 21 项。又由

7 角数的计算公式得到第 214 项和第 21 项的 7 角数为 114,169 和 1071。那么，由定理可以求得 7 角数的

第 215 项等于 114,169 + 1071 = 115,240。 
相反的，我们知道，表 1 中的数组 ( ),X Y 也对应唯一的数组 ( ),m k 。由上面的表 1 我们只能转换一

部分数组 ( ),m k 填写在下面的表 2 中，其它的数组 ( ),m k 由方程组(5)确定。 
由于代数方程表示的空间曲面是连续的，可以认为上述方程的有理数数组的解 ( ),m k 连续且唯一。

虽然用这种方法求解出方程组的精确解是繁琐的，但是求解的步骤是确定的。例如：当 7, 3X Y= = 时，

我们通过求解 4 次方程得到解为 2.5, 4m k= = 。 
特别需要说明的是，定理中的 k 是表示差分常数一个量。即：从 3 角数开始， X 的二次差分常数为

自然数的平方 2k ，Y 的一次差分常数为自然数 k 。例如 4k = 时 

( ) ( ) ( ) ( ) 2410 304 304 214 304 214 214 140 4− − − = − − − =  

25 21 21 17 4− = − =  

利用这个性质，我们由数组 ( ),X Y 可以递推的得到数组 ( ),m k ，见下面的表 2。这是一种简单的分层

递推。表 2 中的规律性数字揭示的就是这种递推法则。 

 

 

2仅当 m = 4 时，我们改用小写字母 x，y 表示 X，Y，即：用 x，y 表示直角三角形的两个边长。 
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Table 1. ( ),X Y  results in -m k  system 

表 1. 坐标 m⊾k 下，二元数组 ( ),X Y 表 

M 角数 m = 2 m = 3 m = 4 m = 5 m = 6 m = 7 …… 

k = 1 (1, 1) (2, 2) (4, 3) (7, 4) (11, 5) (16, 6)  

k = 2 (1, 2) (5, 3) (12, 5) (23, 7) (38, 9) (57, 11)  

k = 3 (1, 3) (9, 4) (24, 7) (48, 11) (81, 13) (123, 10)  

k = 4 (1, 4) (14, 5) (40, 9) (82, 13) (140, 17) (214, 21)  

k = 5 (1, 5) (20, 6) (60, 11) (125, 16) (215, 21) (330, 26)  

k = 6 (1, 6) (27, 7) (84, 13) (177, 19) (306, 25) (471, 31)  

k = 7 (1, 7) (35, 8) (112, 15) (238, 22) (413, 25) (637, 36)  

k = 8 (1, 8) (44, 9) (144, 17) (308, 25) (536, 33) (828, 41)  

k = 9 (1, 9) (54, 10) (180, 19) (387, 28) (675, 37) (1144, 46)  

……        

表 1 中 m = 2 可以解释为 2 角数。不妨假定它的数值遵循相同的法则，可以由计算公式给出。 
 
Table 2. ( ),X Y  results in -m k  system 

表 2. 坐标 X⊾Y 下，二元数组 ( ),m k 表 

整数 Y = 1 Y = 2 Y = 3 Y = 4 Y = 5 …… 

X = 1 (2/1, 1)      

X = 2 (4/2, 2) (3/1, 1)     

X = 3 (6/3, 3) (5/2, 2)     

X = 4 (8/4, 4) (7/3, 3) (4/1, 1)    

X = 5 (10/5, 5) (9/4, 4) (6/2, 2)    

X = 6 (14/6, 6) (11/5, 5) (8/3, 3)    

X = 7 (14/7, 7) (13/6, 6) (10/4, 4) (5/1, 1)   

X = 8 (16/8, 8) (15/7, 7) (12/5, 5) (7/2, 2)   

X = 9 (18/9, 9) (17/8, 8) (14/6, 6) (9/3, 3)   

X = 10 (20/10, 10) (19/9, 9) (16/7, 7) (11/4, 4)   

X = 11 (22/11, 11) (21/10, 10) (18/8, 8) (13/5, 5) (6/1, 1)  

X = 12 (24/12, 12) (23/11, 11) (20/9, 9) (15/6, 6) (8/2, 2)  

……       

表 2 仅给出了 k ≥ 1 的数组，k < 1 的数组属于虚数平面的性质，不在我们研究的范围内。 

4. 推广和结论 

我们可以扩充 k 为有理数，使得 Pythagorean 方程 2 2 2x y z+ = 的通解公式(3)表示任意直角三角形的有

理数边长。显然，当 k 无重复的取遍所有的正的既约分数时，上式恰好无重复的取遍三边为互素整数的

相似直角三角形的不同种类。 
由定理的证明过程可以看出，这种方法同样适用于本文的定理。也就是说，表 1 和表 2 表示的两种

平面 m⊾k，X⊾Y 存在着某种连续的性质[8]，这是一种不明显的推广。 
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表 2 给出的是 k 为自然数且 2m ≥ 的逆定理 3。对于 4 角数，定理和逆定理可以替换为满足本原方程
2 2 2
0 0 0x y z+ = 所有整数解的充分必要条件： 

0 2x ab=  

  
2 2

0y a b= −  

  
2 2

0z a b= +  

或者记为 
2 2 2 22

4 4 4
ab a b a bp p p− ++ =                                 (6) 

公式中 ,a b 是奇偶性相反并满足 a b> 的正整数，且 ( ), 1a b = 。 
比较直角三角形公式 xyz

和 0 0 0x y z 的整数解可以看出，k 是这样一个有理数，它使得 ,x y 和 0 0,x y 分

别表示两个相似直角三角形的两个直角边的边长。因此 k 是相似直角三角形的缩放系数，是角度的函数。

显然， m也是角度的函数。 
当然，也可以把数组 ( ),m k 推广为任意有理数数组 4，通过解方程组(5)并利用代数方程的连续性质得

到逆定理的推广。 
一般情况下，数组 ( ),X Y 是数组 ( ),m k 为参数的三角函数数组，这两种有理数组及其映射关系属于

Diophtantus 方程(或离散数学及拓扑学)研究的范围。 
综上所述，我们给出了把 Pythagorean 方程整数解的充分必要条件推广到任意 M 角数的一般方法。 

5. 定理及逆定理在拓扑空间的应用 

无论古典数学分支还是近代的数学分支，都以 Pythagorean 方程作为基本理论。下面，我们首先讨论

Pythagorean 方程的推广(即：本文的定理和逆定里)在拓扑学上的一个应用。 
容易发现，表 1 第一列的数组可以直接转化为表 2 的第一列；表 1 中第一行的数组转换到表 2 时，

都是表 2 所在行最后的一个组数，并且它们在同一条抛物线上。这些转换都是数组位置的映射，是拓扑。 
由于表 1 和表 2 的有理数数组可以用自然数排序(可用自然数排序的集合称为偏序集)，即使我们扩充

k为有理数(限定有理数的分子和分母不大于给定的定值，并逐步放松限定)，并逐步加密表 1 和表 2 以后，

这种有理数组仍然可以用自然数排序。 
在这种情况下，表 1 的数组表示的位置，映射到表 2 的数组表示的位置；以及两个数组位置连线的

这种映射满足了拓扑空间的定义[8] [9]，因此表 1 到表 2 的映射构成了一个拓扑空间。 
在上述拓扑空间中，表 1 上任意一个与轴线平行的直线都映射成表 2 上的一个二次曲线(仅第一列是

一条直线，是 2m = 时的特例)，由公式(5)很容易得到这个性质。 
上述位置和位置连线的映射也实际给出了一种拓扑椭圆，文献[9]仅证明了拓扑椭圆是存在的。 

6. M 角数的研究现状和展望 

比较文献[2] [4] [5] [6] [7]和表 2，容易发现，当𝑘𝑘取适当的有理数时，就是文献[2] [4] [5] [6] [7]研究

的内容，它们都属于求解二元二次 Diophtantus 方程。其表达式和递推公式只是表 2 中数组 ( ),m k 的两个

特殊性质。 

 

 

3用表 1 表示这个逆定理比用语言描述更清楚。逆定理的代数证明仅仅是描述用递推的方法求解二元二次方程组(5)的过程。但叙述

极其繁琐，故略去。 
4我们知道，解方程组(5)通常得到四组根。如选取实数组 ( ),X Y ，那么它的逆定理将不能确定那一组根 ( ),m k 与 ( ),X Y 对应。因此

它属于拓扑几何，不属于欧几里得几何。 
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另一方面，由表 2 的规律性数字和上面给出的拓扑空间可以直观的想象出，满足条件为{ }m n k− = −

的数列在表 2 的“反面”，属于复数域，故不存在满足条件的项为自然数的递推公式。因此，满足条件

为{ }m n k− = − 的 M 角数关系式只能在不同 m 的角数中寻找。例如：我们计算很少几个有理数组 ( ),m k ，

就可以得到 3 角数和 4 角数的关系式(Plutarch 定理[1]) 
2 1

3 48 1s sp p +− = −  

它是一个二次的代数关系式，但它不是满足条件{ }m n k− = − 的递推公式。 
众所周知，有一些数学问题用代数的方法解决很困难，另有一些数学问题用几何的方法解决很困难，

还有一些数学问题仅用代数方法或仅用几何方法解决都是困难的。但很少有文献阐述出现这种现象的根

源是什么？ 
本文的逆定理明确指出了产生这种困难的原因是高次方程多根的选择问题，由上面的讨论我们又可

以看出，高次方程多根的选择问题可以扩充公式(4)中自然数 k 为有理数，并用拓扑的性质来替换。也就

是说，拓扑几何把方程的求根和根的选择这两个步骤合并在了一起。 
因此，涉及无穷概念(这里指偏序集)的连续问题，用几何的方法更直接；涉及无穷概念的离散问题，

用代数的方法更直接。交替涉及连续和离散的问题，仅用代数方法或仅用几何方法解决都是困难的。 
另一方面，高次方程多根的选择和公式(4)中自然数 k 扩充为有理数是等价的，都属于偏序集研究的

范畴。由此可知，Diophtantus 方程中未解决的离散问题(其中绝大部分都可以归类为分析学的问题)的解

决方案，应该主要在偏序集理论中去寻找，直观的拓扑几何理论和许多代数理论很难解决这类问题，即

使使用上奇异微积分理论也是如此。遗憾的是，偏序集理论远未达到完善的程度。 
继续讨论上述的解决方案，不可避免的会涉及多个数学分支。不再这里赘述。 
实际上，尽管本文给出了 M 角数的离散代数性质和拓扑几何性质，并对亏格为 1 的 Diophtantus 方

程建立了代数和几何的联系。但 M 角数更多重要性质还远远没有被挖掘出来。 
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