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Abstract 
In this paper, the exponential stability of a cold storage series system is discussed. A mathematical 
model of repairable system is established by using stochastic process theory and supplementary va-
riable method. The exponential stability of system operators is studied by using C0 semigroup theory. 
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摘  要 

本文论述具有一个冷储备串联系统的指数稳定性，运用随机过程理论和增补变量法建立了一个可修复系

统的数学模型，利用C0半群理论研究了系统算子的指数稳定性。 
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1. 引言 

随着科学技术的发展，系统的可靠性、稳定性分析变得越来越重要。从数学的角度，对系统的稳定

性进行定量和定性的分析，从而给出系统性能的判断，无论在实际上还是在理论上都具有很重要的意义。

近代以来，可靠性理论得到了系统、规范的发展，显现得日益成熟，特别是一系列太空计划的实施，使

得可靠性理论得到了更大推广，目前已经发展为一门独立的工程基础研究。 

2. 系统模型的建立[1] [2] [3] [4] [5] 

本文研究的是两个单元串联，且第二个单元具有冷储备单元的系统适定性。系统实际上有三个单元

组成，分别记为①，②，③，其中③为冷储备单元，为了对系统建立模型，做出如下几组描述： 
1) 初始状态处于良好状态；2） 系统遵循先故障先修理原则；3) 储备系统只有系统②故障才工作，

储备期间不发生故障；4) 系统修复后完好如初；5) 系统①的故障率为常数 1λ ，修复率为非常数 ( )1u x ，

且 1 0λ > ， ( )1 0u x > ；6) 系统②，③的故障率均为常数 2λ ，修复率均为 ( )2u x ，且有 2 0λ > ， ( )2 0u x > ；

7) 修复率 ( ) ( )1,2iu x i = 为非负可测函数，且 ( ) ( )
0

1, 2iu x i
∞

= ∞ =∫ ；8) 三个单元寿命均服从一般分布

( ) 1 e , 0, 0tF t tλ λ= − ≥ > ；9) 三个单元修复时间服从一般分布 ( ) ( ) ( )0 , 01 e 0,u x xG tt u
∞−∫ >− ≥= 。 

以 S(t)表示系统在 t 时刻所处的状态，则系统在 t 时刻所处的状态可划分以下几种情况：1) ( ) 0S t = ，

单元①，②，③均完好，系统正常工作；2) ( ) 1S t = ，○1故障在修，②，③完好，系统停止工作；3) ( ) 2S t = ，

②故障在修，③开始工作，系统工作；4) ( ) 3S t = ，○3故障在修，②正常工作，系统正常工作；5) ( ) 4S t = ，

②故障在修，③故障待修，系统停止工作；6) ( ) 5S t = ，②故障在修，①故障待修，③停止工作，系统

停止工作；7) ③故障在修，①故障待修，○2停止工作，系统停止工作。 
可得系统方程组如下： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 1 2 0 1 1 2 2 30 0

d , d , , d
d

P t P t u x P t x x u x P t x P t x x
t

λ λ
∞ ∞

= − + + + +∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1, ,,P t x P t u x
t

xx P t
x

∂ ∂
+ = −

∂ ∂
 

( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 1 2 2 2, , ,P t x P t x u x P t
t

x
x

λ λ= − + +
∂ ∂

+
∂ ∂

 

( ) ( ) ( )( ) ( )3 3 1 2 3, , ,u x PP t x P t x
x

t x
t

λ= − +
∂ ∂

+
∂ ∂

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 4 2 4 2 2, ,, ,P t x P t u x P t x Px
t

t
x

xλ= − +
∂ ∂

+
∂ ∂

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )5 5 2 5 1 2, ,, ,P t x P t u x P t x Px
t

t
x

xλ= − +
∂ ∂

+
∂ ∂

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )6 6 2 6 1 3, ,, ,P t x P t u x P t x Px
t

t
x

xλ= − +
∂ ∂

+
∂ ∂
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 501 0 6 2,0 , , dP t P t x ut xP t xP xλ
∞

= + +∫  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 0 3 4 5 6 0,0 ; ,0 ,0 ,0 ,0 0; 0 1, 0, 0, 1,2,3,4,5,6iP t P t P t P t P t P t P P x iλ= = = = = = = =  

将以上问题转化为抽象柯西问题： 

取空间 [ )( )1 2
0,X R L= × ∞ ，对任意 ( ) ( )( )0 1 6, , ,P P P x P x X= ∈ ， 

定义范数 ( ) [ ) ( ) [ )1 10, 00 1 ,6L L
P P P x P x

∞ ∞
= + + + ，则 ( ), .X 是一个 Banach 空间。 

引入算子 A，B，C 及其定义域如下： 

1

7

0 0
0 0
0 0

A
A

A

 
 =  
 
 

 其中， 1 1 2A λ λ= − − ， ( )2 1
d
d

A u
x

x= − − ， ( )( )3 1 2 2
d
dx

A u xλ λ= − − + +  

( )( )4 1 2
d
dx

A u xλ= − − + ， ( )5 6 7 2
d
d

A A A u x
x

= = = − − 。 

( ) ( ) [ ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

5

1

1 1 0 6 2

2 2 0 5 6

0

3 4

1,2,3,4,5,6

,0 d

,0 , ,0

d 0, ,
d

, , ,

,0 ,0 ,0 0

i ip x p x
x

P t

D A P X L i

P t P t u x x

P t P t P t P t P t P

x P

t

t xλ

λ

∞

= ∈ ∞∈ =


= +


= =



+

= = = 

∫

是绝对连续函数

 

2

1

1

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

B
λ
λ

λ

 
 
 
 
 

=  
 
 
 
 
 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 0 2 3 30 020 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

, d

0 0 0 0 0 0

d ,

0

, du x P t x x u x P t x x u x P t x

C

x
∞ ∞ ∞ 

 
 
 
 

=  
 
 
 
 
  

∫ ∫ ∫

 

( ) ( )D B D C X= =  

则上述问题可表示为 Banach 空间上的抽象柯西问题： 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )T

0 1 2 6

, 0

0 1,0,0,0,0,0,0

, , , , , , ,

d
d

P t A B C P t t

P

P t

t

P t P t x P t x P t x

= +



+ ≥


 =

=






                     (2)  
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3. 可修复系统动态解的存在唯一性[1] [6] [7] 

命题 1：当 0α > 时， ( )Aα ρ∈ ，并且 ( ) 1 1I Aα
α

− <− 。 
命题 2：算子 A 是闭稠定算子。 
命题 3：A 为耗散算子。 
命题 4：算子 A B C+ + 生成正压缩 0C 半群。 
命题 5：抽象柯西问题(2)存在唯一的非负解 ( ),P t x 且满足 ( ),. 1P t = ； 0t ≥ 。 

4. 系统的指数稳定性[1] [6] [8] 

命题 1:0 是算子 A B C+ + 的简单本征值。 
证：取 ( ) ( )( )0 1 6, , ,P P P X P X=  ，考虑 ( ) 0A B C P+ + = ，其解析形式为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 1 1 2 2 2 30 0
d d 0u x P x x u x P x u x P x xλ λ

∞ ∞
− + + + + =∫ ∫ 。 

( ) ( ) ( )1 1 1
d 0
d

P x u x P x
x

− − = ， ( ) ( )( ) ( )22 2 21
d 0
d

x xP P x
x

uλ λ +− +− = ， 

( ) ( )( ) ( )13 2 3
d 0
d

P x P x
x

u xλ +− − = ， ( ) ( ) ( ) ( )4 4 22 2
d 0
d

P x Pu x P
x

x xλ− − + = ， 

( ) ( ) ( ) ( )5 5 22 1
d 0
d

P x Pu x P
x

x xλ− − + = ， ( ) ( ) ( ) ( )6 6 32 1
d 0
d

P x Pu x P
x

x xλ− − + =  

( )1 1 00P Pλ= ， ( )2 2 00P Pλ= ， ( ) ( ) ( ) ( )3 4 5 60 0 0 0 0P P P P= = = = ，解得 

( ) ( )10
1 1 0

de
x uP x P ξ ξλ −∫= ， ( ) ( )( )1 2 20

2 2 0
de

x uP x P λ λ ξ ξλ − + +∫= ， ( )3 0P x = ， 

( ) ( )( ) ( )1 2 2 20 d
4 0

2
2 0

de e d
t x

t
x u uP x P tλ λ ξ ξ ξ ξλ − + + −∫ ∫= ∫ ， ( ) ( )( ) ( )1 2 2 20 d d

1 25 0 0
  e e d

t x
t

x u uP x tP λ λ ξ ξ ξ ξλ λ − + + −∫ ∫= ∫ ， ( )6 0P x = ， 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )( )

10

10

10

1 0
d

1 1

1

10 0

d
100

1 0 10 0
d

d

d

d e

e

d e

x

x

x

u

u

u

P x

P x

P P

u x P x x u x

u x

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ

λ

λ

λ λ

∞ ∞ −

∞ −

∞ −

∫

∫

∫

=

 = − =  

=∫ ∫

∫

∫

 

同理得， ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2 20 d
2 2 2 3 20 0

1

2 0
2 0

2

d e d
x u P

P xu x P x u x P x x u x λ λ ξ ξ

λ
λ

λ
λ

∞ ∞ − + +∫ =+ =
+∫ ∫  

代入 ( )
( )( )2 1 2 2

1 1 2 0 0 0 0
1 2 1 2 1

2

2

2
2

1
0

2
P P P P

λ λ λ λ
λ λ λ

λ λ λ λ
λ

λ
λ

λ
λ

   
+ − = = − =   

  

 − +
+ ≥ −  + + +  

，得 0 0P ≥  

易知， ( ) [ )1 0, , 1, 2, ,6i L iP x ∈ ∞ =  ， ( )T
0 1 6, , ,P P P P=  ，0 对应于算子 A B C+ + 的本征向量，取

( ) ( )( )1,1 , ,1Q x x=  ， 则 ( ) ( ) ( )1 20 0 00 6, d d d 0P x x P x x PP Q xP x
∞ ∞ ∞

= + + + + >∫ ∫ ∫ ， 且 对 任 意

( )P BD A C∈ + + ，有 ( ) , 0A B C P Q+ + = ，即 ( ) 0A B C Q+ + ∗ = ，即 0 是算子 A B C+ + 的简单本征值。 

命题 2：若存在正数 a 使得 { }1 2,min ,ia C λ λ= ，则当Re Cγ > − 时， ( )Aγ ρ∈ ，且 ( ) 1 1
Re

I A
C

γ
γ

−− ≤
+

 

证：当Re Cγ > − 时，对任意 ( ) ( )( )0 61 , ,, x x Xη η η η= ∈ ，考虑 ( )I A Pγ η− = ， 

而 ( ) ( )( )0 1 6, , ,P P x xP P=  ，则有 ( )1 2 0 0Pγ λ λ η+ + = ， 
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( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 1 1
d
d

uP x xx x P
x

γ η=+ +  

( ) ( )( ) ( ) ( )1 2 2 22 2
d
d

u x P x
x

xP x λ λ ηγ +++ =+  

( ) ( )( ) ( ) ( )1 2 3 33
d
d

u x P x xP x
x

λ ηγ+ + + =  

( ) ( )( ) ( ) ( )4 2 4 4
d
d

uP x xx x P
x

γ η=+ +  

( ) ( )( ) ( ) ( )5 2 5 5
d
d

uP x xx x P
x

γ η=+ +  

( ) ( )( ) ( ) ( )6 2 6 6
d
d

uP x xx x P
x

γ η=+ + ； ( )1 1 00P Pλ= ， ( )2 2 00P Pλ= ， ( ) ( ) ( ) ( )3 4 5 60 0 0 0 0P P P P= = = = 。 

当 Re Cγ > − 时，有 ( )1 2γ λ λ≠ − + ，解上述方程组得 0
0

1 2

P
η

γ λ λ
=

+ +
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 10 d d1 0
01 1

1 2

e e d
x x

tx u x t ux
P x t tγ ξ ξ γ ξ ξλη

η
γ λ λ

− − − − −∫ ∫=
+

+
+ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 2 2 1 2 20 d d2 0
2 0 2

1 2

e e d
x x

tx uxu x tP x t tλ λ ξ ξ λ λ ξ ξγ γλ η
η

γ λ λ
− + − −+ + + − −∫ ∫=

+ + ∫  

( ) ( )( ) ( ) ( )1 2 d
3 30

e d
x
tx t ux

P x t tλ ξ ξγ η+− − −∫= ∫ ； ( ) ( ) ( ) ( )2 d
4 40

e d
x
tx t ux

P x t tξγ ξη− − −∫= ∫  

( ) ( ) ( ) ( )2 d
5 50

e d
x
tx t ux

P x t tξγ ξη− − −∫= ∫ ； ( ) ( ) ( ) ( )2 d
6 60

e d
x
tx t ux

P x t tξγ ξη− − −∫= ∫  

由于 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )

6
0 1

0 1 Re Re

0 0

Re Re

0 0

Re Re

0 0

0
1

1 2 1 2

2 0
2

1 2

3 4

0 6
Re

0 5

e d d e d

e d d e d

d e d d e d

d e d d

ii

x x t

x x t

x t x

C C

t

C C

t

C C

t t

C x

t

t

t

P P P

x t t x

x t t x

t t x t t x

t t x t t

γ γ

γ γ

γ γ

γ

η λη
η

γ λ λ γ λ λ

λ η
η

γ λ λ

η η

η η

=

− − −

− − −

− − − −

−

∞ ∞ ∞+ +

∞ ∞ ∞+ +

∞ ∞ ∞ ∞+ +

∞ ∞ ∞+ −

= +

≤ + +

+

+ +

+ + + +

+ +
+ +

+

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∑

∫

∫ ∫ ( )( )Ree dx tC

t
xγ− + −∞

∫ ∫

 

( ) ( ) ( )( )

( )

Re Re61 2 00
1

1 2 1 2

6
0 1

0
e d e d

1 1
Re Re

C C

t

x x t
ii

ii

x x

C C

γ γ

γ

λ λ ηη
η

γ λ λ γ λ λ

η η
γ

η

− − −
=

=

∞ ∞+ ++
+

+ + + +

≤ + =

= +

+ +∑

∫ ∫∑
 

得
Re

1
C

P
γ

η≤
+

。这表明当 Re 0Cγ + > 时， ( ) 1 :I A X xγ −− → 是有界的，所以 ( )Aγ ρ∈ ，并且

( ) 1 1
Re

I A
C

γ
γ

−− ≤
+

。由 Lumer-Phillips 半群生成定理得以下推论： 

推论：算子 A 生成的压缩半群 S(t)是指数衰减的，即对任意 0 Cω< < 有 ( ) e tS t ω−≤ ； 0t ≥  
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注意到 B 和 C 是有限秩算子，所以 B 和 C 是紧算子，由算子半群的扰动定理以及算子半群的紧扰动

得以下结果： 
命题 3：算子 A B C+ + 生成的压缩 0C 半群 T(t)有以下性质： 
1) 对任意 Cγ ∈ ， Re 0Cγ + > ， ( )Aγ σ∈ 的充要条件是 ( ) 0D r = ； 
2) 设 0 0γ = ，对任意 ( ) ( ){ }| Re , 0k A C C D rγ σ γ γ∈ ∈ ≥ − = ， 0kγ γ≠ ， 0,1,2, ,6k =  ，其中 kγ 按

严格实部递减排序， ( )1Re Re kkγ γ+ ≤ ， 1, 2, ,6k =  ，即 0 0γ = 是严格占优本征值。 

3) 设 ( ) ( )( )0 1 6
ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,P P P x P x=  是系统的稳态解，满足 ˆ, 1P Q = ，设 1 0Reγ γω< < ，那么对任意的

P X∈ ， ( )1,1,1,1,1,1,1Q = 有 ( ) ˆ, e tT t P P Q P Pω−− ≤ ， 0t ≥ 。 

证：1) 当Re Cγ > − 时，由前一命题， ( )Aγ ρ∈ ，则 ( )( ) ( ) ( )( )( ),I A B C A I R A B Cγ γ γ− + + = − − + ，

注意到 B 和 C 是有限秩算子，那么 ( )( ),R A B Cγ + 是紧算子，从而 ( )A B Cγ ρ∈ + + 充要条件是：1 是

( )( ),R A B Cγ + 的本征值，因此对Re 0Cγ + > ， ( )Aγ ρ∈ 的充要条件是 ( ) 0D r = 。 
2) 当Re Cγ > − 时， ( )D r 是解析函数，至多有可数个零点，设 0 0γ = ，对其他本征值按实部递减排

序 ( )1Re Re kkγ γ+ ≤ ， 0,1,2, ,6k =  ，则 ( ) ( ){ }| Re , 0k A C C D rγ σ γ γ∈ ∈ ≥ − = ， 0kγ γ≠ ，由本征值离散

及本节命题 1 得 0Re Rekγ γ≤ ， 1,2, ,6k =  ，因 0γ 对应的本征函数是正的，所以 0 0γ = 是严格占优本征

值。 
3) 由半群扰动定理，紧扰动不改变半群的本质谱界，算子 A B C+ + 生成的半群 T(t)与算子 A 生成的半

群 S(t)有同样本质谱界，即 T(t)本质谱界 ( ) ( )0A B C Aω ω+ + ≤ 。设 ( ) ( )( )0 1 6
ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,P P P x P x=  是系统稳态解，

1 0Reγ γω< < ，则由算子半群展开定理可得对任意 P X∈ ， ( )1,1,1,1,1,1,1Q = 有 ( ) ˆ, e tT t P P Q P Pω−− ≤ ，

0t ≥ 。 
综上，在一定条件下，系统的动态解以指数形式收敛于系统的稳态解。 
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