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Abstract 
A vertical tetrahedron consisting of four orthogonal sphere centers from one sphere to four 
spheres has 15 barycentric spheres of four points, six lines, four planes and one body. The 105 
spacing between these 15 barycentric spheres can be calculated by the distance formula of two 
coordinates. It can also get rid of coordinates and calculate directly by using the formula of center 
of gravity sphere spacing. 
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摘  要 

1球至4球正交球心构成的垂心四面体，存在4点、6线、4面、1体15个重心球，这15个重心球间的105
个间距，除了可用2点坐标的距离公式计算外；还可以摆脱坐标直接利用重心球间距公式计算。 
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1. 引言 

4 球正交，球心间的垂心四面体构成的 4 个球心点(球)、6 个两球心间连线(勾股定理)、4 个 3 球心所

围面(面积勾股定理[1])、1 个 4 球心所围体(四维体积勾股定理[2])均有各自的重心。那么这 15 个重心间

的间距除了用 2 点坐标的距离公式计算外，是否能摆脱坐标，直接用重心球距离公式计算呢？ 

2. 重心球球心间存在间距公式的证明 

4 球正交，根据勾股 4 态[3]，以及垂心四面体重心的性质[4]共有 15 点重心球球心(4 点与球心共点、

6 点为 2 球心间连线中点、4 点为 3 球心所围面、1 点 4 球心所围体)，其间距数量根据等差求和公式为 

( ) ( )1 14 14 1
,1 2 13 14 105

2 2n

n n
S

+ +
= + + + + = =  

共有 105 个间距，这 105 个间距可摆脱坐标，直接用同构的重心球球心间距公式计算。 

2.1. 任意 2 点重心的距离公式 

定义：正交 4 球心间，存在 15 点重心，任意 2 重心间距的平方，等于 2 重心球半径的平方和减去 2
倍的 2 重心球维数积的倒数与 2 重心球交集的一维球半径的平方和之积。其公式为： 

( ) ( )
1 2

12 2 2 2
1 2 1 2 1 22

G

p p p p G
r p p

P P r r n m r
−

=

= + − × ∑


                          (1) 

(这里：( )2
1 2P P 为 15 点重心的任意 2 点重心距离的平方，

1 2

2 
G Gr p p r
=∑



为 2 重心球交集的一维球半径

的平方和， ( ) 1
1 2p pn m

−
× 为 2 重心球维数积的倒数。) 

重心球定义：一至四维重心球的平方等于维数平方分子并集一维球的平方和 

( )2 2
2

1 1,2,3,4, ; , , , ,Gi iR r n i a b c d
n

= = =∑                          (2) 

例：4 个一维重心球，因球心与重心共点，其重心球平方分别为： 2 2 2 2, , ,a b c d ； 

6 个二维重心球，其二维重心至两端相关球心距离的乘积为： ( )2 2 2
2

1
2ABR a b= + ； 
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4 个三维重心球，其三维重心至 2 点 3 球面交点距离的乘积为： ( )2 2 2 2
2

1
3ABCR a b c= + + ； 

1 个四维重心球，其四维重心任意二维重心距离平方为： ( )2 2 2 2 2
2

1
4GR a b c d= + + + ； 

一至四维 15 个重心球及其重心坐标详见表 1。 

2.2. 在欧氏空间，建立正交 4 球间的 15 点重心球球心坐标 

2.2.1. 设 15 点重心球球心坐标符号 
建立坐标的目的，主要用于验证公式(1)，最终达到摆脱坐标，直接用重心球球心间距公式计算。除

了体重心G坐标外，设：点、线、面 3 态重心坐标符号展开图。见图 1。 
 

 
Figure 1. Symbolic expansion of point, line and surface 3-state 
barycentric coordinates 
图 1. 点、线、面 3 态重心坐标符号展开图 

2.2.2. 建立正交 4 球心代数坐标 
设：正交 4 球心为大写： , , ,A B C D ：及相对应的球半径为小写： , , ,a b c d ；( ); ; ;A a B b C c D d∈ ∈ ∈ ∈  
设正交 4 球心坐标(与 4 球重心共点)为： 

( ) ( ) ( ) ( ),0,0 ; 0, ,0 ; 0,0, ; , ,A a B b C c D bct act abt                      (3) 

(这里：
2dt

v abc
−

=
+

， 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2   6 ABCDv a b c a b d a c d b c d V= + + + = ；D 坐标在第 7 象限。) 

根据上述 4 点坐标，它们间 6 个间距，可用 2 点距离公式计算为： 

( ) ( ) ( )2 2 22 2 20 0 0 0AB a b a b= − + − + − = +  

( ) ( ) ( )2 2 22 2 20 0 0 0AC a c a c= − + − + − = +  

( ) ( ) ( )2 2 22 2 20 0 0 0BC b c b c= − + − + − = +  
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( )
( )

( )
( )

2 2 22 2 2
2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2

2

2 2 2 2 2
2

2

2 2

0 0

2 2

2

d d dAD a bc ac ab
v abc v abc v abc

d a b c a b d a c d b c d abcv
a

abc v

d a b c v abcv
a

abc v

a d

          − − −
= − + − + −               + + +          

+ + + +
= +

+

+ +
= +

+

= +

              (4) 

( )
( )

( )
( )

2 2 22 2 2
2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2

2

2 2 2 2 2
2

2

2 2

0 0

2 2

2

d d dBD bc b ac ab
v abc v abc v abc

d a b c a b d a c d b c d abcv
b

abc v

d a b c v abcv
b

abc v

b d

          − − −
= − + − + −               + + +          

+ + + +
= +

+

+ +
= +

+

= +

              (5) 

( )
( )

( )
( )

2 2 22 2 2
2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2

2

2 2 2 2 2
2

2

2 2

0 0

2 2

2

d d dCD bc ac c ab
v abc v abc v abc

d a b c a b d a c d b c d abcv
c

abc v

d a b c v abcv
c

abc v

c d

          − − −
= − + − + −               + + +          

+ + + +
= +

+

+ +
= +

+

= +

              (6) 

(注：上述 6 间距，可直接用重心球距离公式计算。因均无交集球，重心球距离公式中的第 3 项均为

零，中间的坐标计算均可省略。) 
通过上述计算，4 坐标满足 4 球正交，球心间连线构成垂心四面体，即对棱的平方和相等为 4 球半

径的平方和为： 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2AB CD AC BD BC AD a b c d+ = + = + = + + +  

2.2.3. 根据正交 4 球心勾股 4 态[3] (点、线、面、体)的重心代数坐标及对应的重心球半径的平方列表 
根据正交 4 球心构成的(点、线、面、体)的 15 点重心代数坐标，均为点态坐标的算术平均数。因此

将 15 个重心坐标及对映的重心球半径平方列表 1。 

3. 重心球球心间距公式的验证 

3.1. 一维至四维重心自身距离为零 

( ) ( ) ( )2 2 22 0 0 0 0 0AA a a= − + − + − =                    (2 点坐标距离公式) 

( ) 12 2 2 22 1 1 0AA a a a−= + − × =                           (重心球距离公式) 
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Table 1. 15-point barycentric coordinates and the square of radius of barycentric sphere 
表 1. 15 点重心坐标和对映的重心球半径的平方 

序 子集态 坐标符号 分坐标 X 分坐标 Y 分坐标 Z 维数 半径符号 重心球半径平方 

1 点 A a 0 0 1 AR  a2 

2 点 B 0 b 0 1 BR  b2 

3 点 C 0 0 c 1 CR  c2 

4 点 D bct act abt 1 DR  d2 

5 线 GAB 
2
a  

2
b  0 2 ABR  ( )2 2

2

1
2

a b+  

6 线 GAC 
2
a  0 

2
c  2 ACR  ( )2 2

2

1
2

a c+  

7 线 GBC 0 
2
b  

2
c  2 BCR  ( )2 2

2

1
2

b c+  

8 线 GAD 
2

a bct+  
2

act  
2

abt  2 ADR  ( )2 2
2

1
2

a d+  

9 线 GBD 
2

bct  
2

b act+  
2

abt  2 BDR  ( )2 2
2

1
2

b d+  

10 线 GCD 
2

bct  
2

act  
2

c abt+  2 CDR  ( )2 2
2

1
2

c d+  

11 面 GABC 
3
a  

3
b  

3
c  3 ABCR  ( )2 2 2

2

1
3

a b c+ +  

12 面 GABD 
3

a bct+  
3

b act+  
3

abt  3 ABDR  ( )2 2 2
2

1
3

a b d+ +  

13 面 GACD 
3

a bct+  
3

act  
3

c abt+  3 ACDR  ( )2 2 2
2

1
3

a c d+ +  

14 面 GBCD 
3

bct  
3

b act+  
3

c abt+  3 BCDR  ( )2 2 2
2

1
3

b c d+ +  

15 体 G 
4

a bct+  
4

b act+  
4

c abt+  4 GR  ( )2 2 2 2
2

1
4

a b c d+ + +  

表内：
2dt

v abc
−

=
+

。D 坐标在第 7 象限， 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2   6 ABCDv a b c a b d a c d b c d V= + + + = 。

 
 

( )
2 2

22 0 0 0
2 2 2 2AB AB
a a b bG G    = − + − + − =   

   
                (2 点坐标距离公式) 

( ) ( ) ( ) ( )12 2 2 2 2 2 2
2 2

1 1 2 2 2 0
2 2AB ABG G a b a b a b−= + + + − × + =              (重心球距离公式) 

2 2 2
2 0

3 3 3 3 3 3ABC ABC
a a b b c cG G      = − + − + − =     

     
              (2 点坐标距离公式) 

( ) ( ) ( ) ( )12 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

1 1 2 3 3 0
3 3ABC ABCG G a b c a b c a b c−= + + + + + − × + + =     (重心球距离公式) 

2 2 2
2 0

4 4 4 4 4 4
a bct a bct b act b act c abt c abtGG + + + + + +     = − + − + − =     

     
    (2 点坐标距离公式) 
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( ) ( ) ( ) ( )12 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

1 1 2 4 4 0
4 4

GG a b c d a b c d a b c d−= + + + + + + + − × + + + =   (重心球距离公式) 

3.2. 任意一维与对平面 7 点因无交集球，其距离的平方为 2 重心球半径的平方和 

以 D 点与对平面 , , , , , ,AB AC BC ABCA B C G G G G 为例： 

3.2.1. D 点与对平面 3 个一维重心间距平方 
D 点与对平面一维重心球间距 , ,A B C 已在公式(4)，公式(5)，公式(6)已证，不再累述 

3.2.2. D 点与对平面 3 个二维重心间距平方 

( ) ( )
2 2

22 2 2 2
2

10
2 2 2AB
a bDG bct act abt d a b   = − + − + − = + +   

   
             (2 点坐标距离公式) 

( ) ( ) ( ) ( )12 2 2 2 2 2 2
2 2

1 12 1 2 0
2 2ABDG d a b d a b−= + + − × = + +                  (重心球距离公式) 

( ) ( )
2 2

22 2 2 2
2

10
2 2 2AC
a cDG bct act abt d a c   = − + − + − = + +   

   
             (2 点坐标距离公式) 

( ) ( ) ( ) ( )12 2 2 2 2 2 2
2 2

1 12 1 2 0
2 2ACDG d a c d a c−= + + − × = + +                  (重心球距离公式) 

( ) ( )
2 2

22 2 2 2
2

10
2 2 2BC
b cDG bct act abt d b c   = − + − + − = + +   

   
             (2 点坐标距离公式) 

( ) ( ) ( ) ( )12 2 2 2 2 2 2
2 2

1 12 1 2 0
2 2BCDG d b c d b c−= + + − × = + +                   (重心球距离公式) 

3.2.3. D 点与对平面 1 个三维重心间距平方 

( )
2 2 2

2 2 2 2 2
2

1
3 3 3 3ABC
a b cDG bct act abt d a b c     = − + − + − = + + +     

     
        (2 点坐标距离公式) 

( ) ( ) ( ) ( )12 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

1 12 1 3 0
3 3ABCDG d a b c d a b c−= + + + − × = + + +           (重心球距离公式) 

3.3. 任意一维与除了对平面 7 点外其它 7 点重心距离的平方 

以 D 点与除对平面其它 7 点 , , ,, , ,AD BD CD ABD ACD BCDG G G G G G G 间距平方为： 

3.3.1. D 点与除对平面 3 个二维重心间距平方 

( )
2 2 2

2 2 2
2

1
2 2 2 2AD

a bct act abtDG bct act abt a d+     = − + − + − = +     
     

          (2 点坐标距离公式) 

( ) ( ) ( ) ( )12 2 2 2 2 2 2
2 2

1 12 1 2
2 2ADDG d a d d a d−= + + − × = +                      (重心球距离公式) 

( )
2 2 2

2 2 2
2

1
2 2 2 2BD

bct b act abtDG bct act abt b d+     = − + − + − = +     
     

           (2 点坐标距离公式) 

( ) ( ) ( ) ( )12 2 2 2 2 2 2
2 2

1 12 1 2
2 2BDDG d b d d b d−= + + − × = +                       (重心球距离公式) 
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( )
2 2 2

2 2 2
2

1
2 2 2 2CD

bct act c abtDG bct act abt c d+     = − + − + − = +     
     

         (2 点坐标距离公式) 

( ) ( ) ( ) ( )12 2 2 2 2 2 2
2 2

1 12 1 2
2 2CDDG d c d d c d−= + + − × = +                     (重心球距离公式) 

3.3.2. D 点与除对平面 3 个三维重心间距平方 

( )

2 2 2
2

2 2 2 2
2

3 3 3
1 1
3 3

ABD
a bct b act abtDG bct act abt

d a b d

+ +     = − + − + −     
     

= + + +

           (2 点坐标距离公式) 

( ) ( ) ( )

( )

12 2 2 2 2 2
2

2 2 2 2
2

1 2 1 3
3

1 1
3 3

ABDDG d a b d d

d a b d

−= + + + − ×

= + + +
                     (重心球距离公式) 

( )

2 2 2
2

2 2 2 2
2

3 3 3
1 1
3 3

ACD
a bct act c abtDG bct act abt

d a c d

+ +     = − + − + −     
     

= + + +

          (2 点坐标距离公式) 

( ) ( ) ( )

( )

12 2 2 2 2 2
2

2 2 2 2
2

1 2 1 3
3

1 1
3 3

ACDDG d a c d d

d a c d

−= + + + − ×

= + + +
                    (重心球距离公式) 

( )

2 2 2
2

2 2 2 2
2

3 3 3
1 1
3 3

BCD
bct b act c abtDG bct act abt

d b c d

+ +     = − + − + −     
     

= + + +

          (2 点坐标距离公式) 

( ) ( ) ( )

( )

12 2 2 2 2 2
2

2 2 2 2
2

1 2 1 3
3

1 1
3 3

BCDDG d b c d d

d b c d

−= + + + − ×

= + + +
                    (重心球距离公式) 

3.3.3. D 点与除对平面 1 个四维重心间距平方 

( )

2 2 2
2

2 2 2 2 2
2

4 4 4
1 1
2 4

a bct b act c abtDG bct act abt

d a b c d

+ + +     = − + − + −     
     

= + + + +

          (2 点坐标距离公式) 

( ) ( ) ( )

( )

12 2 2 2 2 2 2
2

2 2 2 2 2
2

1 2 1 4
4

1 1
2 4

DG d a b c d d

d a b c d

−= + + + + − ×

= + + + +
                   (重心球距离公式) 

其它 A 点、B 点、C 点与其它 14 点同理(略)。 
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3.4. 验证任意二维与除了 4 点一维外的 10 点距离的平方 

以 ABG 对  , , , , , , , , ,CD AC AD BC BD ABC ABD ACD BCDG G G G G G G G G G 。 

3.4.1. GAB点与对棱 1 个二维重心 GCD间距平方 
GAB与 GCD因对棱无交集球，其距离的平方为 2 重心球半径的平方和 

( )
2 2 2

2 2 2 2 2
2

10
2 2 2 2 2 2AB CD
a bct b act c abtG G a b c d+     = − + − + − = + + +     

     
        (2 点坐标距离公式) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )12 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2

1 1 12 2 2 0
2 2 2AB CDG G a b c d a b c d−= + + + − × = + + +          (重心球距离公式) 

3.4.2. GAB点与其它 4 个旁棱二维重心间距平方 

( )
2 2 2

2 2 210 0
2 2 2 2 4AB AC
a a b cG G b c     = − + − + − = +     

     
                    (2 点坐标距离公式) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )12 2 2 2 2 2 2 2
2 2

1 1 12 2 2
42 2AB ACG G a b a c a b c−= + + + − × = +             (重心球距离公式) 

( )
2 2 2

2 2 210
2 2 2 2 2 4AB AD
a a bct b act abtG G b d+     = − + − + − = +     

     
            (2 点坐标距离公式) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )12 2 2 2 2 2 2 2
2 2

1 1 12 2 2
42 2AB ADG G a b a d a b d−= + + + − × = +             (重心球距离公式) 

( )
2 2 2

2 2 210 0
2 2 2 2 4AB BC
a b b cG G a c     = − + − + − = +     

     
                     (2 点坐标距离公式) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )12 2 2 2 2 2 2 2
2 2

1 1 12 2 2
42 2AB BCG G a b b c b a c−= + + + − × = +              (重心球距离公式) 

( )
2 2 2

2 2 210
2 2 2 2 2 4AB BD
a bct b b act abtG G a d+     = − + − + − = +     

     
             (2 点坐标距离公式) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )12 2 2 2 2 2 2 2
2 2

1 1 12 2 2
42 2AB BDG G a b b d b a d−= + + + − × = +              (重心球距离公式) 

3.4.3. GAB点与 4 个三维重心间距平方 

( )
2 2 2

2 2 2 210 4
2 3 2 3 3 36AB ABC
a a b b cG G a b c     = − + − + − = + +     

     
         (2 点坐标距离公式) 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

12 2 2 2 2 2 2 2
2 2

2 2 2

1 1 2 2 3
2 3
1 4

36

AB ABCG G a b a b c a b

a b c

−= + + + + − × +

= + +
           (重心球距离公式) 

( )

2 2 2
2

2 2 2

0
2 3 2 3 3

1 4
36

AB ABD
a a bct b b act abtG G

a b d

+ +     = − + − + −     
     

= + +

               (2 点坐标距离公式) 
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( ) ( ) ( ) ( )

( )

12 2 2 2 2 2 2 2
2 2

2 2 2

1 1 2 2 3
2 3
1 4
36

AB ABDG G a b a b d a b

a b d

−= + + + + − × +

= + +
      (重心球距离公式) 

( )

2 2 2
2

2 2 2 2

0
2 3 2 3 3

1 9 4 4
36

AB ACD
a a bct b act c abtG G

a b c d

+ +     = − + − + −     
     

= + + +

           (2 点坐标距离公式) 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

12 2 2 2 2 2 2
2 2

2 2 2 2

1 1 2 2 3
2 3
1 9 4 4
36

AB ACDG G a b a c d a

a b c d

−= + + + + − ×

= + + +
          (重心球距离公式) 

( )

2 2 2
2

2 2 2 2

0
2 3 2 3 3

1 9 4 4
36

AB BCD
a bct b b act c abtG G

a b c d

+ +     = − + − + −     
     

= + + +

           (2 点坐标距离公式) 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

12 2 2 2 2 2 2
2 2

2 2 2 2

1 1 2 2 3
2 3
1 9 4 4
36

AB BCDG G a b b c d b

a b c d

−= + + + + − ×

= + + +
          (重心球距离公式) 

3.4.4. GAB点与 1 个四维重心间距平方(任意二维与四维重心间距均相同) 

( )

2 2 2
2

2 2 2 2

0
2 4 2 4 4

1
16

AB
a a bct b b act c abtG G

a b c d

+ + +     = − + − + −     
     

= + + +

          (2 点坐标距离公式) 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

12 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

2 2 2 2

1 1 2 2 4
2 4
1

16

ABG G a b a b c d a b

a b c d

−= + + + + + − × +

= + + +
    (重心球距离公式) 

3.5. 验证任意三维与四维重心距离的平方 

( )

2 2 2
2

2 2 2 2

4 3 4 3 4 3
1 9

144

ABC
a bct a b act b c abt cGG

a b c d

+ + +     = − + − + −     
     

= + + +

                 (2 点坐标距离公式) 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

12 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

2 2 2 2

1 1 2 4 3
4 3
1 9

144

ABCGG a b c d a b c a b c

a b c d

−= + + + + + + − × + +

= + + +
    (重心球距离公式) 

( )

2 2 2
2

2 2 2 2

4 3 4 3 4 3
1 9

144

ABD
a bct a bct b act b act c abt abtGG

a b c d

+ + + + +     = − + − + −     
     

= + + +

      (2 点坐标距离公式) 
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( ) ( ) ( ) ( )

( )

12 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

2 2 2 2

1 1 2 4 3
4 3
1 9

144

ABDGG a b c d a b d a b d

a b c d

−= + + + + + + − × + +

= + + +
   (重心球距离公式) 

( )

2 2 2
2

2 2 2 2

4 3 4 3 4 3
1 9

144

ACD
a bct a bct b act act c abt c abtGG

a b c d

+ + + + +     = − + − + −     
     

= + + +

      (2 点坐标距离公式) 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

12 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

2 2 2 2

1 1 2 4 3
4 3
1 9

144

ACDGG a b c d a c d a c d

a b c d

−= + + + + + + − × + +

= + + +
   (重心球距离公式) 

( )

2 2 2
2

2 2 2 2

4 3 4 3 4 3
1 9

144

BCD
a bct bct b act b act c abt c abtGG

a b c d

+ + + + +     = − + − + −     
     

= + + +

      (2 点坐标距离公式) 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

12 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

2 2 2 2

1 1 2 4 3
4 3
1 9

144

BCDGG a b c d b c d b c d

a b c d

−= + + + + + + − × + +

= + + +
   (重心球距离公式) 

4. 小结 

通过上述验证，证明了 4 球正交存在勾股四态点、线、面、体 15 个重心及对映的重心球，这些重心

球间 105 个间距除了利用重心坐标计算外，更可以摆脱坐标，利用重心球距离公式直接计算。而且该公

式(1)中的维数乘积的倒数，揭示了 4 球正交即四维空间。而重心球半径平方公式(2)也可向更高维拓展。 
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