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Abstract 

This paper proves that if two nonconstant meromorphic functions f and g satisfy ( ) 1,
2

fΘ ∞ > , 

( ) 1,
2

gΘ ∞ > , there must exist a set S C⊂  with 6 elements, and if ( ) ( ), ,E S f E S g= , there is 

( ) ( ), ,T r f T r g . 
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摘  要 

本文证明了若两个非常数亚纯函数f和g满足 ( ) 1,
2

fΘ ∞ > ， ( ) 1,
2

gΘ ∞ > ，则一定存在含6个元素的集合

S C⊂ ，只要 ( ) ( ), ,E S f E S g= ，就有 ( ) ( ), ,T r f T r g 。 
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1. 引言及主要结果 

本文中的亚纯函数都是定义在复平面 C 上的，且文中的符号采用的是 Nevanlinna 值分布论中的基本

符号及结果，如： ( ),m r f ， ( ),N r f ， ( ),T r f ， ( ),S r f ，。 
若 ( )f z 为非常数亚纯函数，S 为一个非空集合。令 ( ) ( ){ }, 0

a S
E S f z f z a

∈
= − = ，这里 m 重零点在

( ),E S f 中重复 m 次，则称 ( ),E S f 为 f 下 S 的原象集合。 
若两个非常数亚纯函数 ( )f z 和 ( )g z 满足 ( ) ( ), ,E S f E S g= ，其中 S 为一个非空集合，则称 S 为 ( )f z

和 ( )g z 的 CM 分担值集。 
1968 年，F. Gross [1]研究了将公共值推广到公共值集的一个一般性的情况，如下所示： 
定理 A：设 ( )1,2,3jS j = 是三个元素不全相同的有限点集，且每一个点集都不包含另外两个点集的

并集。设 ( )1,2,3jT j = 为与相对应的点集 ( )1,2,3jS j = 具有相同元素个数的任一点集。令 { }4 4T S= = ∞ ，

若非常数亚纯函数 ( )f z 和 ( )g z 满足 ( ) ( ), ,j jE S f E T g=  ( )1,2,3,4j = ，则 ( )f z 和 ( )g z 代数相关。 
1976 年，F. Gross [2]提出了这样一个问题： 
问题 1：是否存在两个最好是一个有限集合 ( )1,2jS j = ，对任意的两个非常数亚纯函数 f 和 g，只要

( ) ( ), ,j jE S f E T g=  ( )1, 2j = ，就有 f g≡ ？ 
1993 年，仪洪勋[3]对上述问题的结论进行了弱化并得到了如下结论： 
定理 B：设 { }1, , , nS a b a bw a bw −= + + + ，其中 0b ≠ ， ( )exp 2w i n= π ， 8n > 。若复平面 C 中的两

个 非 常 数 亚 纯 函 数 ( )f z 和 ( )g z 满 足 ( ) ( ), ,E S f E S g= ， 则 ( ) ( )g a t f a− = − ， 其 中 1nt = 或

( )( )f a g a s− − ≡ ，其中 2n ns b= 。 
此定理详细证明过程可参见文献[4]。 
定理 B 中我们可以得知存在一个元素个数大于 8 的集合，当两个非常数亚纯函数 CM 分担这个集合

的时候，这两个亚纯函数互为分式线性变换。那么，是否存在一个元素个数小于 8 的集合，我们能得到

同样的结论。本文在加入一些限定条件后，给予了肯定的回答。定理如下： 
定理 1：设 n 为不小于 6 的整数，若非常数亚纯函数 ( )f z 和 ( )g z 以 { }1nS w w= = 为 CM 分担值集，

且 ( ), 1 2fΘ ∞ > ， ( ), 1 2gΘ ∞ > ，则 ( ) ( ), ,T r f T r g 。 ( ), ,r E r mesE∉ →∞ < +∞ 。 

2. 引理 

引理 1：若两个非常数亚纯函数 ( )f z 和 ( )g z 以 1 为 CM 分担值，则必有以下结论之一发生： 
(i) ( )g z 为 ( )f z 的分式线性变换； 

(ii) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 11 1 , , 2 , 2 , , ,o T r N r N r N r f N r g S r f S r g
f g

   
− ≤ + + + + +   

   
,               (1) 

其中 ( ) ( ) ( ){ }max , , ,T r T r f T r g= 。 ( ), ,r E r mesE∉ →∞ < +∞ 。 
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证明： 

令 

2 2
1 1

f f g gH
f f g g
′′ ′ ′′ ′   

= − − −   ′ ′− −   
,                               (2) 

若 0H ≡ ，则 

2 2
1 1

f f g g
f f g g
′′ ′ ′′ ′
− ≡ −
′ ′− −

,                                    (3) 

对上式左右两边分别积分两次得 ( )g z 为 ( )f z 的分式线性变换，结论(i)成立。 

若 0H ≡/ ，则由对数导数引理知： 

( ) ( ) ( ), , ,m r H S r f S r g= + ,                                   (4) 

而 H 的极点为单极点，且仅来自于 f，g 的极点处或 f ′， g ′的零点但非 ( )( )1 1f g− − 的零点处。兹用

0
1,N r
f

 
 ′ 

表示 f ′的零点但非 ( )1f f − 的零点者所成精简密指量， 0
1,N r
g

 
 ′ 

作类似表示。则有 

( ) ( ) ( ) ( ( ( ) ( )0 02 2
1 1 1 1, , , , , , , , ,N r H N r f N r g N r N r N r N r S r f S r g
f g f g

       
≤ + + + + + + +       ′ ′       

,      (5) 

于是 

( ) ( ) ( ) ( ( ( ) ( )0 02 2
1 1 1 1, , , , , , , , ,T r H N r f N r g N r N r N r N r S r f S r g
f g f g

       
≤ + + + + + + +       ′ ′       

,      (6) 

因 f 与 g 公共 1 值点处 H 取零值，于是 

) ) ( ) ( )

( ) ( ) ( (

( ) ( )

1 1

2 2

0 0

1 1 1, , , , 1
1 1

1 1, , , ,

1 1, , , , ,

N r N r N r T r H O
f g H

N r f N r g N r N r
f g

N r N r S r f S r g
f g

     = ≤ ≤ +     − −     
   

≤ + + +   
   

   
+ + + +   ′ ′   

                      (7) 

由 Nevanlinna 第二基本定理知： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )0 0

1 1 1, , , , , , ,
1

1 1 1, , , , , ,
1

T r f T r g N r f N r g N r N r N r
f g f

N r N r N r S r f S r g
g f g

     
+ ≤ + + + +     −     

     
+ − − + +     ′ ′−     

               (8) 

注意到 

)

( ) ( ) ( (

( ) ( )

1

2 2

0 0

1 1 1 1 1, , 2 , , ,
1 1 1 1 1

1 1 1, , , , ,
1

1 1, , , , ,

N r N r N r N r N r
f g f f f

N r N r f N r g N r N r
f f g

N r N r S r f S r g
f g

         
+ = ≤ +         − − − − −         

     
≤ + + + +     −     

   
+ + + +   ′ ′   

                 (9) 
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由(8)，(9)式有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 1 1, , , , 2 , 2 , , , ,

1
T r f T r g N r N r N r f N r g N r S r f S r g

f g f
     

+ ≤ + + + + + +     −     
,      (10) 

因为 

( ) ( )1, , 1
1

N r T r f O
f

 
≤ + − 

,                                  (11) 

( ) ( )1 1, , , 1
1 1

N r N r T r g O
f g

   
= ≤ +   − −   

,                             (12) 

再由(10)式得 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 11 1 , , 2 , 2 , , ,o T r N r N r N r f N r g S r f S r g
f g

   
− ≤ + + + + +   

   
,              (13) 

( ), ,r E r mesE∉ →∞ < +∞  

结论(ii)成立。 

3. 定理 1 的证明 

证明： 

令 

( ) 1,nP w w= −                                        (14) 

则 

( ) ( )1, 0 1,nP w nw P−′ = = −                                    (15) 

因此， ( )P w 无重零点。 

令 

, ,n nF f G g= =                                       (16) 

由于 f 和 g 以 S 为 CM 分担值集，故 F 和 G 以 1 为 CM 分担值。故 

( ) ( ) ( )1, , , ,T r f T r F S r F
n

= +                                  (17) 

( ) ( ) ( )1, , , ,T r g T r G S r G
n

= +                                  (18) 

兹对 F 和 G 应用引理知：(i)或(ii)成立。 

若(i)成立，则 G 为 F 的分式线性变换，因此 

( ) ( ) ( ), , , , ,T r F T r G r E r mesE∉ →∞ < +∞                           (19) 

再由(17)，(18)式有 

( ) ( ) ( ), , , , ,T r f T r g r E r mesE∉ →∞ < +∞                           (20) 

若(ii)成立，则由(16)，(17)式，已知条件及 Nevanlinna 第一基本定理得 

( ) ( ) ( ) ( )1, , , , ,
2

N r F N r f T r F S r F
n

= ≤ +                             (21) 
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( ) ( )2
1 1 2, 2 , , , ,N r N r T r F S r F
F f n

   = ≤ +  
   

                           (22) 

类似地，有 

( ) ( ) ( ) ( )1, , , , ,
2

N r G N r g T r G S r G
n

= ≤ +                             (23) 

( ) ( )2
1 1 2, 2 , , , ,N r N r T r G S r G
G g n

   = ≤ +  
   

                           (24) 

令 

( ) ( ) ( ){ }max , , ,T r T r F T r G= ,                                 (25) 

再由(21)，(22)，(23)，(24)式有 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 1 6, , 2 , 2 , 1N r N r N r F N r G o T r
F G n

     + + + ≤ +     
     

,                    (26) 

由已知条件知
6 1
n
≤ ，故 

( ) ( ) ( )( ) ( )2 2
1 1, , 2 , 2 , 1 1N r N r N r F N r G o T r
F G

   + + + ≤ +   
   

,                    (27) 

又由(1)式知 

( ) ( ) ( )( ) ( )2 2
1 1, , 2 , 2 , 1 1 ,N r N r N r F N r G o T r
F G

   + + + ≥ −   
   

                   (28) 

由(27)，(28)式得 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1 1o T r o T r− ≤ + ,                                 (29) 

因此 

( ) ( ) ( ), , , ,T r F T r G r E r mesE∉ →∞ < +∞ ,                           (30) 

再由(17)，(18)式有 

( ) ( ) ( ), , , ,T r f T r g r E r mesE∉ →∞ < +∞ ,                           (31) 

定理 1 得证。 
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