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Abstract 

In this paper, using the Littlewood-Paley decomposition and commutator estimates, we establish 
the local well-posedness for the quasi-geostrophic equation without viscosity in Besov-Herz spac-
es, which improves the results in [1] and [4]. 
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摘  要 

本文利用Littlewood-Paley分解和交换子估计，建立了无粘准地转方程在Besov-Herz空间上的局部适定

性，推广了[1]和[4]的结果。 
 

 

 

*通讯作者。 

http://www.hanspub.org/journal/pm
https://doi.org/10.12677/pm.2020.105065
https://doi.org/10.12677/pm.2020.105065
http://www.hanspub.org


徐艳霞，陈晓莉 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2020.105065 531 理论数学 

 

关键词 

局部适定性，Besov-Herz空间，准地转方程 

 
 

Copyright © 2020 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

本文研究带有非线性项的热方程 

( ) [ )

( ) ( )

2

2
0

, , 0, ,
div 0,

0, , ,

t u x t T
u

x x x

θ κ θ θ

θ θ

∂ − ∆ = − ⋅∇ ∈ ×


=
 = ∈





                        (1.1) 

即标准的准地转(quasi-geostrophic)方程，其中 0κ > 是粘性系数， ( ),t xθ 是关于 t 和 x 的实值函数。函数θ
表示位势温度，流速 u 与流函数Ψ和θ 的关系如下 

( ) ( )
2 1

1
2, , .x xu θ= −∂ Ψ ∂ Ψ −∆ Ψ = −                            (1.2) 

分数阶 Laplace ( ) α−−∆ 按 Fourier 定义为 ( ) ( ) ( )2 ˆf fαα ξ ξ ξ−∆ = ，这里 ( )f̂ ξ 表示 f 的 Fourier 变换。 

关于第 j 个分量的 Riesz 变换 j ，其 Fourier 变换 ( ) ( )ˆ , 1, ,j
j

i
f f j N

ξ
ξ ξ

ξ
= − =  ，其中 N 表示空间维数。 

因此利用 Riesz 变换的定义，可将(1.2)式改写成 

( ) ( ) ( )
2 1

1 1
2 2 2 1, , .x xu θ θ θ θ− − = ∂ −∆ ∂ −∆ = − 

 
   

除了本身有地球流体力学的相关背景外，二维准地转方程可以看成是三维 Navier-Stokes 方程在二维

空间的模型。Constantin，Majda 和 Tabak 在文献[1]首先研究了方程(1.1)的无粘情形。他们建立了方程(1.1)
在 Sobolev 空间中的局部适定性和爆破判别准则。此后，准地转方程在各种函数空间上的适定性和爆破

准则得以建立。例如 Wu [2]得到了准地转方程在 Morrey 空间中的适定性和爆破判别准则；Chae [3]在
Triebel-Lizorkin 中建立相似的结论；Wang 和 Jia [4]将文[1]中结果推广到 Besov 空间，Xu 和 Tan [5]进一

步将他们推广到 Besov-Morrey 空间。 
为了得到一类 Lipschitz 函数做 Fourier 变换后的像函数的 Bernsttein 型定理，Herz 在[6]中引入 Herz

空间 ( ),
N

p qKα


，它在调和分析的算子理论上有重要的作用。下面给出 Herz 空间和 Besov-Herz 空间的定

义。 
定义 1.1 [6] 对整数 , 1k k ≥ − ， kA 定义如下 

{ }1
1

10, , : 2 2 , 0,
2

N k k
kA B A x R x k−

−
 = = ∈ ≤ < ≥ 
 

 

其中 ( ) { }0 0, :NB x r x x x r= ∈ − <
。设1 , ,p q α≤ ≤ ∞ ∈。Herz 空间 ( ), ,

N
p q p qK Kα α= 

定义为 
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( )

( )

1

1
,

1

1

2 , ,
:

sup 2 , .

p
k

p
k

qqk q
L A

k
p q

k q
L A

k

f q
K

f q

α

α

α

≥−

≥−


  < ∞  = 


= ∞


∑
 

定义 1.2 [7] 假设1 , , , ,p q r sα≤ ≤ ∞ ∈。空间 ( ), ,
, , , ,
s s N

p q r p q rBK BKα α= 
定义为 

( ){ },
, ,

,
, , : ,s

p q r

s n
p q r BKBK f f α
α ′= ∈ < ∞  

其中 

,
,
, ,

,

1

1

1

2 ,
:

sup 2 , .

p q
s

p q r

p q

rrjsr
j K

jBK
js

j Kj

f r
f

f r

α
α

α

≥−

≥−


  ∆ < ∞ =  
 ∆ = ∞

∑ ,若

若

 

根据 Besov-Herz 空间的定义可知对任意 ( ) ( )0,
, , ,, s N s N

p r p rs R B BK ∞∈ ⊂ 
，这里 ( ),

s N
p rB 

就是标准的

Besov 空间。 
这一节的主要目的是在 Besov-Herz 空间建立无粘准地转方程(1.1)的局部适定性。下面给出当 0κ = 时

准地转方程的局部适定性结果。 

定理 1 假设
2 10,1 ,1 , , 1,0 2 1p r q s
p p

κ α
 

= ≤ < ∞ ≤ ≤ ∞ ≥ + ≤ < − 
 

。若 ,
0 , ,

s
p q rBKαθ ∈ ，则存在时间

( ),
, ,0 s

p q rBKT T αθ= 使得方程(1.1)有一个唯一的解 [ )( ),
, ,0, ; s

p q rC T BKαθ ∈ 。 

注 由于 ( ) ( )0
,

n p n
p pK L= 

，空间 ( ),
, ,
s N

p q rBKα


包含经典的 Besov 空间。因此定理改进了文[1]和[4]
中的局部适定性结论。 

2. 预备知识和相关引理 
首先给出 Fourier 变换和 Fourier 逆变换的定义。设 ( )Nf S ′∈ 

，其 Fourier 变换为 

( ) ( ) ( )ˆ e d .N
ixf f f x xξξ ξ − ⋅= = ∫



  

( )Nf S ′∈ 
，其 Fourier 逆变换为 

( ) ( ) ( ) ( )1 22 e d .N

N
ixf x f x fξ ξ ξ−− ⋅= = π ∫





  

下面回顾一下 Littlewood-Paley 分解。假设 ( )NSϕ ∈ 
满足 

( ) 3 80 1,supp :
4 3

Nϕ ϕ ξ ξ ≤ ≤ ⊂ ∈ ≤ ≤ 
 

 且当 0ξ ≠ 时 ( )2 1.j

j
ϕ ξ−

∈

=∑


 

记 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1
2 , , ,j

j j k j k
k j k j

ϕ ξ ϕ ξ ψ ξ ϕ ξ ψ ξ ϕ ξ−

≤ − ≤ −

= = =∑ ∑  

( ) ( ) ( ) ( )1 1
0, .h x x g x xϕ ψ− −= =   

下面给出几个频率局部化算子 

( ) ( ) ( )2 2 dNj j
j jf D f h y f x y yϕ∆ = = −∫  
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和 
( ) ( ) ( )

1
2 2 d .d

Nj j
j k j

k j
S f f D f g y f x y yψ

≤ −

= ∆ = = −∑ ∫


   

根据定义，可推得 
0, 2,j k f j k∆ ∆ = − ≥  若  

( )1 0, 5.j k kS f f j k−∆ ∆ = − ≥  若  

下面给出 Bony 仿积分解的定义 

( ), ,u vuv T v T u R u v= + +   

其中 

( )1
1

, , , .u j j j j j j
j j j j

T v S u v R u v u v v v′−
′∈ ∈ − ≤

= ∆ = ∆ ∆ ∆ = ∆∑ ∑ ∑
 

 

        

引理 2.1 设1 p≤ < ∞，则有 ( ) ( )0
,

p N N
pL K ∞⊂ 

。 
下面几个引理在定理的证明过程中起到关键的作用(见[8]、[9])。 

引理 2.2 [8] 设 11 , 1Np N
p p

α
 

< < ∞ − < < − 
 

。若 T 是在 ( )p NL 
上有界的次线性算子且对任意具有 

紧支集的函数 f 满足 

( )
( )

d , supp .n nR

f y
Tf x C y x f

x y
≤ ∈

−
∫  

则算子 T 一定在 Herz 空间 ( ),
N

p qKα


上有界。 
显然算子 T 包含 Hardy-Littlewood 极大函数 M 和 Riesz 变换 , 1, ,j j N=  。 

引理 2.3 [9] 设ϕ 是 N
 上可积函数，令 ( ) 1 , 0N

xxϕ ϕ  = > 
 

 


。假设ϕ 的严格递减的最小径向控制 

函数Ψ是可积的，即 
( ) ( ) ( )sup d .d

y x
x y x x Aϕ

≥
Ψ = Ψ = < ∞∫



且  

则对任意 ( ) ,1p Nf L p∈ ≤ ≤ ∞
，存在常数 0C > 使得 

( )( ) ( )( )
0

sup ,f x CM f xϕ
>

∗ ≤


 
其中 M 为 Hardy-Littlewood 极大函数。 

3. 主要引理的证明 

证明定理 1.1 之前，先给出几个重要引理的证明。 
引理 3.1 设1 ,1 , , 0p r q α≤ < ∞ ≤ ≤ ∞ ≥ 以及 f 是一螺线向量场. 则当 0s ≥ 时，有 

[ ] ( ) , ,
, , , ,,

2 , .s sk
p q r p q rp q r

ks
k BK BKK A

l

f g f g g fα αα ∞ ∞
∆ ⋅∇ ∇ + ∇              (3.1) 

证明 根据 Einstein 关于哑指标 [ ]1,i N∈ 求和的习惯以及 Bony 仿积分解可得 

[ ] [ ] ( )
( ) ( )( )

, ,

, ,

: ,
i k i i

k i k i i k i k i i

f k i g i k g i k i i

f g f g f g f g

T g T f T f R f g

I II III IV
∆ ∂ ∂

∆ ⋅∇ = ∆ ∂ = ∆ ∂ − ∆ ∂

  ′= ∆ ∂ + − ∆ −∆ ∂ 
= + + +
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其中 uT v′ 表示 ( ),uT v R u v+ 。结合支集条件，分部积分和散度条件 div 0f = ，可得 

[ ]

( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )

1
4

1 1
4

1
1 1

4

1
4

,

2 2 d

2 2 d   

2 2 2 d .

d

d

d

k i k i k
k k

Nk k
k i k i i k

k k

k N k
k i k i i k

k k

k Nk k
k k

k k

I S f g

S f x S f y h x y g y y

S f x S f y h x y g y y

C S f x y h x y g y y

′ ′−
′− ≤

′ ′ ′− −
′− ≤

+
′ ′ ′− −

′− ≤

′ ′− ∞
′− ≤

= ∆ ∂ ∆

= − − ∂ ∆

= − ∂ − ∆

≤ ∇ − ∇ − ∆

∑

∑ ∫

∑ ∫

∑ ∫







            (3.2) 

注意到 ( ) ( )dh x ∈  ，容易验证 ( )x h x∇ 满足引理 2.3 的条件，因此 

( )( )( )1
4

.k k
k k

I C S f M g x′ ′− ∞
′− ≤

≤ ∇ ∆ ⋅∑                            (3.3) 

在(3.3)式两边取 ,p qKα 范数并用引理 2.2 可得 

( )( )
, ,,4 4

,
p q p qp q

k kK KKk k k k
I C f M g C f gα αα′ ′∞ ∞

′ ′− ≤ − ≤

≤ ∇ ∆ ⋅ ≤ ∇ ∆∑ ∑            (3.4) 

在(3.4)式两边同时乘以 2ks ，然后取 ( )1rl k ≥ − 范数可得 

( )

( )
, ,

,

,

,
, ,

1 4
2 2 2

2

2

.

rp q p q
r

rp q

rp q

s
p q r

k k sks k s
kK Kl k k k l

k s
k K l

ks
k K l

BK

I f g

f g

f g

f g

α α

α

α

α

′− ′
′∞

≥− ′− ≤

′
′∞

∞

∞

∇ ∆

∇ ∆

∇ ∆

∇

∑







                 (3.5) 

下面估计 II 项。根据 II 的定义有 

( ) ( )2
2 2

.k i k k i k k
k k k k

II S g f x g f x′ ′ ′+ ∞
′ ′≥ − ≥ −

= ∂ ∆ ∆ ≤ ∇∆ ∆∑ ∑                 (3.6) 

当 0s > 时，利用离散形式的卷积不等式可得 

( )

( )

{ }

, ,

1 ,

,
, ,,

1 2

2

2 2 2

2 2

2 .

rp q p q r

rp q

s
r p q rp q

k k sks k s
kK Kl k k k l

ks k s
kk Kl l

ks
k BKK l

II g f

g f

f g g f

α α

α

αα

χ

′− ′
′∞

≥− ′≥ −

′−
′≥−∞

∞ ∞

∇ ∆

∇ ∆

∇ ∆ ∇

∑



 

              (3.7) 

对于 III 项， 

( )( )

( )

( )

,

,

,

,

,

1
4

1
4

1
4

4
.

p q

p q

p q

p q

p q

k k i k iK
k k K

k i k i
k k K

k kKk k

k K
k k

III S g f x

M S g f

M f S g

g f

α

α

α

α

α

′ ′−
′− ≤

′ ′−
′− ≤

′ ′− ∞
′− ≤

′∞
′− ≤

= ∆ ∂ ∆

∂ ∆

∆ ∇

∇ ∆

∑

∑

∑

∑









                      (3.8) 
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因此类似于(3.5)可得 

,
, , ,

.2 s
rp q p q r

ks
K BKl

III g fα α∞
∇                              (3.9) 

利用 div 0f = 和分部积分，可得 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )

( )( )

( )( )

3 3

3

3 3

3

3

2 2 d

2 2 d

2 2

2 2

2 ,

d

d

kd k
k k i i k k i i k

k k k k

kd k k
i k i i k

k k

k k
k k k k

k k k k

k k
k k

k k

k k
k

k k

IV f g h x y f y g y y

h x y f y g y y

M f g x M g x f

M g x f

f M g x

′ ′ ′ ′
′ ′≥ − ≥ −

+
′ ′

′≥ −

′ ′ ′ ′ ∞
′ ′≥ − ≥ −

′−
′ ′ ∞

′≥ −

′−
′∞

′≥ −

= ∆ ∆ ∂ ∆ = − ∆ ∂ ∆

= ∂ − ∆ ∂ ∆

∆ ∆ ∆ ∆

∆ ∇∆

∇ ∆

∑ ∑ ∫

∑ ∫

∑ ∑

∑

∑





 



 





 





        (3.10) 

利用离散形式的卷积不等式和引理 2.2，可得当 1 0s + > 时有 

( )

( )
( )( )

, ,

,

,

,
, ,

3

1 2

2 2 2

2 2 2 2

2

.

rp q p q r

rp q

k s

rp q

s
p q r

ks k k ks
kK Kl k k l

k k ks k s k s
k K l

k k s
k K l

BK

IV f M g

f M g

f g

f g

α α

α

α

α

′

′−
′∞

′≥ −

′ ′ ′− −
′∞

′− +
∞

∞

∇ ∆

∇ ∆

∇ ∆

∇

∑ 











                 (3.11) 

结合不等式(3.5)、(3.7)、(3.9)和(3.11)可得不等式(3.1)。 

引理 3.2 设1 ,1 , , 0p r q α≤ < ∞ ≤ ≤ ∞ ≥ 以及 f 是一螺线向量场。设 1ns
p

≥ + 且当 1ns
p

= + 时 1r = ，则 

存在常数 0C > 使得 

[ ] ( ) , ,
, , , ,,

2 , ,s sk
p q r p q rp q r

ks
k BK BKK A

l

f g f gα αα∆ ⋅∇                       (3.12) 

[ ] ( ) , ,
, , , ,,

2 , ,s sk
p q r p q rp q r

ks
k BK BKK A

l

f g f gα αα∆ ⋅∇                       (3.13) 

( ) [ ] ( ) , , 1
, , , ,,

12 , .s sk
p q r p q rp q r

k s
k BK BKK A

l

f g f gα αα −
− ∆ ⋅∇                     (3.14) 

当 r = ∞时，按通常的定义做相应的改动即可。 
证明 根据 Ein stein 关于哑指标 [ ]1,i N∈ 求和的习惯以及 Bony 仿积分解可得 

[ ] [ ] ( )
( ) ( )( )

, ,

, ,

: ,
i k i i

k i k i i k i k i i

f k i g i k g i k i i

f g f g f g f g

T g T f T f R f g

I II III IV
∆ ∂ ∂

∆ ⋅∇ = ∆ ∂ = ∆ ∂ − ∆ ∂

  ′= ∆ ∂ + − ∆ −∆ ∂ 
= + + +

 

类似引理 3.1 中的(3.3)可得 
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( )( )( )

( )( )( )

1
4

4 2
,

k k
k k

m k
k k m k

I S f M g x

f M g x

′ ′− ∞
′− ≤

′∞
′ ′− ≤ ≤ −

∇ ∆ ⋅

∇∆ ∆ ⋅

∑

∑ ∑




                       (3.15) 

取 ,p qKα 范数得 

( )
, ,

,

4 2

4 2
.

p q p q

p q

m kK Kk k m k

m k K
k k m k

I f M g

f g

α α

α

′∞
′ ′− ≤ ≤ −

′∞
′ ′− ≤ ≤ −

∇∆ ∆

∇∆ ∆

∑ ∑

∑ ∑




                     (3.16) 

对任意 ρ ，按照文献[7]引理 4.4 估计 ( )1 ,jR u v 的方法可得 

, ,
, , , , ,

2 .s
rp q p q r p q r

k
K BK BKl

I f gα α α ρ
ρ                            (3.17) 

当 r = ∞时，做相应的改动即可。特别地，在(3.17)中取 sρ = 和 1sρ = − 可得，对 I 可得 

, ,
, , , , ,

2 ,s s
rp q p q r p q r

ks
K BK BKl

I f gα α α                           (3.18) 

( )
, , 1

, , , , ,

12 .s s
rp q p q r p q r

k s
K BK BKl

I f gα α α −
−                           (3.19) 

利用(3.3)和(3.16)，按照文献[7]引理 4.4(ii)估计(4.27)式的方法可得 

( )
, 1 ,

, , , , ,

12 .s s
rp q p q r p q r

k s
K BK BKl

I f gα α α−
−                          (3.20) 

下面，对 II 利用(3.6)和文献[7]引理 4.4(ii)估计 ( )4,1 ,jR u v 的方法可得 

, ,
, , , , ,

2 ,s
rp q p q r p q r

ks
K BK BKl

II f gα α α ρ                          (3.21) 

( )
, , 1

, , , , ,

12 .s s
rp q p q r p q r

k s
K BK BKl

II f gα α α −
−                          (3.22) 

此外，类似(3.20)可得 

( )
, 1 ,

, , , , ,

12 .s s
rp q p q r p q r

k s
K BK BKl

II f gα α α−
−                          (3.23) 

按照(3.17)的方法，对 III，(3.12)~(3.14)右端的不等式也一样成立。对 IV，利用(3.10)可得 

( )( )

( )
, ,

,

, ,

,
, , ,

3

3

1

3

1

3

2

2

2 2

2 2 .

p q p q

p q

p q p q

s
p q p q

k
k kK Kk k

k
k kKk k

nk
pk k

k kK K
k k

nk s
pk k

kBK K
k k

IV M f g x

M f g

f g

f g

α α

α

α α

α α
∞

′ ′
′≥ −

′ ′ ∞′≥ −

 ′ + ′−  
′ ′

′≥ −

 ′ + − ′−  
′

′≥ −

∆ ∆

∆ ∆

∆ ∆

∆

∑

∑

∑

∑













                   (3.24) 

因此，利用(3.6)和文献[7]引理 4.4(ii)估计 ( )4,1 ,jR u v 的方法可得，对 IV，(3.12)~(3.13)右端的不等式也一样

成立。由于 ~k k′ ′∆ ∆ ，根据对称性对 IV，(3.14)右端的不等式也成立。 
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4. 定理 1.1 的证明 

在这一节，考虑方程 

( ) [ )

( ) ( )

2

2
0

0, , 0, ,
div 0,

0, , .

t u x t T
u

x x x

θ θ

θ θ

∂ + ⋅∇ = ∈ ×


=
 = ∈





                           (4.1) 

定理 1.1 的证明分成下面的五步。 
第一步 先验界估计。用算子 k∆ 作用在方程(4.1)的两边得 

[ ], .t ku uθ θ θ∂ ∆ + ⋅∇ = ∆ ⋅∇                                 (4.2) 

假设 ( )tX α 是下面的常微分方程的解 

( ) ( )( )
( )

0

, ,

.
t t t

t t

X u X t

X

α α

α α
=

∂ =


=
                                (4.3) 

则从(4.2)可得 

( )( ) [ ] ( )( )d , , , ,
d k t k tX t u X t
t

θ α θ α∆ = ∆ ⋅∇  

因此可推得 

( )( ) ( ) [ ] ( )( )0 0
, , , d .

t
k t k k tX t u X tθ α θ α θ α τ∆ ≤ ∆ + ∆ ⋅∇∫                 (4.4) 

在(4.4)式两边先取 ,p qKα 范数，再乘以 2ks 并取 rl 范数，则利用 Minkowski 不等式可得 

( )( )

[ ] ( )( )
.

,
, , .

0 0

2 ,

2 , , d .

rp q

s
p q r rp q

ks
t K l

t ks
k tBK K l

X t

u X t

α

α α

θ α

θ θ α τ

∆

≤ + ∆ ⋅∇∫
 

因为 div 0u = ，故 ( )tX α 是保体积的微分同胚。再结合引理 3.2，从上面的不等式可得 

[ ], ,
, , , , .

, ,,
, , , ,, ,

,,
, ,, ,

0 0

0 0

2
0 0

2 , d

d

d ,

s s
p q r p q r rp q

s ss
p q r p q rp q r

ss
p q rp q r

t ks
kBK BK K l

t

BK BKBK

t

BKBK

u

u

α α α

α αα

αα

θ θ θ τ

θ θ τ

θ θ τ

≤ + ∆ ⋅∇

≤ +

≤ +

∫

∫

∫

                     (4.5) 

这里用到了 
, ,,, , , ,, ,

.s ssp q r p q rp q rBK BKBK
u Cα ααθ θ⊥= ≤  

因此利用 Gronwall 不等式，存在 ( ),
, ,0 0 s

p q rBKT T αθ= ，当 [ )00,t T∈ 时有 

, ,
, , , ,0 .s s

p q r p q rBK BKα αθ θ                                    (4.6) 

第二步 逼近解和一致界估计。先构造问题(4.1)的逼近解，通过解方程组 
( ) ( ) ( ) ( ) [ )
( )

( ) ( ) ( )

1 1 2

1 2
2 0

0, , 0, ,

div 0,

0, ,

n n n
t

n

n
n

u x t T

u

x S x x

θ θ

θ θ

+ +

+
+

∂ + ⋅∇ = ∈ ×
 =


= ∈





                      (4.7) 
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来定义序列 ( ) ( ){ }
{ }0 0

,n n

N N
uθ

= 

，其中 ( ) ( )( ) ( )0 0, 0,0u θ = 。类似于(4.5)式的证明可得 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

,, , ,, ,, , , , , ,

, , ,, , , , , ,

1 1
0 0

1
0 0

d

d ,

ss s sp q rp q r p q r p q r

s s sp q r p q r p q r

tn n n
BKBK BK BK

t n n
BK BK BK

t uαα α α

α α α

θ θ θ τ

θ θ θ τ

+ +

+

+

+

∫

∫




                 (4.8) 

其中用到事实 

, ,
, , , ,2 0 0 .s s

p q r p q rn BK BKS u Rα αθ θ θ⊥+ =和  

利用 Gronwall 不等式可知存在 ( ),
, ,0 0 s

p q rBKT T αθ= 使得对任意 [ ]0, 0,n t T∈ ， 

( ) ( ) ,, , ,, ,
02 .ss p q rp q r

n
BKBK

t αα
θ θ  

第三步 存在性。现在将证明存在与 n 无关的时间 ( )1 0T T≤ 使得 ( ){ }nθ 是 [ ]( )1 , 1
1 , ,0, ;s s

T p q rX T BKα− −
  中的

柯西序列。为此令 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1, .n n n n n nu u uδθ θ θ δ+ + + += − = −  

则不难验证差分 ( ) ( )( )1 1,n nuδθ δ+ + 满足方程 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1

1
1 0

0,

0, .

n n n n n
t

n
n

u u

x x

δθ δθ δ θ

δθ θ

+ + +

+
+

∂ + ⋅∇ + ⋅∇ =


= ∆
                      (4.9) 

用 k∆ 作用在(4.9)的第一个方程可得 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1, .n n n n n n n

t k k k ku u uδθ δθ δθ δ θ+ + + ∂ ∆ + ⋅∇∆ = ∆ ⋅∇ − ∆ ⋅∇   

类似(4.5)可得 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

, 1, 1 , ,, , ,

, 1
, ,

1 1 1
1 0 0

0

2 , d

d .

ss p q rp q r rp q

s
p q r

tn k s n n
n kBKBK K l

t n n

BK

u

u

αα α

α

δθ θ δθ τ

δ θ τ

−−

−

+ − +
+

 ≤ ∆ + ∆ ⋅∇ 

+ ⋅∇

∫

∫
           (4.10) 

利用 1 0n θ+∆ 的 Fourier 支集，可得 
( )

, 1 ,
, , , ,

1
1 0 02 .s s

p q r p q r

n
n BK BKCα αθ θ−

− +
+∆ ≤  

利用文献[7]的引理 4.3 和(3.13)可得 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

, 1, 1 , , 1, ,, , , , , ,

, 1 ,
, , , ,

1 1

1 1 1
0 0

0

1 1
1 1 1

2 d

d

2 ,

ss s sp q rp q r p q r p q r

s s
p q r p q r

s s
T T

tn n n n
BKBK BK BK

t n n

BK BK

n n n

X X

C C u

C u

C C T C T u

αα α α

α α

δθ θ δθ τ

δ θ τ

δθ δ

−− −

−

− −

+ − + +

− + +

≤ +

+

≤ + +

∫

∫             (4.11) 

其 中 ( ),
, ,1 1 0 s

p q rBKC C αθ= 。 因 此 若 1
1
8

C T ≤ ， 则 利 用 T 的 小 性 以 及 ( )
1s

T

n

X
uδ

−
的 有 限 性 可 得

( ) ( )
1

1
12 2

s
T

n n

X
Cδθ

−

+ −≤ 。因此 ( ){ }
0

n

n N
θ

∈
是

1s
TX −

中的一个柯西序列。按照标准的讨论，当 1 0
1

1min ,
8

T T
C

 
≤  

 
时 ， 
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极限函数
1s

TXθ −∈ 是方程(4.1)以 0θ 为初值的解。此外，θ 还满足 

( ), ,
, , , ,1

0 .s s
T p q r p q rL BK BKCα αθ θ∞ ≤  

第四步 唯一性。假设 ( )1

,
, ,
s

T p q rC BKαθ ′∈ 是满足相同初值的另外一个解。令 , u u uδθ θ θ δ′ ′= − = − 。则

( ), uδθ δ 满足方程 

0,
0.

t u u
u

δθ δθ δ θ
δ

′∂ + ⋅∇ + ⋅∇ =
∇ ⋅ =

                           (4.13) 

按第一步的方法类似的可得当 T 充分小时 

1 12 ,s s
T TX XC Tδθ δθ− −≤  

这意味着 ( ), 0uδθ δ ≡ 即θ θ′ = 。 
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