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摘  要 

最大公因式是高等代数的重要内容之一。本文推广了关于最大公因式的一个命题。 
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Abstract 
The greatest common factor is an important part of advanced algebra. This paper generalizes a 
proposition of the greatest common factor. 
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1. 引言 

文[1]中有这样一个定理：若 , ,a b c 是三个整数，且 ( ), 1a c = ， ,b c 至少有一个不为零，则 ( ) ( ), ,ab c b c= 。

文[2]把这个定理作了推广。通过类比，本文对高等代数多项式理论中相应结果进行讨论。 

2. 主要结果及应用 

本文中讨论的多项式都是数域 P 上的多项式。在多项式理论中有这样的一个命题： 
命题 若 ( ) ( ) ( ), ,f x g x h x 是三个多项式，且 ( ) ( )( ), 1f x h x = ， ( ) ( ),g x h x 至少有一个不为零多项式，

则 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), ,f x g x h x g x h x= 。 
该命题的证明可参阅文[3]。 
引理[3] 设 ( ) ( ),f x g x 不全为零多项式，多项式 ( )h x 的首项系数为 1，则 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ), , .f x h x g x h x f x g x h x=                          (1) 

文[3]给出该引理的一个证明，下面再给出一个证明。 
证  易知 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ), | , , |f x g x h x f x h x f x g x h x g x h x ，故 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ), | , .f x g x h x f x h x g x h x  

另一方面，存在多项式 ( ) ( ),u x v x 使得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ), .u x f x v x g x f x g x+ =  

故 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), .f x g x h x u x f x h x v x g x h x= +  

于是 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ), | ,f x h x g x h x f x g x h x 。因此，(1)式成立。 
把以上这个命题进行推广，就可以得到如下几个定理。 
定理 1 设 ( ) ( ) ( ), ,f x g x h x 是三个多项式， ( ) ( ),f x h x 不全为零多项式， ( ) ( ),g x h x 也不全为零多项

式，且 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ), , , 1f x h x g x h x = ，则 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , , .f x g x h x f x h x g x h x=                        (2) 

证 因 ( ) ( ),f x h x 不全为零多项式， ( ) ( ),g x h x 也不全为零多项式，故 ( ) ( ) ( ),f x g x h x 不全为零多项

式，于是 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , ,f x g x h x f x h x 与 ( ) ( )( ),g x h x 都存在。下面首先证明 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ), , | , .f x h x g x h x f x g x h x                        (3) 

因 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ), | , , |f x h x f x g x f x h x h x ，故 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ), | ,f x h x f x g x h x 。同理， 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ), | ,g x h x f x g x h x 。又因 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ), , , 1f x h x g x h x = ，故(3)式成立。 
再证 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), | , , .f x g x h x f x h x g x h x                        (4) 

由引理得 
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ), , , , , ,f x h x g x h x f x g x h x h x g x h x=  

故要证(4)成立，只需证明 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ), | , , , .f x g x h x f x g x h x h x g x h x                  (5) 
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下面先证 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ), | , .f x g x h x f x g x h x                             (6) 

当 ( )f x 为零多项式时，结论显然正确。下面设 ( )f x 不为零多项式，a 为多项式 ( )f x 的首项系数， 

( ) ( )1
1f x f x
a

= 。因为 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ), | , , |f x g x h x f x g x f x g x h x f x h x ，所以由引理得 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 1, | , , , .f x g x h x f x g x f x h x f x ag x ah x f x g x h x= =  

于是，(6)式成立。又因 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ), | ,f x g x h x h x g x h x ，故(5)式成立。 
由(3)和(4)两式，即知(2)式成立。 
定理 2 设 ( ) ( ) ( ) ( )1 2, , , ,nf x f x f x g x� 是 1n + 个多项式， ( )if x 和 ( )g x 不全为零多项式， 1,2, ,i n= � ，

且 
( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ), , , 1, , 1, 2, , , ,i jf x g x f x g x i j n i j= = ≠� 但  

则 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2 1 2, , , , .n nf x f x f x g x f x g x f x g x f x g x=� �  

证 对 n 作数学归纳法证明。 
当 1n = 时，根据定理 1，结论正确。 
假设定理 2 的结论对 ( )1 2n n− ≥ 正确，下面由此可推出定理 2 的结论对 n 也正确。因为 ( )if x 和 ( )g x

不全为零多项式， 1,2, ,i n= � ，所以 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 ,nf x f x f x g x−� 不全为零多项式， ( ) ( ),nf x g x 不全为零

多项式。设 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )1 2 1 , , , .n nf x f x f x g x f x g x d x− =�  

若 ( )d x 的次数 ( )( ) 0d x∂ > ，则 ( )d x 存在不可约因式 ( )p x ，从而 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 1| , , | , .n np x f x f x f x g x p x f x g x−�  

于是， ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1| , |np x f x f x f x p x g x−� 。由 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1| np x f x f x f x−� 得， ( ) |p x 某个 ( )rf x

( )1 1r n≤ ≤ − 。从而 ( ) ( ) ( )( )| ,rp x f x g x ，故 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )| , , | ,r np x f x g x p x f x g x ，这与 
( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ), , , 1r nf x g x f x g x = 矛盾。故 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )1 2 1 , , , 1.n nf x f x f x g x f x g x− =�  

因上式成立，故由定理 1 及归纳假设得 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1 2 1 2 1

1 2

, , ,

, , , .
n n n

n

f x f x f x g x f x f x f x g x f x g x

f x g x f x g x f x g x
−=

=

� �

�
 

推论 1 设非零多项式 ( ) ( ) ( )1 2, , , nf x f x f x� 两两互素， ( )g x 为任意多项式，则 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2 1 2, , , , .n nf x f x f x g x f x g x f x g x f x g x=� �  

推论 2 设非零多项式 ( ) ( ) ( )1 2, , , nf x f x f x� 两两互素， ( )g x 为任意多项式，若 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2| , | , , | ,nf x g x f x g x f x g x�  

则 
( ) ( ) ( ) ( )1 2 | .nf x f x f x g x�  

https://doi.org/10.12677/pm.2020.109098


杨继明 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2020.109098 850 理论数学 
 

证 设多项式 ( )if x 的首项系数为 , 1, 2, ,ia i n= � 。因 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2| , | , , | ,nf x g x f x g x f x g x�  

故 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 2 2
1 2

1 1 1, , , , , ,n n
n

f x g x f x f x g x f x f x g x f x
a a a

= = =� 。 

又因 ( ) ( ) ( )1 2, , , nf x f x f x� 两两互素，故由推论 1 得 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2 1 2, , , ,n nf x f x f x g x f x g x f x g x f x g x=� �  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2
1 2 1 2

1 1 1 1 ,n n
n n

f x f x f x f x f x f x
a a a a a a

= ⋅ ⋅ ⋅ =� �
�

 

所以 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 |nf x f x f x g x� 。 
定理 3 设 ( ) ( ) ( )1 2, , , nf x f x f x� 及 ( ) ( ) ( )1 2, , , mg x g x g x� 是任意两组多项式，且 ( ) ( ),i jf x g x 至少有

一个不全为零多项式， 1,2, , ; 1, 2, ,i n j m= =� � 。若 
( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ), , , 1i j k lf x g x f x g x = ，, 1, 2, , ; , 1, 2, ,i k n j l m= =� � ，但有序数对 ( ),i j ≠有序数对 ( ),k l ，

这里规定当且仅当 i j= 且 k l= 时有序数对 ( ),i j =有序数对 ( ),m l ，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2 1 2
1 1

, , .
n m

n m i j
i j

f x f x f x g x g x g x f x g x
= =

=∏∏� �  

证 对 m 作数学归纳法。 
当 1m = 时，由定理 2 得定理 3 的结论正确。假设定理 3 的结论对 ( )1 2m m− ≥ 正确，我们将由此推

出定理 3 的结论对 m 也正确。因为 ( ) ( ),i jf x g x 至少有一个不为零多项式， 1,2, , ; 1, 2, ,i n j m= =� � ，故 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1,n mf x f x f x g x g x g x−� � 不全为零多项式， ( ) ( ) ( ) ( )1 2 ,n mf x f x f x g x� 不全为零多项式。

设 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )1 2 1 2 1 1 2, , , .n m n mf x f x f x g x g x g x f x f x f x g x d x− =� � �  

若多项式 ( )d x 的次数 ( )( ) 1d x∂ ≥ ，则 ( )d x 存在不可约因式 ( )p x 。从而 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 1 2 1| , ,n mp x f x f x f x g x g x g x−� �  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2| , .n mp x f x f x f x g x�  

于是， ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1| , | , |n m mp x f x f x f x p x g x g x g x p x g x−� � 。但 ( )p x 为不可约多项式，

故 ( ) |p x 某个 ( )( )1rf x r n≤ ≤ ， ( ) |p x 某个 ( )( )1 1sg x s m≤ ≤ − ，于是 ( ) ( ) ( )( )| ,r sp x f x g x ， 

( ) ( ) ( )( )| ,r mp x f x g x ，这与已知条件 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ), , , 1r s r mf x g x f x g x = 矛盾。故 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )1 2 1 2 1 1 2, , , 1n m n mf x f x f x g x g x g x f x f x f x g x− =� � � 。于是，由定理 1，定

理 2 及归纳假设得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

1 2 1 2

1 2 1 2 1 1 2

1

1 1 1

1 1

,

, ,

, ,

, .

n m

n m n m

n m n

i j i m
i j i

n m

i j
i j

f x f x f x g x g x g x

f x f x f x g x g x g x f x f x f x g x

f x g x f x g x

f x g x

−

−

= = =

= =

=

 
=  
 

=

∏∏ ∏

∏∏

� �

� � �
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推论 1 设 ( ) ( ) ( )1 2, , , nf x f x f x� 及 ( ) ( ) ( )1 2, , , mg x g x g x� 是任意两组多项式，若前一组多项式中任

一多项式与后一组多项式中任一多项式互素，则 ( ) ( ) ( )1 2 nf x f x f x� 与 ( ) ( ) ( )1 2 mg x g x g x� 互素。 
推论 2 设 ( ) ( ) ( )1 2, , , nf x f x f x� 及 ( ) ( ) ( )1 2, , , mg x g x g x� 是任意两组多项式，且多项式 

( ) ( ) ( )1 2, , , nf x f x f x� 两两互素，多项式 ( ) ( ) ( )1 2, , , mg x g x g x� 两两互素，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2 1 2
1 1

, , .
n m

n m i j
i j

f x f x f x g x g x g x f x g x
= =

=∏∏� �  

推论 3 设 ( ) ( ),f x g x 是任意两个非零多项式，其首项系数分别为 ,a b ， 

( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 2

k
kf x ap x p x p xαα α= � ，整数 0, 1,2, ,i i kα ≥ = � ， 

( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 2

k
kg x bp x p x p xββ β= � ，整数 0, 1,2, ,i i kβ ≥ = � ， 

其中 ( ) ( ) ( )1 2, , , kp x p x p x� 是互不相同的首项系数为 1 的不可约多项式，则 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 min ,min , min ,
1 2, .k k

kf x g x p x p x p xα βα β α β= �  

证 由推论 2 得， 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

1 2 1 2
1 2 1 2

min ,

1 1 1 1

, ,

, , .

k k

j i ii i i

k k

k k k k

i j i i i
k j i i

f x g x p x p x p x p x p x p x

p x p x p x p x p x

α βα α β β

β α βα α β

= = = =

=

= = =∏∏ ∏ ∏

� �
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