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摘  要 

在这篇文章中，我们研究了最小球B*的Kähler几何性质。主要探索了赋予Bergman度量的最小球B*和复

欧式空间 n
 的相关性问题。本文借助最小球B*的Bergman核函数的具体形式以及纳什代数函数的性质，

发现最小球B*和
n
 不存在共同的Kähler子流形，即B*和

n
 是Kähler不相关的。 
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Abstract 
In this article, we focus on the common Kähler submanifold problem of the minimal ball B* and the 
complex Euclidean space n

 . By using the specific form of the Bergman kernel function of B*, we 
find that there is no Kähler submanifold between B* and n

 . That is, B* and n
  are Kähler irre-

levant. 
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1. 引言 

众所周知，根据全纯截面曲率的符号，我们可将复空间分为三类，分别是复欧式空间 nC 、复射影空

间 nCP 和复双曲空间 nCH 。而研究 Kähler 流形是否可以全纯等距嵌入到以上三种复空间形式是复几何中

非常重要的课题。而对于这方面进行较为系统的研究的是 Calabi。在文献[1]中，Calabi 利用距离函数，

详细地给出了 Kähler 流形全纯等距嵌入到以上三种空间形式的判定准则。在这之后，有很多的数学家致

力于研究各类复流形的全纯等距嵌入问题。例如，在 2007 年，Scala-Loi [2]研究了 Hermitian 对称空间到

复空间形式的 Kähler 映射。相关的其他研究可参考程-Scala-袁[3]，Mossa [4]以及 Zedda [5]。 
而 Umehara [6]从不同的角度对非平凡 Kähler 子流形进行了思考。在文献[7]中，他证明了两个具有

不同曲率的复空间形式不存在具有共同诱导度量的 Kähler 子流形。受此启发，在 2010 年，Scala-Loi [8]
给出两个 Kähler 流形相关性的概念： 

定义 1.1 我们称两个 Kähler 流形是 Kähler 相关的，如果它们之间存在共同的 Kähler 子流形。否则，

就称为是 Kähler 不相关的。 
此外，他们还证明了一个赋予 Bergman 度量的有界域和一个具有 Fubini-Study 度量的射影 Kähler 流

形是不相关的。所以我们自然会想这样的问题：赋予 Bergman 度量的有界域和复欧式空间 n
 是否会存在

共同的子流形。 
最近，黄–袁[9]运用纳什代数函数证明了复欧式空间和一个非紧致的 Hermitian 对称空间之间不存

在共同的 Kähler 子流形。在这之后，程–牛[10]利用黄–袁的技巧，考虑了一类非齐次域上的 Kähler 流
形的相关性问题，并且证明了复欧式空间和一个赋予 Bergman 度量的 Cartan-Hartogs 区域是不相关的。

在 2017 年，Zedda [5]利用等距嵌入的方法给出了一个 Kähler 流形与任意射影 Kähler 流形都强不相关的

充分条件。在 2018 年，苏–唐–涂[11]利用对称双圆盘的 Bergman 核函数具体形式，发现复欧式空间和

具有典范度量的对称多圆盘也不存在共同的 Kähler 子流形。而从他们的文章当中我们发现，当区域的

Bergman 核函数满足一定特性时，我们是可以建立复欧式空间和该区域的相关性。 
因此在本篇文章中，我们主要考虑 ( )2n n ≥ 当中的一类凸的有界域 *B ，其具体的定义如下： 

{ }2
* : : 1nB z z z z= ∈ + ⋅ <  

这里 2

1

n

j
j

z z z
=

⋅ = ∑ 。 *B 是半径为
2

2
的球，在该区域上，我们可以赋予一个自然范数 

( )
2

* ,  
2

nz z z
N z z

+ ⋅
= ∈ . 

很显然，在该范数下 *B 可视为半径为
2

2
的球。事实上，这个范数 *N 是由 Hahn-PHug [12]引入的，并且

证明了 *N 是 n
 中的如下意义下最小范数： 

对于 n
 中任意范数 N，如果它满足： ( )

1
2

2

1
: ,

n
n

j
j

N x x x x
=

 
= = ∈ 

 
∑  ， ( ) , nN z z z≤ ∈ ，那么有
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( ) ( )* ,  nN z N z z≤ ∈ 。 

此外，他们还证明了最小球 *B 既不双全纯等价于单位球 { }: 1nB z z= ∈ < ，也不双全纯等价于多圆

盘 { }: 1n n
jD z z= ∈ < 。 

最小球 *B 这个区域得到了很多学者的关注，并且取得了很漂亮的结果。例如，Oeljeklaus-Pflug-Youssfi 
[13]发现：最小球 *B 是 n

 中的第一个既不是 Reinhardt 域、也不是齐次域的有界域。此外， *B 的自同构

群是紧致的，并且自同构群中含恒等映射的连通分支可表示为： 

( ) ( )0 1
* ,Aut B S SO n R= ⋅  

从上面的形式可知：当 3n ≥ 时，最小球 *B 不双全纯等价于任何的 Reinhardt 域。而且当 2n = 时，最

小球 *B 线性双全纯等价于 Reinhardt 三角形 ( ){ }2
1 2 1 2, :| | | | 1z z C z z∈ + < 。另外，在 1998 年，Pflug-Youssfi 

[14]发现可以用球 *B 来构造对陆启铿猜想的反例，这使得对最小球 *B 的研究更有意义。此后，Youssfi [15]
计算出了最小球 *B 的加权 Bergman 核函数。以往关于最小球 *B 的研究多是从分析的角度进行的，而几何

角度的研究较少，故本文希望通过几何的观点出发对最小球 *B 几何性质进行研究和探索。 
具体来说，本文主要研究了最小球 *B 和复欧式空间是否相关或是否存在共同的𝐾𝐾�̈�𝑎ℎ𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙子流形，并得

到如下结论： 
定理 1.2 设 D ⊂ 是连通开子集。假设 ( )1 2, , , : n

nF f f f D= →  ， ( )1 2 *, , , :nG g g g D B= → 是全

纯映射，并且使得 

*

* *
n BF Gω ω=


                                    (1) 

在 D 上成立，这里， nω


是 n
 的欧式度量，则 F 必须是常映射。 

由于 Bergman 核函数是全纯纳什代数函数，用同样的方法我们可以得到： 
推论 1.3 不存在一个 Kähler 流形 ( ), n

n ω


 能够同时全纯等距的嵌入到复欧式空间 ( ), n
n ω



 和最小

球 ( )**, BB ω 。也就是说，欧式空间和最小球 *B 是 Kähler 不相关的。 
通过类似方法，我们也可以得到如下结果： 
定理1.4 不存在一个Kähler流形 ( ), n

n
CP

CP ω 能够同时全纯等距的嵌入到复射影空间 ( ), n
n ω



 和最小

球 ( )**, BB ω 。也就是说，复射影空间和最小球 *B 之间是 Kähler 不相关的。 

2. 预备知识 

2.1. 全纯纳什代数函数 

为了证明主定理，我们先简单介绍一下纳什代数函数的基本概念及其性质。 
定义 2.5 我们称 kU ⊆  中的全纯函数 F 是全纯纳什代数函数，如果存在 X 上的并且系数是关于 z 的

多项式的非零全纯多项式 ( ),P z X ，使得在U 上有 ( )( ), 0P z F z ≡ 成立。 
因此，我们可以假定 ( ),P z X 是一个不可约多项式： 

( ) ( ) ( ) ( )1
1 0, d d

d dP z X a z X a z X a z−
−= + + +  

这里 ( ) ( ) 0,1, ,ia z i d=  是 z 的全纯多项式，并且无公因式。若 ( ) 0da z ≠ ，则 ( ),P z X 就被称为 ( )F z
的湮灭函数。 

2.2. 最小球 B*的 Bergman 核函数 

为了证明我们的定理，我们给出以下几个引理： 
引理 2.6 最小球 *B 的 Bergman 核函数有如下形式： 
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( ) ( ) ( )

( )( )
( )*

2
2 1 1 2 2

1
0

12
*

2 2
1,

1

n

j n j j
n

j
B n

C X Y nX n j X Y
K z w

n n V B X Y

 
  

+ − −
+

=
+

 − − − 
=

+ −

∑
 

这里 1 ,X z w= − ， ( )Y z z w w= ⋅ ⋅ ，并且 ( )*V B 表示 *B 的 Lebesgue 体积。 
特别地，当 2n = 时， *B 的 Bergman 核函数有如下形式： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )*

2

2 32

3 1 , 1 , 5 3 ,2,
1 ,

B

z w z w z z w w z w
K z w

z w z z w wπ
− + + ⋅ ⋅ −

=
− − ⋅ ⋅

. 

引理 2.7 设U 是 n
 中的连通开集， ( )1, , n Uξ ξ ξ= ∈ 。假设 ( ) ( )1 , , lH Hξ ξ 和 ( )H ξ 是U 上的全纯

纳什代数函数，使得 

( ) ( )( )
1

exp i
l

i
i

H H
µ

ξ ξ
=

=∏  

对任意实数 1, , lµ µ 成立，则 ( )H ξ 是U 中的常数。 
证明 该定理的证明请参照[9]。 

3. 主定理的证明 

本文运用反证法来完成主定理的证明。 
假设 : mF D → 不是常映射，不失一般性，设 D 是单连通的，并且 0 D∈ ， ( )0 0F = 。由(1)式得： 

( ) ( ) ( )( )*

2

1
log , 0,  

m

j B
j

f z K G z G z z D
=

 
∂∂ − = ∈ 

 
∑                        (2) 

由(2)可得： ( ) ( ) ( )( )*

2

1
log ,

m

j B
j

f z K G z G z
=

−∑ 是关于 ( )z D∈ ⊂  的调和函数，所以存在 D 上的全纯函数

( )zϕ ，使得 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
*

2

1
log ,

m

j B
j

f z K G z G z z zϕ ϕ
=

− = +∑                        (3) 

由 ( )0 0F = 可知： ( )( ) ( ) ( )( )*
2Re 0 log 0 , 0BK G Gϕ = − 。将(3)式中的一个 z 变为 w 得： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
*

1
log , ,  ,

m

j j B
j

f z f w K G z G w z w z w D Dϕ ϕ
=

− = + ∈ ×∑                (4) 

上式中，令 0w = ，则有 

( ) ( ) ( )( ) ( )
*

log , 0 0Bz K G z Gϕ ϕ= − −                             (5) 

根据引理 2.3 知，域 *B 上的 Bergman 核函数为： 

( ) ( ) ( )

( )( )
( )*

2
2 1 1 2 2

1
0

12
*

2 2
1,

1

n

j n j j
n

j
B n

C X Y nX n j X Y
K

n n V B X Y
ξ η

 
  

+ − −
+

=
+

 − − − 
=

+ −

∑
              (6) 

这里 ( )1 , ,  X Yξ η ξ ξ η η= − = ⋅ ⋅ 。 
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令 ( ) ( )
( )*

1

2

,
, :

,B
P

K
P

ξ η
ξ η

ξ η
= ， 

这里 ( ) ( )( ) ( ) ( )
2 12 1 1 2 2 2

1 1 2
0

, 2 2 ,  ,

n

nj n j j
n

j
P C X Y nX n j X Y P X Yξ η ξ η

 
   ++ − −

+
=

 = − − − = − ∑ 。 

则从(4)式可以看出： ( )1 ,P ξ η ， ( )2 ,P ξ η 都是 ,ξ η 的多项式，并且都是关于ξ 全纯，关于η反全纯的。 
注意到 ( ){ } 1

m
i i

f z
=
可以被写为 ( ) ( )1 , , ng z g z 的全纯有理函数。因为 ( )

*
,BK ⋅ ⋅ 是 * *B B× 上的实解析函数，

并且有 ( )
*

, 0BK ξ ξ ≠ 。故假设存在两个包含原点的邻域 1 2,U U ，使得： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
* 1 1 2, 0, , 0,  ,BK G z G w P G z G w z w U U≠ ≠ ∈ ×  

我们引入符号 ( )( )D F zα ，定义如下： 

( )( ) ( ) ( )1 , , ,  nD F z f w f w
w w

α α
α

α α α
 ∂ ∂

= ∀ ∈ ∂ ∂ 
                        (7) 

对于固定原点附近的 z ，对(4)式关于 w 求导再令 0w→ ，则有 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )*

*

1

1

10 , 0 0
, 0

n
B k

k kB

K g w
F z D F G z G

wK G z G
ϕ

η=

 ∂ ∂  ′⋅ = + ∂ ∂  
∑             (8) 

令 ( ) ( )( )
( ) ( )( )
( ) ( )( )*

1

2

,
,

,
B

H G z G w
K G z G w

H G z G w
= ，化简(8)式可得 

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
1 2

1 11

1 2

0 0
, 0 , 0

(0) 0
, 0 , 0

n n
k k

k kk k

g gH HG z G G z G
w w

F z D F
H G z G H G z G

η η ϕ= =

∂ ∂∂ ∂
∂ ∂∂ ∂ ′⋅ = − +

∑ ∑
         (9) 

注意到：上式右边是关于 ( ) ( )1 , , ng z g z 的全纯有理函数。同理，对于任意的正整数α 以及零点附

近的 z ，我们有： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )10 , , ,  1, 2,nF z D F Q g z g zα
α α⋅ = =                        (10) 

这里 ( ) ( )( )1 , , nQ g z g zα  是关于 ( ) ( )1 , , ng z g z 的全纯有理函数。 

定义 ( )( ){ }0 1
:

w
Span D F wα

α= ≥
=  是 n

 中的向量空间。 

前面我们假设 F 不是常映射，所以 不是零空间。设 中的一组基为 ( )( ){ }0 1

j
d

w j
D F wα

= =
。 

因为 ( )F w 在 D 中是反全纯的，并且 ( )0 0F = ，对零点附近的 w ，运用 Taylor 展开式，我们有 

( )
( )( )

1

0
!

D F
F w w

α
α

α α≥

= ∈∑   

这里 Dα 是由(6)式所定义的。对于零点附近的小邻域 0U ，我们有 ( )0F U ⊆  。 
另一方面，取向量空间 ⊥ 的一组基{ } 1

n d
j j

v
−

=
，则有： 

( ) 0,  1, ,jF z v j n d⋅ = = −  

结合(7)式，可以得到一个非退化的线性方程组： 
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( )

( )( )

( )( )

1

1

T

0

01 2

1

, , ,
0

0

d d

w

wn

n d

D F w Q

QD F wf f f
v

v

α
α

α α

=

=

−

 
  
  
  
  
 = 
  
  
       

 

 







                         (11) 

由 Gramer 法则可知： F 中的分量 jf 都可被{ }
1j

d

j
Qα

=
线性表出，即可将 jf 写为如下形式： 

{ }1 2, , , ,  1, 2, ,j nf Q g g g j n= =

   

这里 { }1 2 1
, , , n

n j
Q g g g

=


 是 1 2, , , ng g g 的全纯有理函数。从而，{ } 1

n
j j

f
=
是 1 2, , , ng g g 的全纯纳什代数函数。 

下面，我们分两种情形讨论。 
设 R 是 z D∈ 上的有理函数域。考虑域扩张： ( )1 2, , , nR R g g g=  ，也就是 D 上的亚纯函数的最小子

域，其中包含有理函数和 1 2, , , ng g g 。定义 ( )trdge R R ，表示域扩张 R R 的超越次数。最后，我们通过

分析超越次数来完成定理证明。 
首先：如果 ( ) 0trdge R R = ，即 1 2, , , ng g g 都是 z 的全纯纳什代数函数。结合上面的讨论，我们会得

到： jf 仍是 z 的全纯纳什代数函数。 
由引理 2.4 及 

( ) ( )

( ) ( ){ } ( ) ( )( )

( ) ( )( ){ } ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

*

*

* *

1
exp

exp ,

,
exp 0 0

, 0 0 ,

n

i i
i

B

B

B B

f z f w

z w K G z G w

K G z G w
K G z G K G G w

ϕ ϕ

ϕ ϕ

=

 
 
 

= +

= − +

∑

 

我们可知： F 是常映射。 
其次：如果 ( ) : 0trdge R R l= > ，即 1 2, , , ng g g 不全是 z 的全纯纳什代数函数。 
不失一般性，设存在 ( )1 2, , ,  lg g g l n≤ 是 R 子域的最大的代数子集，则 

( )( )1 2, , , 0ltrdge R R g g g =

  

因此，{ }1, ,l ng g+  中的元素都是 1 2, , , , lz g g g 的全纯纳什代数函数。也就是说，对{ } 1

n
i i l

g
= +

，存在包含零

点的小邻域V ，在 ( ){ }1 2, , , , l
lz g g g z V∈ ⊆ ×   的邻域V̂ 上能找到全纯纳什代数函数{ } 1

ˆ ( , ) n

i lg z X
= +

使得 

( ) ( )1 2ˆ , , , , ,  1, , ,i i lg z g z g g g i n z V= = ∀ ∈   

这里， ( )1, , lX X X=  。 
由上面的分析可知：存在V̂ 上的纳什代数函数 ( ){ }

1
ˆ ,

n

i i
f z X

=
使得 

( ) ( )1 2
ˆ , , , , ,  1, ,i i lf z f z g g g i n= =   

定义 ( ) ( ) ( )( )1ˆ ˆ, , , , ,l nG z X g z X g z X+=  。由(4)及(5)，我们可定义V̂ V× 上的一个函数： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

*

*

1

ˆ ˆ ˆ, , , log , , ,

ˆ                    log , , , 0 0

m

i i B
i

B

z X w f z X f w K X G z X G w

K X G z X G w

φ

ϕ ϕ
=

= −

+ + −

∑
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显然，在 V 上，有 ( )1, , , , 0lz g g wφ ≡ 。现在我们要证明 ( )1, , , , 0lz g g wφ ≡ 在V̂ V× 上成立。这里利用

苏–唐–涂[11]的方法是可以得到的，但为了叙述完整，我们还是写出详细证明。 

定义 ( ) ( ), , , ,z X w z X wφρ
ω
∂

=
∂

。我们只需证 ( ), , 0z X wρ ≡ 在 V̂ V× 上成立。 

如果 ( ), , 0z X wρ ≡ 不成立，则必存在 ( )0 V∈ 的一个小邻域 0V ，使得 ( ), , 0z X wρ ≠ 。 
对于固定的 0 0w V∈ ， ( )0, ,z X wρ 是 ( ),z X 的全纯多项式。假设它的湮灭函数如下： 

( ) ( ) ( )0, , , ,d
dP z X t a z X t a z X= + +  

这里，在V̂ 中， ( )0 , 0a z X ≠ ， ( ){ } 0
,

d
i i

a z X
=
是 ,z X 的全纯纳什代数函数。容易看出，在 V 上有 

( )1, , , , 0lz g g wρ =  

进而有，在 V 上， ( ), , 0z X wρ ≡ 。从而可得： 

( )( ) ( ) ( )1 1 0 1 0 1, , , , , , , , , , , ,0 , , , 0l l l lP z g g z g g w P z g g a z g gφ = = =    。 

于是我们可得到如下结论：{ }1, , lg g 是 R 上的代数。这与之前的假设是矛盾的。 
故对所有的 ( ) 0

ˆ, ,z X V w V∈ ∈ ，有 ( ), , 0z X wρ ≡ 。 
从而，对 ( ) ˆ, ,z X w V V∈ × ，我们考虑如下等式： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )* *
1

ˆ ˆ ˆ ˆ, log , , , log , , , 0 0
m

i i B B
i

f z X f w K X G z X G w K X G z X G wϕ ϕ
=

= − − +∑  

这里， ( ) ˆ, ,z X w V V∈ × 。 
特别地，对于固定的 ,z w ，上述等式的右边在V̂ V× 上不恒等于 0。 

如若不然，假设 ( ) ( )
1

ˆ ˆ, 0
n

i i
i

f z X f w
=

≡∑ ，令 w z= ，我们有： 

( ) ( ) ( )2
1

1 1

ˆ , , , 0
m m

i i l
i i

f z f z g g f z
= =

= ≡∑ ∑  。 

从上式可以看出： ( ){ } 1

m
i i

f z
=
是常映射。这与假设矛盾。 

接下来，我们考虑如下等式： 

( ) ( ) ( ) ( )( ){ } ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

*

* *
1

ˆ, , ,
ˆexp , exp 0 0

ˆ, , , 0 0 ,

n B

i i
i B B

K X G z X G w
f z X f w

K X G z X G K G G w
ϕ ϕ

=

  = − + 
 
∑  

注意到，对固定的 ,z w ， ( ) ( )
1

ˆ ,
n

i i
i

f z X f w
=
∑ 是 X 上的非常数全纯纳什代数函数，并且等式右 

边仍然是 X 的全纯纳什代数函数，这与引理 2.7 是矛盾的。因此，F 必须是常数。 
这就完成了定理的证明。 
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