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摘  要 

本文通过引入非对称度、拱度、偏度等概念，刻画平面曲线的局部性质，获得平面曲线局部性质的数值

化理论，并应用此数值化理论讨论平面微分系统极限环的求解问题，为极限环的研究，特别是希尔伯特

第16个问题有关极限环的存在个数问题的研究，提供一种新的研究思路与方法。 
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Abstract 
In this paper, we characterize the local properties of plane curves by introducing the geometric 
concepts of asymmetry, archness and skewness, and obtain the local numerical theory of plane 
curves. We discuss the solving process of limit cycles by numerization to local property of plane 
curve, which is the study of limit cycles. A new idea and method are given for study to limit cycles, 
especially the existence of limit cycles in Hilbert’s 16th problem. 
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1. 引言 

极限环最早是 H. Poincare 在他的论文《微分方程所定义的积分曲线》中提出[1] [2] [3] [4]。1901 年

瑞典数学家 I. Bendixson 以同样的题目发表了一篇论文[5]，完善了 Poincare-Bendixson 理论。同年，著名数

学家 D. Hilbert 在国际数学大会上提出了一系列的数学难题[6]，其中第 16 个问题的后半部分就是关于极限

环的存在数量问题。迄今一个多世纪过去了，D. Hilbert 第 16 个问题有关极限环的存在个数问题仍未解决。

为此我们在文[7]中提出平面曲线局部性质的数值化问题，并指出通过曲线性质的数值化可以求出平面微分

系统极限环的方程，从而解决极限环的存在性与存在个数问题。本文解决了文[7]中提出的第一个问题——

平面曲线局部性质的数值化，并对第二个问题——极限环的求解问题给出了若干解决方法。与文[7] 

一样，本文用 R 表示平面曲线的曲率半径， 1R 表示 R 对曲线弧长的一阶导数
d
d
R
s
， 2R 表示 R 对弧长的二

阶导数
2

2
d
d

R
s

。 

2. 基本定义 

我们先讨论平面曲线对称性的数值表示。 
设 L 是足够光滑的严格凸平面曲线，O 点是曲线 L 上一点，以过 O 点的切线为 x 轴，法线为 y 轴，

如图 1 建立直角坐标系。设曲线 L 的方程为： ( )y y x= 。 
 

 
Figure 1. Curve ( )y y x=  

图 1. 曲线 ( )y y x=  

 
过O点附近曲线 L上点 ( ),M x y 作 x 轴平行线与曲线 L交于另一点 ( )1 1 1,M x y 。显然有 ( ) ( )1y x y x= 。

由此确定 1x 是 x 的隐函数。对 ( ) ( )1y x y x= 两边求导数，得 ( ) ( )1 1y x x y x′ ′ ′= 令 0x → ，注意到 ( )0 0y′ = ，

有： 

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )1 0 0

1 1 1 1

10 lim lim
0x x

y x y x
x

y x y x x x→ →

′ ′′
′ = = =

′ ′′ ′ ′
, 
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由于当 x 减少时， 1x 是增加的，所以 1 0x′ ≤ ，因此 ( )1 0 1x′ = − 。 
继续对 ( ) ( )1 1y x x y x′ ′ ′= 两边关于 x 求导得 ( ) ( ) ( )2

1 1 1 1y x x y x x y x′′ ′ ′ ′′ ′′+ = 。于是 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

2
1 1

1 0
1

3
1 1 1 1 1

0
1 1

1

0 lim

2
lim

2 0
2 0

0

x

x

y x y x x
x

y x

y x y x x y x x x
y x x

y
x

y

→

→

′′ ′′ ′−
′′ =

′

′′′ ′′′ ′ ′′ ′ ′′− −
=

′′ ′

′′′
′′= − −

′′

 

即 ( ) ( )
( )1

2 0
0

3 0
y

x
y
′′′

′′ = −
′′

。 

继续对 ( ) ( ) ( )2
1 1 1 1y x x y x x y x′′ ′ ′ ′′ ′′+ = 两边关于 x 求导，有： 

( ) ( ) ( ) ( )3
1 1 1 1 1 1 13y x x y x x x y x x y x′′′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′′ ′′′+ + = . 

于是 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

3
1 1 1 1 1

1 0
1

(4) (4) 4 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0
1 1

2 2

12 2

-3
0 lim

6 3 3
lim

4 0 4 0
3 0

0 3 0

x

x

y x y x x y x x x
x

y x

y x y x x y x x x y x x y x x x
y x x

y y
x

y y

→

→

′′′ ′′′ ′ ′′ ′ ′′−
′′′ =

′

′ ′′′ ′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′ ′′′− − − −
=

′′ ′

′′′ ′′′
′′′= − + −

′′ ′′

 

因此 ( ) ( )
( )

2

1 2

2 0
0

3 0
y

x
y
′′′

′′′ = −
′′

。 

( )1x x 的这些导数，我们将会用到。为了叙述方便，我们将严格凸平面曲线两点间的弧称为拱。例如

图 1 曲线 L 上的点 M，M1之间的弧就是一个拱。拱的两个端点间的连线称为拱的弦，与弦平行的切线到

弦的距离称为拱的高。曲线 L 在 O 点关于 y 轴是否对称，显然是曲线在 O 点的一个重要的局部性质。曲 

线 L 在 O 点关于 y 轴是否对称，与点 M 到 y 轴的距离 x 与弦 1MM 长度的一半 1

2
x x−

的差 1

2
x x+

是否为零

有关，
( )

1

2
x x
y x
+

表示拱高为 ( )y x 时曲线 L 在 O 点的不对称程度，于是有： 

定义 1.1 
( )

( )
( )

( )
( )

11 1
20 0

0 01lim lim
2 2 ( ) 2 0 3 0x x

x yx x x
y x y x y y→ →

′′ ′′′′+ +
= = = −

′ ′′ ′′
称为曲线 L 在点 O 的非对称度。 

因为在 O 点
( )
( )

( )1
2

0 0,0
33 0

y R
y
′′′

− =
′′

，所以 

定义 1.2 
( )1 ,
3

R x y
称为曲线上点 ( ),x y 处的非对称度。 

这样平面曲线重要的局部性质——对称性就有数值表示：
( )1 ,
3

R x y
。除了对称性，曲线的凹凸度是

平面曲线另一个重要的局部性质。为了讨论这种性质，我们作曲线 L 在点 O 的密切圆： 

( ) 2 2
0 0f x R R x= − − 其中

( )0
1

0
R

y
=

′′
。 
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在区间 [ ]1,x x 上曲线 L 上拱 1MM 的弦长为 1x x− ，拱高为 ( )y x 。在区间 1 1,
2 2

x x x x− − −  
上曲线 L 的

密切圆上的拱弦长也是 1x x− ，但圆拱的高为 1

2
x xf − 

 
 

，两拱高的差为 ( ) 1

2
x xy x f − −  

 
，对此我们有： 

定义 1.3  

( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

1
4 4 2

2 20

3 0 0 9 0 5 02lim
36 0x

x xy x f y y y y
x y x y→

− −   ′′ ′′ ′′′− −  =
′′

（ ）

                   (1) 

称为曲线 L 在 O 点(相对于圆弧)的盈度。因为 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
4 4 2 2

1
22

3 0 0 9 0 5 0 0,01 0,0 0,0
12 336 0

y y y y R
R R

y
 ′′ ′′ ′′′− −

= − ′′   

（ ）

,               (2) 

所以称
( ) ( ) ( )

2
1

2
,1 , ,

12 3
R x y

R x y R x y
 

− 
  

为曲线 L 在 ( ),x y 点的盈度。盈度是平面曲线的另一重要局部性质

——凹凸性的数值表示。 
过点 ( ),x y 作斜率为： 

( )
2

1

1

3
3,

31

y
R y y yK x y

y
y

R

 −′ −   ′ ′′′ ′′− = =
′′′ −′+  

 

 

的直线 J： ( ),y y K x y
x x
−

=
−

，则直线 J 与曲线 L 在点 ( ),x y 的夹角
1

3arctan
R

α
 

= − 
 

。角α 正是文[7]中所说

的曲线 L 的密切角。因此我们称 ( ),K x y 为曲线 L 在点 ( ),x y 的密切斜率，密切角α 给出非对称度 1

3
R

的

一个新的几何意义。 

设点 ( )1 1,x y 是曲线 L 上另外一点，过点 ( )1 1,x y 作斜率为 ( )1 1,K x y 的直线 1J ： ( )1
1 1

1

,y y K x y
x x
−

=
−

。求

直线 J ， 1J 的交点 ( ),x y ，并令 ( )1 1,x y 沿曲线 L 趋于 ( ),x y 得： 

( )
( ) ( )

1
(4) 2 1

22 1 2

3 33lim
3 5 1 9 3

R R yK y y yX x x x x
K y y y y R RR

′−′ ′′ ′′′−
= = + = − = +

′ ′′ ′′′− ′+ + −
             (3) 

( ) ( )

( ) ( )
1

(4) 2 1
22 1 2

3 3 3 3
lim

3 5 1 9 3

y y y y R y RK yY y y K y y
K y y y y R RR

′′ ′ ′′′ ′′ ′− +′−
= = + = − = +

′ ′′ ′′′− ′+ + −
           (4) 

定义 1.4 由(3)，(4)两式确定的点 ( ),X Y 称为曲线 L 在点 ( ),x y 的密切中心，向量 ( ),x X y Y= − −r 称

为曲线 L 在点 ( ),x y 的密切向量， ( ) ( )
2

2 2 1
2
1 2

3 9
9 3

R R
r x X y Y

R RR
+

= = − + − =
+ −

r 称为曲线 L 在点 ( ),x y 的密

切半径。 
定义 1.4 中三个定义分别与文[7]的密切中心，密切向径，密切半径是等价的。 

定义 1.5 0 R
=



rr 称为曲线 L 在点 ( ),x y 的标准密切向量。点 ( ),x y 的标准密切向量在法线上的投影长
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度
sinr
R
α

称为曲线 L 在点 ( ),x y 的拱度。标准密切向量在切线上的投影长度
cosr
R
α
称为曲线 L 在点 ( ),x y

的拱偏度。 cosα 称为曲线 L 在点 ( ),x y 的偏度。对于抛物线在实际应用时取其焦点代替无穷远点作为密

切中心，计算抛物线的拱度
sinr
R
α

与拱偏度
cosr
R
α
。 

曲线的拱度是曲线局部性质——凹凸性的另一数值表示，相对盈度，拱度应用起来更方便。 

至此，平面曲线局部性质的数值化问题就解决了，曲线的对称性有三种数值表示：非对称度 1

3
R

，拱

偏度 cosr
R

α ，偏度 cosα ；曲线的凹凸性有两种数值表示：盈度
2

1
2

1
12 3

R RR
 

− 
 

，拱度 sinr
R

α 。 

因为曲线的拱度与偏度确定了除度量性质以外的曲线的基本性质，所以我们称 sin , cosr rG
R R

α α =  
 

为平面曲线上点 ( ),x y 处的基因。下面我们应用曲线局部性质的数值化，讨论平面微分系统极限环的求解

问题。 

3. 基本理论 

平面曲线的分类是平面曲线研究的一个基本问题。本节在文[7]的基础上继续讨论这一问题。首先我

们分析平面曲线的曲率半径 R ，密切角α ，密切半径 r 之间的关系。 
设 arctan yθ ′= 为曲线 L 在点 ( ),x y 处切线的倾角，点 ( ),x y 处的切线与密切向量

r 的夹角

1

3arctan
R

α
 

= − 
 

为曲线 L 在点 ( ),x y 处密切角，则 2
2
1

3d
d 9

RR
R

α
θ
=

+
。另外

2
1

2
1 2

3 9
9 3

R R
r

R RR
+

=
+ −

，
2
1

3sin
9R

α =
+

，

所以有 
d 1 sin
d

r Rα α
θ
− = .                                  (5) 

我们在文[7]中定义曲线的特征函数 
2

1
2 2

3 d3 1 1
9 dsin

RW RR α
θα

   = + − = −   
  

                          (6) 

当 L 为椭圆型曲线时， 0W > ，即
d 1
d
α
θ
< ，此时密切中心 ( ),X Y 在 L 的内部，所以

2
1

3sin
9R

α −
=

+
。

从(5)式有
d 1 sin
d

r Rα α
θ

 − = 
 

。 

当 L 为双曲型曲线时， 0W < ，即
d 1
d
α
θ
> ，此时密切中心 ( ),X Y 在 L 的外部，所以

2
1

3sin
9R

α =
+

。

根据(5)式也有
d 1 sin
d

r Rα α
θ

 − = 
 

。 

当 L 为抛物型曲线时， 0W = ，即
d 1
d
α
θ
= ，此时密切半径 r = ∞ ，

d 1 0
d
α
θ
− = ，

d 1
d

r α
θ

 − 
 

为不定式，

我们定义
d 1 sin
d

r Rα α
θ

 − = 
 

。因此在平面曲线上公式 

d 1 sin
d

r Rα α
θ

 − = 
 

                                 (7) 
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总是成立的，我们称公式(7)为平面曲线的基本方程，并称曲线上点 ( ),x y 处的
d
d
α
θ

为点 ( ),x y 的特征。

对于抛物线，比如 ( )2 2  0y px p= > ，如果以焦点 ,0
2
p 

 
 

代替无穷远点作为抛物线的密切中心，那么有

α θ= − ，
d 1
d
α
θ
= − ，于是

d 1 sin
d

r Rα α
θ

 − = 
 

也是成立的。根据(6)式，我们将文[7]的定理 1，2，3，4 综

合为： 

定理 2.1 平面曲线上点的特征
d
d
α
θ

将平面曲线分为三类： 

1) 若 d 1
d
α
θ
< ，则平面曲线为椭圆型曲线； 

2) 若 d 1
d
α
θ
= ，则平面曲线为抛物型曲线； 

3) 若 d 1
d
α
θ
> ，则平面曲线为双曲型曲线。 

除了通过曲线点的特征进行平面曲线的分类，我们还有平面曲线的另一类分类方法。设点 ( ),X Y 是

曲线 L 上点 ( ),x y 的密切中心，当点 ( ),x y 沿曲线 L 运动时，对应的密切中心 ( ),X Y 运动所产生的曲线记

为 L1，曲线 L1就是文[7]中所定义的曲线 L 的密切渐屈线。 
定义 2.1 曲线 L 上点 ( ),x y 与其密切中心 ( ),X Y 的对应 ( ) ( ): , ,x y X Yφ  称为聚焦映射。 
定义 2.2 设 L∆ 是曲线 L 上两点 ( ),x y ， ( ),x x y y+ ∆ + ∆ 之间弧长，密切渐屈线 L1上对应弧段的弧长 

为 1L∆ ，称
2 2 2

1
2 2 20 0

d 1lim lim
d 1L L

L X Y X KV
L xx y y∆ → ∆ →

∆ ∆ + ∆ +
= = =

∆ ′∆ + ∆ +
为曲线 L 在点 ( ),x y 聚焦的散度，其中

( )
( )

3 (4) 2 (5)

2(4) 2

40 45 9d
d 3 5

y y y y y y yX
x y y y

′′′ ′′′ ′′ ′′′ ′′− +
=

′′ ′′′−
。 

定义 2.3 若在曲线 L 点 ( ),x y 处， 0V = 则称点 ( ),x y 为曲线 L 的聚焦点；若在曲线 L 上 0V = ，则称

曲线 L 为有心曲线。此时曲线 L 唯一的密切中心 ( ),X Y 称为曲线 L 的中心。不是有心曲线的曲线称为无

心曲线。 
下面我们讨论有心曲线，设曲线 L 是有心曲线，则曲线 L 有唯一的密切中心 ( ),X Y 。 
1) 若 ( ),X Y 为有限点，则适当选取坐标系后，可使 0X Y= = ，从(3)，(4)两式可得有心曲线 L 的方

程： 

23y yy
x y

′′
′= −

′′′
.                                    (8) 

三阶微分方程(8)所有的解曲线，都是有心曲线，其中包括椭圆，双曲线。 

2) 若 ( ),X Y 为无穷远点，此时有 (4) 23 5 0y y y′′ ′′′− = ，当 0y′′ ≠ 时，可得：
3

5
y C
y
′′′

=
′′

 

三阶微分方程
3

5
y C
y
′′′

=
′′

的所有解曲线也有心曲线，其中包括抛物线。当 0y′′ = 时，特解直线 1y Cx C= +

也是有心曲线。 

4. 求解极限环的基本方法 

设 
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( ) ( )d d, ,  , ,
d d
x yp x y q x y
t t
= =                                (9) 

是足够光滑的平面微分系统，若系统(9)存在极限环，那么一定存在极限环相关的三个特殊性质： 
1) 极限环存在某种异于附近轨线的特殊性质； 
2) 极限环附近的轨线存在特殊结构，即极限环附近有特殊局部性质； 
3) 系统的轨线族存在特殊结构，即系统轨线族有特殊的整体性质。 

针对极限环有关的三种特殊性质，我们分别有对应的极限环的求解方法。 

4.1. 极限环的特殊性质 

一般来说，极限环上点的聚焦性与附近轨线上点的聚焦性是有差异的，因此有： 
定义 3.1 系统(9)的极限环 L 若是有心曲线，则称 L 为系统(9)的聚焦环。系统(9)中曲线 1R C=  (C 为

常数)上散度 V 的极小值点称为系统(9)的保角弱聚焦点。由保角弱聚焦点组成的极限环称为系统(9)的保

角弱聚焦环。 

定理 3.1 系统(9)的极限环 L 为聚焦环的充要条件是：在 L 上
d 0
d
X
x
≡ ，即 

( )3 (4) 2 (5)40 45 9 0y y y y y y y′′′ ′′′ ′′ ′′′ ′′− + =                           (10) 

其中
( )
( )

,
,

q x y
y

p x y
′ = 。 

从方程(10)可以求到系统(9)的所有聚焦环。 

定义 3.1 中的曲线 1R C= ，还可换成曲线
d
d

Cα
θ
= ，曲线 r C= ……，而得到系统(9)其他类型的弱聚

焦环。同聚焦环一样，弱聚焦环方程都是可以求到的。 
除了聚焦性，一般极限环相对于附近轨线还会有一些其他特殊性质，这里就不一一讨论了。 

4.2. 极限环的特殊局部性质 

在系统(9)的极限环附近充满了系统(9)的非闭轨线，这些非闭轨线越靠近极限环，就越近似于极限环，

因此我们给出相似映射的定义。 

系统(9)的等斜线在点 ( ),x y 的斜率为 ( )0 , x x

y y

pq qpK x y
pq qp

−
=

−
，设 ( ),x y ，( )1 1,x y 是系统(9)同一轨线上 L

上相邻两点，过点 ( ),x y 的等斜线的切线为 ( )0 ,y y K x y
x x
−

=
−

，过点 ( )1 1,x y 的等斜线的切线为

( )1
0 1 1

1

,y y K x y
x x
−

=
−

，求得两条等斜线的切线交点 ( ),x y ，并令 ( )1 1,x y 沿曲线 L 趋于 ( ),x y 得： 

0

0

lim K yu x x
K

′−
= = +

′
                                (11) 

0
0

0

lim K yv y y K
K

′−
= = +

′
                               (12) 

其中 0 0 0x yK K y K′ ′= + 。 
定义 3.2 由(11)，(12)两式确定得点 ( ),u v 为系统(9)在点 ( ),x y 的几何相似中心。 

( ),x y ( )1 1,x y 是系统(9)同一轨线上 L 上相邻两点，过点 ( ),x y 的几何相似中心 ( ),u v 作斜率为 
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( )
( )

,
,

q x y
y

p x y
′ = 的直线

v y
u

η
ξ
− ′=
−

，过点 ( )1 1,x y 的几何相似中心 ( )1 1,u v 作斜率为
( )
( )

1 1
1

1 1

,
,

q x y
y

p x y
′ = 的直线 

1
1

1

v y
u

η
ξ
− ′=
−

，求得两条直线的交点 ( ),ξ η ，并令 ( )1 1,x y 沿曲线 L 趋于 ( ),x y 得： 

( )0
d
dlim

uy K
xu

y
ξ ξ

′ −
= = +

′′
                             (13) 

( )0
d
dlim

uy K
xv y

y
η η

′−
′= = +

′′
                            (14) 

其中 x yy y y y′′ ′ ′ ′= + ，
( ) ( )0 0 0 0

0 0 02
0

d 1 ,  
d x y

K y K K K yu K K y K
x K

′ ′′ ′ ′′ ′− − −
′′ ′ ′ ′= + = +

′
。 

定义 3.3 曲线 L 上点 ( ),x y 到由(13)，(14)确定的点 ( ),ξ η 的对应 ( ) ( )0 : , ,x yφ ξ η 称为几何相似映射。 

设 ( )0 Lφ 为系统(9)的轨线 L 的几何相似映射像，轨线 L 在点 ( ),x y 处的斜率为
( )
( )

,
,

q x y
y

p x y
′ = ，轨线 L

几何相似映射像 ( )0 Lφ 在点 ( ),x y 的对应点 ( ),ξ η 处斜率为
( )
( )

,d
d ,

q x y
y

p x y
η
ξ

′= = ，即在曲线 L 与 ( )0 Lφ 的对应

点处斜率是相等的。 
设 L∆ 是轨线 L 上相邻两点 ( ),x y ， ( ),x x y y+ ∆ + ∆ 间的弧长，对应的几何相似像的弧长记 ( )0 Lφ∆ 。 

定义 3.4 ( ) 2 2
0

2 20 0

dlim lim
dL L

L
L xx y

ϕ ξ η ξ
∆ → ∆ →

∆ ∆ + ∆
= =

∆ ∆ + ∆
称为系统(9)在点 ( ),x y 处的几何相似比。 

定义 3.5 若系统(9)的极限环 L 上
d
d

C
x
ξ
=  (C 为常数)，即

2

2
d 0
dx
ξ
= ，则称极限环 L 为系统(9)的几何相

似环. 
例 1 系统 

( ) ( )2 2 2 2d d1 ,  1 ,
d d
x yy x x y x y x y
t t
= − + + − = + + −                     (15) 

有极限环 2 2 1 0x y+ − =  [8]。 

系统(15)等斜线斜率 ( )0
2,
2

y x xFK x y
x y yF
+ +

=
− −

，其中 2 2 1F x y= + − 。根据(11)，(12)式，得到极限环

2 2 1 0F x y= + − = 上点 ( ),x y 的相似中心 ( ),u v 的
4 2

5
x yu +

= ，
4 2

5
y xv −

= ，根据(13)式，得
4
5

xξ = ，
d 4
d 5x
ξ
= 。

所以极限环 2 2 1 0x y+ − = 是系统的几何相似环，在极限环 2 2 1 0x y+ − = 附近系统 ( 1 5 )的轨线近 

似一族沿等斜线排列得几何相似曲线。在极限环附近，轨线如此有规律的排列，这类微分系统是比较少

见的。几何相似极限环是平面微分系统中非常强的一类环。 

如果将等斜线斜率 ( )0 ,K x y 换成曲线 1R C= 的斜率 ( ) 1
1

1

, x

y

RK x y
R
−

= ，或换成曲线
d
d

Cα
θ
= 的斜率

( )2
d d,
d dx y

K x y α α
θ θ

   = −   
   

……，我们还可以定义平面微分系统的保角相似环，同类相似环……这些类 

极限环相对于几何相似环来说会常见一些。限于篇幅，对于微分系统的特殊整体性质的极限环求解方法，

我们另文讨论。 
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