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摘  要 

本文利用 pA 权函数类的一些性质和调和分析中处理奇异积分及其交换子的若干方法，得到了带粗糙核的

奇异积分算子TΩ 及其交换子 bTΩ 在一类新型加权广义Morrey空间 ( )pM ,θ ω 上的有界性。 
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Abstract 
In this paper, by using some properties of the pA  weight function class and the methods to solve 
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with the singular integral and its commutator in harmonic analysis, we get the boundedness of the 
singular integral operator TΩ  its commutator bTΩ  with a rough kernel on a class of new weighted 

generalized Morrey space ( )pM ,θ ω . 
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1. 引言及主要结论 

经典的奇异积分算子 T 在调和分析领域扮演着重要的角色，其定义为 

( )( ) ( ) ( ). . dnR
T f x p v K x y f y yΩ = −∫ . 

这里核函数 ( )K x 满足一定的尺寸条件和光滑性条件，具体内容可以参见文献[1]。 
假设 b 是一个非负局部可积函数，则奇异积分算子交换子定义如下 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )bT f x b x T f x T bf x= − . 

奇异积分算子及其交换子在函数空间中的有界性得到了数学工作者的极大重视，读者可以参见[2] [3]等文

献。 
与此同时，积分算子的加权理论也得到了极大的发展。上世纪七十年代，Muckenhoup 在文献[4]中研

究 Hardy-Littlewood 极大函数的加权 pL 有界性时引入了著名的 pA 权理论。 
设 ( )xω 是 nR 中大于 0 的非负局部可积函数， ( )0 ,B B x r= 表示以 0x 为中心，r 为半径的球体。当

1 p< < ∞时，若 ( )xω 满足以下不等式 

( ) ( )
1

1
1

1 1d d
p

p
B B

x x x x C
B B

ω ω
−

−
−

  
≤    

  
∫ ∫ ， 

则记 pAω∈ 。 
当 1p = 时，若 ( )xω 满足以下不等式 

( ) ( )1 d essinf
B x B

x x C x
B

ω ω
∈

≤∫ ， 

则记 ( ) 1x Aω ∈ 。 
其中，C 是一个与 B、 ( )xω 无关的正常数。当 p = ∞时，我们定义

1
p

p
A A∞

≤ <∞

=


。根据文献[4]，我

们有 ( )1p qA A A p q∞⊂ ⊂ ≤ ≤ < ∞ 。 

积分算子的加权模不等式引起了数学工作者的极大重视也得到了很多重要的研究成果，读者可以参

见文献[5] [6]等。 
经典的 Morrey 空间是由 Morrey [7]在研究二阶椭圆型偏微分方程解的局部性质时所引进的，其定义为 
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( )( ),

1
, ,

,
, 0

1: : sup dp
n

pp p
L B x t

x

p

R t
L f L f f y y

t
λ

λ λ
λ

∈ >

   = ∈ = < ∞  
   

∫ ， 

其中 0 nλ< < ，1 p≤ < ∞， ( ),B x t 为 nR 中任意一个以 x 为中心，t 为半径的球体。 
Morrey 空间在调和分析以及 PDE 领域有着重要的应用，数学工作者也对此类空间做了深入的研究并

且得到了一些较有意义的结论，举例如下。 
在文献[8]中，Mizuhara 定义了广义 Morrey 空间，其定义为 

( ) ( ) ( ),
, ,

1
1: : sup dP

pp
L BB

p

pL f L f f x x
Bθ

θ θ
ω θ

   = ∈ = < ∞   
   

∫ ， 

其中1 p≤ < ∞，θ 满足一类二倍条件，具体可以参见文献[8]。Mizuhara 证明了奇异积分算子、极大算子

等这些经典算子在此空间上的有界性，并且这些结果推广了积分算子在经典 Morrey 空间中的有界性。 
在文献[9]中，Komori 和 Shirai 定义了加权 Morry 空间，定义如下 

( )
( )

( ) ( ),

1

, , 1: : sup dp k
pp k p k

kL

p

BB
L w f L f f y y y

B
ω

ω

    = ∈ = < ∞     
∫ ， 

其中 0 1k< < ，1 p≤ < ∞， nB R⊂ 且ω 为定义在 nR 上的非负局部可积函数。 
其次，Komori 和 Shirai 在文献[9]中证明了奇异积分算子及其交换子在空间 ( ),p kL w 中的有界性，他

们的结果可以看作是积分算子在经典 Morrey 空间中有界性的推广。 
在文献[10]中，Wang 定义了一类新型的加权广义 Morrey 空间，在给出此类空间定义之前，我们先

介绍如下定义。 

设 0 1k≤ < ， ( )θ ⋅ 是定义在 ( )0,∞ 上的非负增函数并且满足以下一类 kD 条件： 

( ) ( )
( )

( ), 0k kC
θ ξ θ ξ

ξ ξ
ξ ξ

′
′≤ < < < +∞

′
， 

其中 C 是一个不依赖于 ,ξ ξ ′的常数。 
接下来介绍新型加权广义 Morrey 空间。 

定义 1 [10]设1 p≤ < ∞，θ 满足 KD 条件 ( )0 1k≤ < ，新型加权广义 Morrey 空间 ( ),pM θ ω 定义为 

( ) ( ) ( ){ },
, : p

p p
loc MM f L f θ

θ
ω

ω ω= ∈ < ∞ ， 

其中 

( ) ( )( ) ( ) ( ),

1
1sup dP

p

M BB

p

f f x x x C
B

θ ω
ω

θ ω

 
= ≤ < ∞  

 
∫ . 

显然加权 pL 空间、加权 Morrey 空间及广义 Morrey 空间是 ( ),pM θ ω 的特例，如下： 
1) 当 ( ) 1xθ = 时， ( ),pM θ ω 为加权 pL 空间。 
2) 当 ( ) kx xθ = 时， ( ),pM θ ω 为加权 Morrey 空间。 
3) 当 ( ) 1xω = 时， ( ),pM θ ω 为广义 Morrey 空间。 
因此研究积分算子在 ( ),pM θ ω 的有界性就显得尤为有意义。Wang 在文献[10]中证明了奇异积分算子

及其交换子在 ( ),pM θ ω 中的有界性，他的结论推广了文献[8] [9]中的若干结果。 
如前所述，经典奇异积分算子 T 对核函数有光滑性的要求，因此降低核函数的光滑性也引起了数学
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工作者的极大兴趣。接下来介绍带有粗糙核的奇异积分算子。 

对任意的 0λ ≠ ，若函数 ( )xΩ 满足 ( ) ( )x xλΩ = Ω ，则称 ( )xΩ 为零次齐次函数。假设 1nS − 为 nR 上的

单位球面，f 是 nR 上非负局部可积函数，当 ( )( )1 1s nL S s−Ω∈ < < ∞ 时，具有粗糙核的奇异积分算子TΩ 定

义如下： 

( )( ) ( ) ( ). . dn nR

x y
T f x p v f y y

x y
Ω

Ω −
=

−
∫ . 

有界平均震荡函数空间 BMO ，最初是由 John 与 Nirenberg [11]研究方程问题时所引入的，其定义为 

( ){ }1 :n
loc BMOBMO b L R b= ∈ < ∞ ， 

其中 

( )1sup dBBMO BB
b b x b x

B
 

= − < ∞  
 

∫ . 

且 B 为球体 B 上的 Lebesgue 测度， ( )1 dB B
b b y y

B
= ∫ 表示函数 b 在球体 B 上的平均值。 

则由 BMO 函数以及算子TΩ 生成的具有粗糙核的奇异积分算子交换子定义为 
( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )bT f x b x T f x T bf xΩ Ω Ω= − . 

如前所述，当 T 为经典奇异积分算子时，核函数需要满足一定的光滑性条件，但是当 ( )1s nL S −Ω∈

( )1 s< < ∞ 时，算子TΩ 核函数的光滑性大大降低。因此研究算子TΩ 和
bTΩ 在函数空间中的有界性就显得尤

为有意义。 
在文献[12]中，作者研究了具有粗糙核的奇异积分算子及其交换子在加权中心 Morrey 空间中的有界

性，在文献[13]中，作者研究了算子TΩ 和
bTΩ 在加权 Morrey 空间中的有界性，这些结论都可以在某种程

度上看做是经典奇异积分算子在这些函数空间中有界性的推广。 
在文献[10]中，作者定义了一类新型加权 Morrey 空间 ( ),pM θ ω 并研究了算子 T 以及 bT 在 ( ),pM θ ω 中

的有界性。受以上论文的启发，降低核函数的光滑性，继续研究积分算子及其交换子在 ( ),pM θ ω 中的有

界性就显得尤为有意义。因此，本文将研究算子TΩ 和
bTΩ 在 ( ),pM θ ω 中的有界性。 

本文的主要结果如下： 
定理 1 设TΩ 是带粗糙核 ( )x′Ω 的奇异积分算子且 ( )x′Ω 属于 ( )( )1 1s nL S s− < < ∞ ， 
( ) ( )p

s

x A p sω
′

′∈ > ，则存在一个不依赖于 f 的正常数 C，有 

( ) ( ) ( ),, PP MM
T f C f θθ ωωΩ ≤ ， 

其中1 p< < ∞，θ 满足 kD 条件。 
定理 2 设 bTΩ 是带粗糙核 ( )x′Ω 的奇异积分算子的交换子， ( )x′Ω 属于 ( )( )1 1s nL S s− < < ∞ ， 

( ) ( )p
s

x A p sω
′

′∈ > 以及 ( )nb BMO R∈ ，则存在一个不依赖于 f 的正常数 C，有 

( )
( ) ( ),, PP

b
MM

T f C f θθ ωωΩ ≤ ， 

1 p< < ∞，θ 满足 kD 条件。 
注记 3 显然，定理 1 和 2 推广了文献[13]的相关结果并且在某些意义上也可以看作是文献[8] [9] [10]

中相关结果的改进。 
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2. 预备知识 

引理 1 [2]设 pAω∈ ，1 p≤ < ∞，对任意球体 B， ( )xω 满足 2 倍条件，既存在一个常数 0C > ，使得 

( ) ( )2B C Bω ω≤ . 

设 ( )x Aω ∞∈ ，对任意球体 B 和球体 B 的可测子集 E，存在一个不依赖于 B、E 的常数 0δ > ，有 

( )
( )

EE
C

B B

δ
ω
ω

 
≤   

 
. 

引理 2 [14] [15]对于任意 b BMO∈ ，有如下结论： 
1) 对于在 nR 中的任意球体 B，以及 j Z +∈ ，有 

( )12
1j B BMOB

b b C j b+ − ≤ + . 

2) 设 ( ) px Aω ∈ ，以及1 p< < ∞，对任意 nB R⊂ ，有
 

( ) ( )( ) ( )
1 1d

p
B

p
B

p

MOB
b x b x x b Bω ω− ≤∫ . 

引理 3 [16]设 1nS − 为 nR 上的单位球面， ( )xΩ 为零次齐次函数且 ( )( )1 1s nL S s−Ω∈ < < ∞ ， 
( ) ( )p rx A r pω ′ ′∈ ≤ < ∞ ，则TΩ 在

pLω 上有界。 

3. 主要结果的证明 

定理 1 证明：设 ( ),pf M θ ω∈ 且1 p< < ∞， ( ) ( )p
s

x A p sω
′

′∈ > ， ( )x′Ω 属于 ( )( )1 1s nL S s− < < ∞ ，任取 

球体 ( )0 , nB B x r R= ⊂ ，其中 ( )0 ,B x r 表示以 0x 为中心，r 为半径的球体，将 f 分解成 1 2f f f= + ，其中

1 2Bf f χ= ，
( )2 2 cB

f f χ= ， 2Bχ 表示球体 2B 的特征函数，则我们可得到如下分解： 

( )( )
( )( ) ( )( )

( )( )
( )( ) ( )( )

( )( )
( )( ) ( )( )

1

1

1 1

1 11 2

1 2

1 d

1 1d d

.

p

B

p p

B

p

p B

p

p

p

p

T f x x x
B

T f x x x T f x x x
B B

I I

ω
θ ω

ω ω
θ ω θ ω

Ω

Ω Ω≤ +

= +

∫

∫ ∫  

对 1I 而言，利用引理 1、引理 3 及 kD 条件可得 

( )( )
( ) ( )( )

( )( )
( )( ) ( )( )

( ) ( )( )
( )( )
( )( )

( ) ( )

( ) ( )

,

,

1

1

1
1

1 1

1

1

1
1 d

2 1 d
2

2

.

p

p

p

B

p

B

M

p

p

p
p

p

p

M

p

p

I f x x x
B

B
f x x x

B B

B
f x

B

C f x

θ

θ

ω

ω

ω
θ ω

θ ω
ω

θ ω θ ω

θ ω

θ ω

≤

≤

≤

≤

∫

∫
 

其中
( )( )
( )( )

( )
( )

1

1

2 22
p k pk p

p k p

B BB
BBB

θ ω ω

ωθ ω

 
≤ ≤   

 
。 
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接下来我们对 I2进行估计，首先我们注意到当 x B∈ ， 2 cy B∈ ，则有 y C x y< − 。因此我们可以得到 

( )( )
( )

( )
( )

( )

( ) ( )1

2 2 22

2
1

d d

1 d .
2

n

j

n nR y r

j B
j

x y x y
T f x f y y C f y y

x y y

f y x y y
B +

Ω >

∞

=

Ω − Ω −
≤ ≤

−

≤ Ω −

∫ ∫

∑ ∫                  (1) 

其次，对于任意 x B∈ 、 ( )12 jy B j Z+ +∈ ∈ ，我们有 

( )12
d 2j

s j
B

x y y C B+ Ω − ≤∫ .                               (2) 

下面我们设
1 1 1 1
p s µ
+ + = ，根据 Holder 不等式、 ( ) p

s

x Aω
′

∈ 以及(1) (2)估计我们可以得到 

( )
( )( )

( ) ( )

( )
( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( )
( )( )

( ) ( )( ) ( )

( )
( )( )

( ) ( )( )

1

1 1 1

1 1

1

2 2
1

1

2 2 2
1

1

2 2
1

1

1

2

1 1 1

1

1 1 1

1

1 1

1
1

1 d
2

1 d d d
2

1 d 2 d
2

1 d 2
2

j

j j j

j j

j

j B
j

p s
p

j B B B
j

p j P
j B B

j

p

j B

p

p

p p s

p

p p s

p

p p

j
p

B
I f y x y y

BB

B
f y y y x y y y y

BB

B
f y y y B y y

BB

B
f y y y

BB

µµ

µµ

ω

θ ω

ω
ω ω

θ ω

ω
ω ω

θ ω

ω
ω

θ ω

+

+ + +

+ +

+

∞

=

∞
−

=

∞
−

=

∞

=

≤ Ω −

 ≤ Ω −  
 

 ≤  
 

≤

∑ ∫

∑ ∫ ∫ ∫

∑ ∫ ∫

∑ ∫ ( )1

1 1

1

2

1
dj

p s
p

j s

p

s

B
B y yω+

′−
′ − ′ 

   
      
∫

 

( )
( )( )

( ) ( )( ) ( )

( )
( )( )

( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )
( )

( )

( )

1

1

,

,

1

12
1

1

1
1

21

1 1

1

1
1 1

11

1

1

1

1

1 1

21 d 2
2 2

2 1 d
2 2

2

.

j

j

p

p

p
p p s

p sj
p j

j jB
j

j
p

p

p
p p

p p p Bj jj

k p

Mj
j

M

BB
f y y y B

B BB

BB
C f y y y

B B B

B
C f

B

C f

θ

θ

δ

ω

ω

ω
ω

ωθ ω

θ ωω
ω

θ ω ω θ ω

+

+

′+∞

+
=

+
∞

+ +=

−
∞

+
=

 
 ≤   
 

≤

 
 ≤
 
 

≤

∑ ∫

∑ ∫

∑

 

综合对 1I 、 2I 的估计，然后对所有的球体 nB R⊆ 取上确界可得，定理 1 证毕。 
定理 2 证明：设 ( ),pf M θ ω∈ 且 1 p< < ∞ ， ( ) ( )p

s

x A p sω
′

′∈ > ， ( )x′Ω 属于 ( )( )1 1s nL S s− < < ∞ ， 

( )nb BMO R∈ ，任取球体 ( )0 , nB B x r R= ⊂ ，其中 ( )0 ,B x r 表示以 0x 为中心，r 为半径的球体，将 f 分解成

1 2f f f= + ，其中 1 2Bf f χ= ，
( )2 2 cB

f f χ= ， 2Bχ 表示球体 2B 的特征函数，则我们可得到如下分解： 

( )( )
( )( ) ( )( )

( )( )
( )( ) ( )( )

( )( )
( )( ) ( )( )

1

1
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根据文献[17]和大家熟悉的线性算子交换子判别准则，当 ( ) ( )p sx A s pω ′ ′∈ < < ∞ 时，我们可以得到

[ ],b TΩ 在 pLω 上有界。即 

( )( )
( )( ) ( )( ) ( ),11

1

2

1 d p
p

BMO BMO MB

p

pJ C b f x x x C b f
B

θ ω
ω

θ ω
≤ ≤∫ . 

接下来我们对 2J 进行估计，根据定义，对任意 x B∈ ，我们有 

( )( ) ( ) ( )( ) [ ]( )( )2 2 2
b

B BT f x b x b T f x T b b f xΩ Ω Ω≤ − + − ， 

其中 ( )( ) ( ) ( )12 1 2
1

1 d
2 jj B

j
T f x C f y x y y

B +

∞

Ω +
=

≤ Ω −∑ ∫ 在定理 1 中已给出，然后类似于定理 1 的估计有 

[ ]( )( ) ( ) ( ) ( )12 1 2
1

1 d
2 jB Bj B

j
T b b f x C b y b f y x y y

B +

∞

Ω +
=

− ≤ − Ω −∑ ∫ . 

所以对 2J ，我们有以下分解 
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对 3J 而言，令
1 1 11

p sµ
= − − ， ( ) p

s

x Aω
′

∈ ，利用引理 1、引理 2 以及 Holder 不等式可以得到 
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对 4J ，运用证明 3J 的方法以及引理 1、引理 2 显然可得
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接下来，设
1 1 1 1
p s µ
+ + = ，根据 Holder 不等式可得 
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下面我们来处理 ( ) ( )11
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令 ( ) ( )py y
µ

ω φ− = ，利用引理 2，显然有 
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s
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∈ ，且
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，再根据 pA 权函数类的定义可得 
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所以 
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综合 1 2 3 4 5, , , ,J J J J J 的估计，然后和对所有的球体 B 取上确界，可知定理 2 得证。 
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