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摘  要 

泰勒公式及泰勒级数是重要的数学工具，但通常求解微积分题目过程中不易想到。针对一些典型问题，

用常规的手段解决比较困难时，可尝试用泰勒公式及泰勒级数求解。本文将带有Peano余项泰勒公式、

带有Lagrange余项泰勒公式及泰勒级数应用到了以下几个方面：求极限、误差估计、不等式证明、级数

敛散性判别、寻找非初等原函数、求定积分、证明无理数。对这些典型的微积分题目给出了一种新的解

法。希望这对扩展初学者视野及启发应用有所帮助。 
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Abstract 
Taylor formula and Taylor series are important mathematical tools, but it’s not always easy to 
think about when you are solving calculus problems. For some typical problems, when it is diffi-
cult to solve them by conventional means, we can try to solve them by Taylor formula and Taylor 
series. In this paper, Taylor’s formula with Peano remainder, Taylor’s formula with Lagrange re-
mainder and Taylor series are applied to the following aspects: The limit, Estimation of error, 
Proof of inequality, Criterion on convergence and diverge of series, Looking for non-elementary 
primitive function, Evaluating of definite integral, Proof of irrational. A new method for solving 
these typical calculus problems is given. I hope this will be helpful for beginner to expand views 
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and inspire application. 
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1. 引言 

泰勒公式及泰勒级数是《微积分》中很重要的内容，在研究一些复杂函数的性态时，我们常考虑能

不能用简单的函数近似表达它，而泰勒公式就可以做到用多项式函数近似表达复杂函数。这种化繁为简

的办法，给近似计算及理论分析提供了有力的工具。文献[1]黄军华等讨论了泰勒公式在定积分计算中的

应用，文献[2]张春红等研究了泰勒公式在近似计算及数值积分中的应用，文献[3]姚志健探讨了泰勒公式

在证明不等式中的应用。本文基于泰勒公式及泰勒级数理论，通过对具体实例的分析，探讨了其在九个

方面的典型应用。尽可能帮助初学者深入全面掌握泰勒公式及泰勒级数的应用。 

2. 基本概念 

2.1. 带有 Peano 余项的泰勒公式[4] 

设 ( )f x 在 0x 处有 n 阶导数，则存在 0x 的一个邻域，对于该邻域中的任一点 x，成立 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )20 0

0 0 0 0 02! !

n
n

n

f x f x
f x f x f x x x x x x x r x

n
′′

′= + − + − + + − +  

其中余项 ( )nr x 满足 

( ) ( )( )0
n

nr x x xο= − . 

2.2. 带有 Lagrange 余项的泰勒公式[4] 

设 ( )f x 在 [ ],a b 上具有 n 阶连续导数，且在 ( ),a b 上有 1n + 阶导数，设 [ ]0 ,x a b∈ 为一定点，则对于

任意 [ ],x a b∈ ，成立 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )20 0

0 0 0 0 02! !

n
n

n

f x f x
f x f x f x x x x x x x r x

n
′′

′= + − + − + + − +  

其中余项 ( )nr x 满足 

( )
( ) ( )
( ) ( )

1
1

01 !

n
n

n

f
r x x x

n
ξ+

+= −
+

，ξ 在 x 和 0x 之间。 

泰勒级数[5] 

假设函数 ( )f x 在 0x 的某个邻域内是某个幂级数的和函数，即在该邻域内 ( ) ( )0
0

n
n

n
f x a x x

∞

=

= −∑ ，
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( ) ( ) ( )0 0,1, 2,
!

k

n

f x
a k

k
= =  我们将幂级数

( ) ( ) ( )0
0

0 !

k
n

n

f x
x x

k

∞

=

−∑ 称为函数 ( )f x 在 0x 处的泰勒级数。 

3. 泰勒公式及泰勒级数的应用 

3.1. 泰勒公式求极限[5] 

例 1 求极限
( )

2

2

20

cos elim
ln 1

x

x

x
x x x

−

→

−
+ −  

。 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

22 22 4 44

2 20
2 2 2 2

4
4 4

4

4 40 04

4

11+ +1 + 2 2! 22! 4!lim

2 2

1 1 1
14! 8 12lim lim
61

2 2

x

x x

x xx x xx

x xx x x x x x x x

x
x x

x
x xx

x

οο

ο ο

ο
ο

οο

→

→ →

    
− − +    − +    = − 

       + − − + + − − +              

 − + − + 
 = = =

− + − +

解 原式

 

总结：此题若用洛必达法则，求解过程是繁琐的，需要多次求导，计算量大。对于一些复杂的“未

定式”求极限问题，有时采用泰勒公式可以化繁为简。当然用泰勒公式求极限，经常会遇到一个展开阶

数的问题，对于这个问题，可尝试“分子分母同阶”原则。求极限时分子分母展开到最高次幂一致。 

3.2. 一些复合函数的泰勒公式 

例 2 求 ( ) 2 sinf x x= + 在 0x = 处的带有皮亚诺余项的 3 阶泰勒公式。 

( )

( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

1
2

13
3 2

2 33 3 3
3 3 3

2
3 3

2 3 3

sin2 1
2

12 1
2 6

1 1 12 1
4 6 32 6 128 6

132 1
4 32 384

2 2 13 22
4 32 384

xf x

xx x

x x xx x x x x x

x x x x

x x x x

ο

ο ο ο

ο

ο

 = + 
 

  
= + − +  

  

              = + − + − − + + − +       
              

 
= + − − + 

 

= + − − +

解

 

总结：求复合函数的泰勒公式，一般有两种方法：直接展开法与间接展开法，有时直接展开法计算

量较大，可考虑通过套用已知的常见函数的泰勒公式做间接展开，给出复杂函数的泰勒公式。 

3.3. 利用泰勒公式做近似计算 

例 3 计算π 的近似值，并估计误差。 

解 4 4 arctan1
4
ππ = ⋅ = ⋅ ，则 
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( ) ( )
3 5 2 1

1

1 1 14 1 4 1 1
3 5 2 1 3 5 2 1

n
n n

x

x x xx
n n

π
+

=

   ≈ − + − + − = − + − + −   + +  
  . 

( )
2 3

2
2 2

44 1
2 3 2 3

n
n

nR
n n
ξ +

+
+ = − ≤

+ +
. 

总结：利用泰勒公式做近似计算并估计误差，关键是在恰当的点处展开到合适的阶数，通常展开的

点与做近似的点越近近似效果越好，同时提高展开的阶数也能提升近似的精度，但对于部分函数，如果

展开的点与做近似的点距离较远，仅提高展开阶数不能提升精度，如 

( ) ( ) ( ) ( )( )
1

1

1
ln 1 1 1

1 1

k nn k n

k

x xx
k n xθ

+
−

=

+ = − + −
+ +∑ ，其中 ( )0,1θ ∈ ，用这个泰勒公式近似计算 1x > 处的函数值，

提高展开的阶数并不能提高精度，由于对应的泰勒级数 ( ) 1

1
1

k
k

k

x
k

∞
−

=

−∑ 收敛域是 1x < ，在收敛域之外这个

级数发散。 

3.4. 利用泰勒公式证明不等式 

例 4 [4] 设函数 ( )f x 在 [ ]0,1 上二阶可导，且 ( ) ( )0 1 0f f= = ， ( )
0 1
min 1

x
f x

≤ ≤
= − 。证明： ( )

0 1
max 8

x
f x

≤ ≤
′′ ≥ 。 

证明 由于 ( )
0 1
min 1

x
f x

≤ ≤
= − 且 ( ) ( )0 1 0f f= = ，则 ( )0 0,1x∃ ∈ ，使得 ( )0 1f x = − 。由 ( )f x 在 [ ]0,1 上二

阶可导知 ( )0 0f x′ = 。 

考虑 ( )f x 在 0x 处的带有拉格朗日余项的 1 阶泰勒公式，即 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2
0 0 0 0 0

1 11
2 2

f x f x f x x x f x x f x xξ ξ′ ′′ ′′= + − + − = − + − ，ξ 介于 0x 与 x 之间。 

分别令 0x = ， 1x = 得： 

( ) ( ) 2
1 0

10 0 1
2

f f xξ′′= = − + , ( )1 00, xξ ∈ . 

( ) ( )( )2
2 0

11 0 1 1
2

f f xξ′′= = − + − , ( )2 0 ,1xξ ∈ . 

由上述两式得： 

( ) ( )( )22
1 0 2 01 1f x f xξ ξ′′ ′′= − = . 

当 0
1
2

x ≤ 时， ( )1 2
0

2 8f
x

ξ′′ = ≥ ； 

当 0
1
2

x > 时， ( )
( )1 2

0

2 8
1

f
x

ξ′′ = >
−

。 

所以 ( )
0 1
max 8

x
f x

≤ ≤
′′ ≥ 。 

总结：对于涉及 ( )f x 及 ( ) ( )kf x  (其中 1k ≥ )的不等式证明问题，常规的方法求解是困难的，此时可

考虑写出特殊点处泰勒公式，利用泰勒公式作证明，对于这类问题提供了新的思路。 

3.5. 利用泰勒公式判断反常积分的敛散性 

例 5 讨论反常积分
+

1

1 1sin dx
x x

∞  − 
 ∫ 的敛散性。 
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解 因为 3 3

1 1 1 1sin
6x x x x

ο  = − +  
 

，所以 

3 3

1 1 1 1sin
6x x x x

ο  − = − +  
 

. 

又
3 3

3

1 1
16lim

1 6x

x x

x

ο

→∞

 − +  
  = − ，且

+

31

1 dx
x

∞

∫ 收敛，由比较判别法知
+

1

1 1sin dx
x x

∞  − 
 ∫ 收敛。 

总结：反常积分敛散性的判别方法较多，但是结合泰勒公式判断级数的敛散性不常见，这里补充一

个用泰勒公式判别反常积分的敛散性的方法，对于反常积分敛散性的判别提供了一种可行的思路。 

3.6. 利用泰勒级数求原函数 

例 6 求函数 ( ) 2
exf x =  ( ( ),x∈ −∞ +∞ )的原函数。 

解 由
0

e
!

n
x

n

x
n

∞

=

= ∑ ， ( ),x∈ −∞ +∞ 知 

2
2

0
e

!

n
x

n

x
n

∞

=

= ∑ , ( ),x∈ −∞ +∞ ,  

则 

( )
2

2 2 2 1

0 0 0
e d d d

! ! 2 1 !

n n n
x

n n n

x x xx x x
n n n n

+∞ ∞ ∞

= = =

= = =
+ ⋅∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫ , ( ),x∈ −∞ +∞ . 

总结：有些函数虽存在原函数，但其原函数不是初等函数，不能直接给出。此时可考虑写出此函数

的泰勒级数，并对其逐项积分，进而得出原函数。这对于原函数是非初等函数的原函数求法提供了一种

思路。 

3.7. 求函数图形的斜渐近线 

例 7 [6]求曲线 ( ) ( )
1

4 3 e xf x x= − 的斜渐近线。 

解 利用泰勒公式： 

( ) ( )
1

2 2

1 1 1 14 3 e 4 3 1 4 1
2

xx x x
x xx x

ο ο    − = − + + + = + +        
, 

其中，
1lim 0

x x
ο

→∞

  = 
 

。 

因此，曲线 ( ) ( )
1

4 3 e xf x x= − 的斜渐进线为 

4 1y x= + . 

总结：一般涉及曲线斜渐近线的问题可借助斜渐近线公式求解，这里尝试用泰勒公式求曲线的斜渐

近线，对于一些复杂的函数斜渐近线求解提供了一种新的思路。 

3.8. 求原函数是非初等函数的定积分 

例 8 计算定积分
1

0

sin dx x
x∫ 。 
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解 
0

sinlim 1
x

x
x→

= ，故此积分不是瑕积分， 

被积函数的泰勒级数为： 

( ) ( )
2 4 6 2sin 1 1

3! 5! 7! 2 1

n
nx x x x x

x n
= − + − + + − +

+
   

则 

( ) ( )
( )

( )( )
( )

( )( )

1
2 +121 1

0 0
0 0 0

0

1 1sin d 1 d
2 1 ! 2 1 2 1 ! 2 1 2 1 !

n nnn
n

n n n

xx xx x
x n n n n n

∞ ∞ ∞

= = =

 − −
= − = = 

+ + + + +  
∑ ∑ ∑∫ ∫ , x R∈ . 

总结：对于某些原函数是非初等函数的定积分，直接应用微积分基本公式计算是行不通的，但有时

在实际问题当中我们需要计算这种定积分，此时可考虑先写出被积函数的泰勒级数，对于此级数在收敛

域内逐项积分并求值，进而得到此定积分的近似值。这对于一些不能直接求解的定积分提供了一种可行

的方法。 

3.9. 其他应用 

例 9 证明 e 为无理数[7]。 

证 采用反证法，设 e 是有理数
me
n

= ， ,m n 为正整数且 ,m n 互素，所以 2n ≥  

根据泰勒公式
( ) ( )1

0
, 0,1

! 1 !

n xn
x n

k

x ee x
k n

θ

θ+

=

= + ∈
+∑  

令 1x = ，则
( ) ( )

0

1 , 0,1
! 1 !

n

k

ee
k n

θ

θ
=

= + ∈
+∑  

( )0

1
! 1 !

n

k

m e
n k n

θ

=

= +
+∑  

( )( )
1

!1 ! !
! 1

n

k

n em n n
k n

θ

=

− − − =
+∑  

上式左端为整数，右边1 3eθ< < ， ( )0 1 2
1

e n
n

θ

< < ≥
+

等式左端为整数右端为小数，矛盾，故 e 为无理数。 

总结：e 是我们熟知的无理数，但是如何证明其为无理数，初等的方法是困难的，这里应用泰勒公式

给出了一种巧妙的证法。 

4. 结论 

泰勒公式及泰勒级数在微积分上有重要的用途，对于一些复杂的函数可以考虑通研究它的泰勒公式

来间接的研究这个函数的性态。本文通过举实例，探讨了泰勒公式在求极限、求复合函数泰勒公式、近

似计算、证明不等式、讨论反常积分的敛散性、求斜渐近线、求定积分的近似值等方面的典型应用。希

望通过此文能为初学者提供一些思路，更好的理解并应用泰勒公式及泰勒级数解决一些具体的问题。当

然泰勒公式及泰勒级数的应用不局限于此，尤其在涉及多元向量函数的问题中，如空间曲线在一点处的

近似曲线、曲面上一点处的弯曲程度等问题有待进一步探究。 
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