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摘  要 

带导数非线性Schrödinger方程描述了极化Alfvén波在恒定磁场下磁化等离子体的传播。本文研究带

导数耦合 Schrödinger方程组的 Cauchy问题。利用傅里叶限制范数方法，得到了初始值在

( ) ( ) > 
 

s sH R H R s×
1
2

中的局部适定性。 
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Abstract 
The derivative nonlinear Schrödinger equation describes the propagation of circular polarized 
Alfvén waves in a magnetized plasma under a constant magnetic field. In this paper, we study the 
Cauchy problem of the coupled Schrödinger equations with derivative. Using the Fourier restric-

tion norm method, we obtain the local well-posedness for initial data in ( ) ( ) > 
 

s sH R H R s×
1
2

. 
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1. 引言 

研究带导数耦合 Schrödinger 方程组的 Cauchy 问题 

( ) ( ) ( ) ( )

2

2

0 0

,

,

,0 , ,0 ,

t xx x

t xx x

u i u v u

v i v u v

u x u x v x v x

α

β

 − =
 − =


= =

                             (1.1) 

其中 1i = − ，α ， β 为任意实数且 0α ≠ ， 0β ≠ ，u，v是 ( ),t x R R∈ × 上的未知复值函数。方程 (1.1)
是描述双折射光纤在皮秒和飞秒区域的脉冲传播模型的特例[1] [2] [3] [4] [5]。 

系统(1.1)的单一方程是在[6] [7]中提出的，用于研究存在霍尔效应的一维可压缩磁流体动力学方程和

圆极化非线性Alfvén波在磁化等离子体中的传播[8]。带导数非线性Schrödinger方程在多个物理学领域中

都有广泛的应用，它不仅在描述海森堡自旋链的变形动态中扮演重要角色，也用于分析光纤中超短脉冲

的传播等问题[9]。 
文献[10]证明了下式整体弱解的存在性： 

( )2 2
t xx

x
u iu i u u u uσα β+ = +  

其中α， β ，σ 为实常数且 0β ≠ ， [ ]1,2σ ∈ 。 
Guo和Tan [11]研究了如下方程： 

( )2 22
t xx x xu i u u u u u ig u uα β γ= + + +                            (1.2) 

利用Galërkin方法和先验估计得到了常数α， β ， γ ，函数 ( )g ⋅ 和初始数据 ( ),0u x 在某些条件下光

滑解的唯一存在性。此外，讨论了当 x →∞时，光滑解的衰减行为。Tan和Zhang [12]讨论了方程(1.2)
弱解的唯一存在性。 

很多学者研究了带导数非线性Schrödinger方程的局部和全局适定性。Takaoka [13]证明了
1
2

s ≥ 时的局

部适定性。Biagioni和Linares [14]在 1
2

s < 时得到不适定性。对于全局适定性，Colliander证明了在
1
2

s > 时

是有效的。2013 年，假设初始值 ( )1
0u H R∈ ，且 20 2Lu < π，Wu [15]证明了在能量空间是全局适定的。

进一步的结果参见文献[16] [17] [18] [19] [20]。 
带导数非线性Schrödinger方程许多学者在研究。文献[5]中，Zhang研究了N-耦合混合导数非线性

Schrödinger方程。利用Hirot的双线性方法，得到了亮孤子的解析解。基于能量交换特性，提出了一些可

能的应用。文献[3]中，Hisakado M.，Iizuka T.和Wadati M.考虑了 2-耦合混合导数非线性Schrödinger方程，

并得到了一个解，严格地说是一个孤波解。 
据我们所知，带导数的Schrödinger系统还没有得到充分的研究。在本文中，将证明初始值在

1
2

s sH H s × > 
 

中，Cauchy问题(1.1)是局部适定的。主要思想是使用傅里叶限制范数方法[21] [22] [23]，

压缩映射原理，以及两个极大值函数估计。 
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在给出我们的结果之前，先介绍一些基本知识和本文将要用到的符号。 
定义： ,s b R∈ ，空间 ,s bX 被定义为R2 上Schwartz函数空间关于范数 

( ) ( )
2 2,

s b
s b x t

bs
X H H L L

u t uS u
ξ τ

ξ τ φ ξ= − = −   

的完备化。 
如果 ( ) 2φ ξ αξ= ，那么定义 , ,s b s bX X α= ，如果 ( ) 2φ ξ βξ= ，那么定义 , ,s b s bX X β= 。 

因此当 1 2s s≤ ， 1 2b b≤ 时，嵌入关系
, ,1 1 2 2s b s bX Xu u≤ 成立。用 ( )ˆ ,u uτ ξ =  表示u在变量t和x中的傅

里叶变换，用 ( )u⋅ 分别表示u在变量 ( )⋅ 中的傅里叶变换。 

定义卷积积分 dδ
♣∫  

1 2 3 1 2 3
1 2 3 1 2 3;

d d d d d d
ξ ξ ξ ξ τ τ τ τ

τ τ τ ξ ξ ξ
= + + = + +∫ 。                        (1.3) 

令 ( )0C Rψ ∞∈ 在区间
1 1,
2 2

 −  
上 1ψ = ，且 [ ]supp 1,1ψ ⊂ − 。存在 { }\ 0Rδ ∈ 定义 ( ) ( )( )1

δψ ψ δ −⋅ = ⋅ 。 

定义 ~A B ：存在常数 1 0C > ， 1A C B≤ 且 1B C A≤ ；定义 A B ：对于某个足够大的常数 2 0C > ，

2

1A B
C

≤ 。 

本文利用积分等价公式研究问题(1.1) 

( ) ( ) ( ) ( )2
0 0

d
t

xu t S t u i S t t v u t tα α ′ ′ ′= − −∫  

( ) ( ) ( ) ( )2
0 0

d
t

xv t S t v i S t t u v t tβ β ′ ′ ′= − −∫  

其中 

( ) ( )1eit
x xS t φ ξ

α
α−=   ， ( ) 2φ ξ ξ= ， 

( ) ( )1eit
x xS t φ ξ

β
β−=   ， ( ) 2φ ξ ξ= ， 

分别是与线性方程和相函数相关的酉算子。 
主要结果是： 

定理 1.1 对 ( )0 0
1,
2

s su v H H s ∈ × > 
 

，存在一个实数b无限接近于 1/2，且满足 1 2b > ，则存在常数

0T > ，柯西问题(1.1)存在唯一的局部解 ( ) ( )( ) [ ]( )( )2

,, , , 0, ; s
s bu x t v x t C T H X∈ ∩ 。此外，给定 ( )0,t T∈ ，

映射 ( ) ( )0 0, ,u v u v→ 从 ( ) ( )s sH R H R× 到 [ ]( ) [ ]( )0, ; 0, ;s sC T H C T H× 是Lipschitz连续的。并且，初始值在

( ) ( )1 1H R H R× 中是全局适定的。 

本文组织如下。在第 2 节中，给出了一些注释，并陈述了一些将在本文中使用的初步估计。基于第

2 节的初步估计，在第 3 节中得到了关键的非线性估计。最后，在第 4 节给出了定理 1.1 的证明。 

2. 初步估计 

在本节中，证明一些估计。首先，给出以下符号： 

( ) ( )
( ),

2

,
,

1

f
Fα ρ ρ

ξ τ
ξ τ

τ αξ
=

+ +
 ， 
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( ) ( )
( ),

2

,
,

1

f
Fβ ρ ρ

ξ τ
ξ τ

τ βξ
=

+ +
 ， 

( )( )
1

, d d
p p
q

qp
x t

q

L Lf f x t t x
∞ ∞

−∞ −∞

 
=   
 
∫ ∫ ， ( )( )

1

, d d
q q
p

q p
xt

p

L Lf f x t t x
∞ ∞

−∞ −∞

 
=   
 
∫ ∫ ， 

对分数 s 有 1s
x

s
x xD ξ−=   ，对整数 m 有 ( )1 mm

xx x iD ξ−=   。 
引理 2.1 ([24])群 ( ){ }S tα

∞

−∞
满足 

( )
1
2

2
20 0

x t
x L

L L
D S t u C uα

∞
≤ ,                                (2.1) 

( )
1
4

2
40 0
x t

x L
L L

D S t u C uα
∞

− ≤ ,                                (2.2) 

( ) 26 60 0
x t LL L

S t u C uα ≤ ,                                  (2.3) 

( )
( )

22
0,1

0 0 1, 2
x t

s
x LL L

D S t u C u sα ∞
∈

≤ >                              (2.4) 

其中(2.1)、(2.2)、(2.3)和(2.4)也适用于群 ( )S tβ 。 

引理 2.2 若
1
2

ρ > ，则 

1
2

2 2
2,

x t
x L L

L L
D F C f

ξ τα ρ
∞

≤ ,                                 (2.5) 

1
4

2 2
4,
x t

x L L
L L

D F C f
ξ τα ρ

∞

− ≤ ,                                (2.6) 

2 26 6,
x t L LL L

F C f
ξ τα ρ ≤ ,                                  (2.7) 

( )
2 22

0,1
, , 1 2

x t

s
x L LL L

D F C f s
ξ τα ρ ∞

∈

− ≤ >                              (2.8) 

其中(2.5)、(2.6)、(2.7)和 (2.8)也适用于群 ,Fβ ρ 。 
证明 只证明式(2.5)。式(2.6)、(2.7)、(2.8)的证明与式(2.5)的证明相似。变化变量 ( )τ λ φ ξ= − ，有 

( ) ( ) ( )
( )( )

( )( ) ( )( )( ) ( )

,
,

, e d d
1

de e , d
1

i x t

i x tit

f
F x t

f

ξ τ
α ρ ρ

ξ φ ξτ
ρ

ξ τ
ξ τ

τ φ ξ

λξ λ φ ξ ξ
λ

+∞ +∞ +

−∞ −∞

+∞ +∞ +

−∞ −∞

=
+ +

= +
+

∫ ∫

∫ ∫
 

利用式(2.1)和 Minkowski 积分不等式，取
1
2

ρ > ，可以得到 

( )( )
( )

1
2

2 222,
d,

1x t
x L LLL L

D F C f C f
ξ τξ

α ρ ρ
λξ λ φ ξ
λ∞

+∞

−∞
≤ + ≤

+
∫ 。                 (2.9) 

引理 2.3 若
1
4

ρ > 则 

1
4

2 2
4 2,
x t

x L L
L L

D F C f
ξ τα ρ ≤ ，                               (2.10) 
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其中(2.10)也适用于群 ,Fβ ρ 。 

证明 首先，有 

2 22 2,0
x t L LL L

F C f
ξ τα ≤ 。                                (2.11) 

通过在(2.11)和(2.5)之间插值，当
1
4

ρ > 时，有 

1
4

2 2
4 2,
x t

x L L
L L

D F C f
ξ τα ρ ≤ 。                               (2.12) 

引理 2.4 若 f，f1，f2 和 f3 属于 R2 上的 Schwartz 空间，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2 3 3 3 1 2 3
ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , d , d df f f f f f f f x t x tξ τ ξ τ ξ τ ξ τ δ

♣
=∫ ∫ 。              (2.13) 

证明 为简单起见，只讨论一个变量的情况。事实上，可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

3 1 1 2 2 1 3 3 2 1

1 2

2 3

1 2 3 3 1 2 3

ˆ ˆ ˆ ˆ d

ˆ ˆ ˆ ˆ d

ˆ ˆ ˆ ˆ d d d

ˆ ˆ ˆ ˆ d00

f f f f

f f f f

f f f

f

f

f f f f xf f f ff f f x

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ δ

ξ ξ ξ ξ δ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

= + +

= + +

′ ′

= −

′ ′ ′ ′ ′ ′= − − −

= =∗ ∗ ∗ =

∫

∫

∫ ∫ ∫

∫

 

引理 2.5 (Kenig-Ponce-Vega [22] [23])令 s R∈ ，
1 1
2

b< < ， 0 1δ< < ，则 

( ) ( )
1
2

,
0 0 s

s b

b

HX
t S t u C uδψ δ −≤ ，                           (2.14) 

( ) ( ) ( )
1
2

, 1
,

0
d

s b
s b

t b

X
X

t S t t f t t C fδψ δ
−

−′ ′ ′− ≤∫ ，                      (2.15) 

( ) ( ) ( )
1
2

, 10
d

s s b

t b

X
H

t S t t f t t C fδψ δ
−

−′ ′ ′− ≤∫ 。                      (2.16) 

( )
1
2

,, s bs b

b

XX
t F C Fδψ δ −≤ ，                             (2.17) 

( )
, 1, 1 s bs b

b b
XX

t F C Fδψ δ
′−−

′−≤ 。                            (2.18) 

3. 非线性估计 

在本节中，根据第 2 节的初步估计推导出关键的非线性估计。定义 
2

ασ τ αξ= + ， 2
,1 1 1ασ τ αξ= − ， 2

,2 2 2ασ τ αξ= + ， 2
,3 3 3ασ τ αξ= − ， 2

,4 4 4ασ τ αξ= +      (3.1) 

其中 4 1 2 3ξ ξ ξ ξ ξ− = = + + ， 4 1 2 3τ τ τ τ τ− = = + + 。类似的定义 βσ ， ,2βσ ， ,3βσ ， ,4βσ 。则有 

( )2 2 2 2
,4 ,2 ,3 ,1 4 2 1 3β β α α

ασ σ σ σ β ξ ξ ξ ξ
β

 
+ + + = + − + 

 
。 

定理 3.1 若
1
2

s > ，
1
2

b< 和
1
2

b′< ，则 

, ,, 1 ,
1 3 2 1 2 3s b s bs b s b

x X X X Xu u u C u u uβ βα α
−

∂ ≤ 。 
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证明 通过对偶和 Plancherel 恒等式，充分证明 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2

1 32 1 1 3 3 2 21

2

1 2 3
1 1 1 2 2 2 3 3 31

,1 ,3 ,2

1

2

3

,
, , , d

, , , , d

s
b

s

ss s

b bb b

jL L
j

f

f f f f

C f f

u u u
β

β α α β

τ ξ
ξ ξ τ ξ τ ξ τ ξ δ

σ

ξ ξ

ξ ξ ξ
τ ξ τ ξ τ ξ τ ξ δ

σ σ σ σ

−♣

′′ ′−♣

=

Γ =

=

≤

∫

∫

∏

  

 

对所有非负函数 2f L∈ ，其中 ( ), ˆ 1,3
s b

j j j jf u jαξ σ
′

== 和 2 , 22 2
ˆbsf uβξ σ

′
= 。 

令 

( ) ( )

( ),
2

,
, , 1,2

1
jj f

F jα ρ ρ

τ ξ
ξ τ

τ αξ
= =

+ +
 ； ( ) ( )

( )
22

,
2

,
,

1

f
Fβ ρ ρ

τ ξ
ξ τ

τ βξ
=

+ −
 。 

通过将积分区域分割成若干个具有上界 2 2 2 2 2 2 2 21 2 3L L L L L L L LC f f f f
ξ τ ξ τ ξ τ ξ τ

的区域来估计积分 Γ。 

令 

( ) 2
1 2 3

1 2 3

, , ,
s

s s sK
ξ ξ

ξ ξ ξ ξ
ξ ξ ξ

= 。 

情况 1 假设 

( ) 5 42 2 2 2
,4 ,2 ,3 ,1 4 2 1 3 2β β α α

ασ σ σ σ β ξ ξ ξ ξ β ξ
β

 
+ + + = + − + 

 
 。 

根据对称性，假设
5 4

,4 2β βσ σ β ξ=  和 2ξ ξ 。 

由引理 2.2，2.3，2.4 可知，对于 3 5b < ，限制在这个区域上的 Γ以 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2 4 2 4

2 2 2 2 2 2 2

2 1 1 1 2 2 2 3 3 3
1

1 3 ,1 ,3,2

1 2 3
0 , , ,

1 2 3
0 ,

1 2 1 2

1 4 1 2 1 4

1 4 1 2 1

1

4
, ,

2 3

, , , ,
d

, d d

x t x t x t x t

b b b b

x b x b x b

x b x b x bL L L L L L L L

L L L L L L L

f f f f
C

C F D F D F D F x t x t

C F D F D F D F

C f f f f
ξ τ ξ τ ξ τ ξ

α αβ β

α β α

α β α

ξ τ ξ τ ξ τ ξ τ ξ
δ

ξ ξ σ σσ σ

∞ ∞ ∞

′ ′ ′−♣

′ ′ ′

′ ′

−

−
′

−

−

⋅ ⋅ ⋅

≤

≤

∫

∫

2Lτ

 

为界。 
情况 2 假设 

( ) 5 42 2 2 2
,4 ,2 ,3 ,1 4 2 1 3 2β β α α

ασ σ σ σ β ξ ξ ξ ξ β ξ
β

 
+ + + = + − + 

 
 。 

意味着 

( )2 2 2 2
4 2 1 3~ αξ ξ ξ ξ

β
+ + 。 

情况 2.1 若 4 1ξ ξ ξ=  ，通过对称性，假设
2 2

1
α
βξ ξ 和 2 3ξ ξ

。由引理 2.2，2.3，2.4 可知，对
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于 3 5b < 和 1 2s > ，限制在这个区域上的 Γ以 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
4 4 4 4 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

1
3 3 32 1 1 1 2 2 2

1
3 ,1 ,3,2

1 2 3
1 , , , ,

1 2 3
,1 , , ,

1 2 3

2

1 2 1 4

1 2

,, , ,
d

, d d

x t x t x t x t

s b b b b

b b x b x b

s
b b x b x bL L L L L L L L

L L L L L L L L

ff f f
C

F F D F D F x t x t

C F F D F D F

C f f f f
ξ τ ξ τ ξ τ ξ τ

α αβ β

β α β α

β α β α

τ ξξ τ ξ τ ξ τ ξ
δ

ξ σ σσ σ

∞ ∞

′ ′ ′−♣

−
′ ′ ′−

−
′ ′ ′−

⋅ ⋅ ⋅

≤

≤

∫

∫  

为界。 

情况 2.2 若 4 3ξ ξ ξ=  ，通过对称性，假设
2 2

3~ αξ ξ
β

和 2 1ξ ξ
。与情况 2.2 类似，可以得到结

果。 

情况 2.3 若 4 2ξ ξ ξ=  ，通过对称性，假设 4 2 1~ξ ξ ξ
， 3ξ 。若

2 2
4 1~ αξ ξ

β
，

2 2
4 3~ αξ ξ

β
，

2 2
2 1~ αξ ξ

β

或者
2 2
2 3~ αξ ξ

β
成立，与情况 2.1 或情况 2.2 类似，可以得到结果。不失一般性，假设 ( )2 2 2 2

4 2 1 3
αξ ξ ξ ξ
β

+ + ，

与情况 1 类似，可以得到结果。这就完成了定理 3.1 的证明。 

推论 3.2 若
1
2

s > ，
1
2

b< 和
1
2

b′< ，则 

,, ,, 1
1 3 2 1 2 3s bs b s bs b

x X X X Xu u u C u u uβ βα α
′−

∂ ≤ 。 

4. 局部适定性 

在本节中，将给出定理 1.1 的证明。对 ( ) ( )0 0 1, 2s su v H H s∈ × > ，定义算子 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 0 1 0

d
t

xu t S t u i t S t t t v u t tα α α δψ ψ ψ′ ′ ′ ′Φ = − −∫ ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 0 1 0

d
t

xv t S t v i t S t t t u v t tβ β β δψ ψ ψ′ ′ ′ ′Φ = − −∫ ， 

和集合 

{ },, 0: 2 s
s bs b X Hu X u C uα

α
α = ∈ ≤ ， 

{ }
,

, 0: 2 s
s b

s b X Hv X v C vβ
β

β = ∈ ≤ 。 

将要证明 α βΦ ×Φ 是从 α β×  到 α β×  的压缩映射。 

利用定理 3.1、推论 3.2 和引理 2.5，对于1 2 3 5b b′< < < ，得到不等式链 

( )

( )
, , 1

, ,

0

2
0

2
s

s b s b

s
s b s b

HX X

b b
X

x

H X

C u C

C u C

u

u

v u

v

α α

βα

α δψ

δ

−

′−

≤ +

≤ +

Φ
 

( )

( )
, , 1

,,

0

2
0

2
s

s b s b

s
s bs b

HX X

b b
X

x

H X

C u C

C u C

u

v

u v

u

β β

β α

β δψ

δ

−

′−

≤ +

≤ +

Φ
 

因此，若δ 满足 ( )2 2
0 0

1
2s s

b b
H HC u vδ ′− + ≤ ，则 
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( )αα α ββ β× ×Φ ×Φ ⊂    。 

令 ( ) ( )1 2 1 2, ,u u v v α β× ∈ ×  。用上述类似的方法，得到 

( ) ( )
,,

2 1 21
1
2 s bs b XX

uu u u ααα α ≤ −Φ −Φ ， 

( ) ( )
,,

2 1 21
1
2 s bs b

XX
vv v v βββ β ≤ −Φ −Φ 。 

因此 α βΦ ×Φ 是 α β×  上的压缩映射。因此存在唯一的不动点，使得当
2

T δ
< 时，Cauchy 问题 (1.1)

可解。 

5. 总结 

文献[13]利用调和分析方法，证明了一维带导数项的非线性 Schrödinger 方程 Cauchy 问题在
1
2H 中的

适定性。基于文献[13]中证明方法，本文主要研究一维带导数非线性 Schrödinger 方程组 Cauchy 问题的适 

定性。利用傅里叶限制范数方法，压缩映射原理，证明了当初始值属于 ( ) ( ) 1
2

s sH R H R s × > 
 

时方程组 

的局部适定性。本文主要克服了方程组耦合非线性项的估计问题。没有给出全局适定性，今后可以研究

在合适的初始条件下此类带导数耦合 Schrödinger 方程组的 Cauchy 问题是全局适定的。 
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