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摘  要 

在本文中，我们研究了Hurst指数
1 1
2

H≤ < 的分数布朗运动驱动的自排斥扩散随机微分方程 

( )( )∫
3

0
1d d d d d

tH H H
t t sX B s X t t= + + +θ ν 解的长时间行为以及当 0=ν 时θ 最小二乘估计 θ̂ ，并讨论了 θ̂ 相

合性和 T̂ −θ θ 的渐进分布。 
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Abstract 
In this paper, we consider a self-repelling diffusion driven by a fractional Brownian motion with 

Hurst index 1 1
2

H≤ < , ( )( )∫
3

0
1d d d d d

tH H H
t t sX B s X t t= + + +θ ν , we prove asymptotic behavior of 
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the solution and the strong consistent of θ̂  when 0=ν , we also obtain the asymptotic distribu-
tion of T̂ −θ θ . 
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1. 引言 

分数布朗运动(Fractional Brownian Motion)是一种重要的随机过程，其理解和分析离不开数学中的数

与代数概念。在分数布朗运动中，数学上的概念和工具发挥着关键作用，帮助更好地建模和描述具有长

期记忆性质的现象。通过数学中的代数表达式和运算规则，我们可以推导出分数布朗运动驱动的随机微

分方程解的一些性质。同时，数学统计中的概念和技巧也能够帮助处理和分析方程中的参数估计问题，

从而深入研究方程的特性和行为规律。因此，数与代数在分数布朗运动驱动的随机微分方程的理论和应

用中扮演着至关重要的角色，为探索提供了坚实的基础和有效的工具。 
1992 年，Durrett 和 Rogers [1]提出了聚合物生长形状的模型，也称为布朗聚合物模型，对应的随机

微分方程的结构如下： 

( )0 0 0
d d ,

t s
t t s uX X B f X X u s= + + −∫ ∫  

其中 B 是 d 维标的准布朗运动，f 是满足利普希茨条件的连续函数。该模型是边缘(顶点)自交互随机漫步

概念的连续模拟。在 ( ) ( )f x g x x x= 和 ( ) 0g x ≥ 条件下，方程的解 tX 被 Pemantle [2]证实是一个连续的

过程，这个轨道依赖型随机微分方程可以看作是聚合物成型的模型， tX 表示在时间 t 时聚合物末端所在

的位置。如果对任意的 dx R∈ ，函数 f满足 ( ) 0x f x⋅ ≥  (换而言之，它更倾向于远离其之前到达过的位置)，
则称方程的解为自排斥的。如果对任意的 dx R∈ ，函数 f 满足 ( ) 0x f x⋅ ≤  (换而言之，它更倾向于返回到

其之前到达过的位置 )，则称方程的解为自吸引的。值得注意的是，这种模型可以比拟为一个

Ornstein-Uhlenbeck 过程，因此，研究这类方程的渐近行为与参数估计是很有意义的。更多的研究可以参

考 Nualart 和 Peccati [3]，Benaïm [4]等。 
受启发，我们考虑随机微分方程 

( )3

0 0
1 d d

t sH H H
t t rX x B r X s tθ ν= + + + +∫ ∫                          (1) 

其中 0 0HX = ， HB 为带有 Hurst 指数
1 1
2

H≤ < 的分数布朗运动，ν ∈。本文，将展开并证明下面的陈述： 

(I) 假设
1 1
2

H≤ < ，定义 ( ) ( )3

0
1 e dG r H

rr Bξ θ
∞ −

∞ = +∫  

并且定义 ( ) ( ){ }; ; , 0H H
tJ n J n tθ θ= ≥ ， 0,1,2,n = 通过 ( ) ( ) ( )30; : 1 e G tH

t tJ t Xθ θ −= + ， 

( ) ( ) ( ) ( )( )
4

1
1

; : 1; , 1
4

H H
t t n

t
J n J n n

θ
θ θ ξ ν λ∞ −

+
= − − + ≥  
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其中 tX 为的解。然后，有 

( ) ( );H
t nJ n θ ξ ν λ∞→ +                                  (2) 

其中 

( ) ( )
0

3 2 3 1 3 1
1,

4n n

n n
λ λ

× × + × × + −
= =



 

在 2L 中，当 t 趋于无穷时，对每个 0,1,2,n = 几乎处处成立。 
(II) 在公式(1)中，设 0ν = 时，通过使用 Hu 和 Nualart [5]介绍的最小二乘估计方法，假设过程

{ }, 0H
tX t > 在连续情况下，得到θ 的最小二乘估计量 

( )
0

2

0

dˆ ,
d

T H H
t t

T T H
t

Y X

Y t
θ = ∫

∫
 

其中 ( )
0

31 d , 0
tH H

t rY r X t= + ≥∫ 则： 

1) θ̂ 是强相合的 

2) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 1 1ˆ1 e 2 2H G t H NT H Hθ θ θ
ξ

− −

∞

+ − → Γ  

当 T 趋向于无穷的时。 
本文结构如下，在第 2 部分简要回顾一些关于分数 Brown 运动的基本理论和 Malliavin 积分以及最小

二乘估计方法。第 3 部分，证明了上述结论(I)。第 4 部分，证明了上述结论(II)。 

2. 预备知识 

在本部分中，将介绍分数布朗运动的一些基本定义和结果，以及参数估计将用到的最小二乘估计方

法。设 0 1H< < ，Hurst 参数为 H 的分数布朗运动为连续 Gaussian 过程 { }, 0H H
tB B t= ≥ ，定义在 ( ), ,H PΩ 

上使得 H 是一个由 HB 生成的σ -域。可以知道对于任意的 , 0t s ≥  Gaussian 随机过程 { }, 0H H
tB B t= ≥ 满足 

22 21 ,
2

HH H H H
t sE B B t s t s   = + − −     

0H
tE B  =   

当 1 2H = ， 1 2B 与标准布朗运动 B 重合。当
1
2

H ≠ 时，分数布朗运动既不是半鞅也不是马尔科夫过 

程，这时无法使用鞅论中经典的 Itô 型随机分析，当然也很难直接在分数布朗运动驱动的随机微分方程的

研究中使用。作为一个高斯过程，我们可以构造关于 HB 的变差随机积分。设为示性函数 [ ] [ ]0,1 , 0,t t T∈  
生成的线性空间 ，满足如下的内积形式： 

[ ] [ ]
22 2

0, 0,
11 ,1
2

HH H
s t t s t s = + − − 

 

对于任意的 [ ], 0,s t T∈ 。当
1 1
2

H< < 时可以给出的形式如下： 

[ ] ( ) ( ){ }2 2 2

0 0
: 0, d d

T T H
HT t s t s s tϕ ϕ α ϕ ϕ −= → = − < ∞∫ ∫


  

其中 ( )2 1H H Hα = − 。可以在 上定义一个线性映射 ( )HBϕ ϕ ，映射的具体形式如下： 

[ ] [ ]( ) [ ] [ ]0, 0, 0,0
1 1 : 1 d , 0,

TH H H
s tt t tB B B t T= = ∈∫  
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其中 0T > ，则有，这个线性映射是一个从 到 HB 生成的 Gaussian 空间的等距线性映射，并且它可以扩

展到。这里的线性映射是等距的指的是映射保持向量之间的距离不变，对于任意两个向量 u 和 v，线

性映射 T 满足 ( ) ( )T u T v u v− = − ，其中 . 表示向量的范数或长度。这个线性映射也被称为关于 HB 的

维纳积分，表示为 

( ) ( )
0

d
TH H

tB t Bϕ ϕ= ∫                                   (3) 

其中对于任意的函数 ϕ∈。如果对于任意的 0T > ，上述的维纳积分都可以很好的表示，那么我们可

以进一步定义如下的积分： 

( )
0

d H
tt Bϕ

∞

∫  

其中对于任意的函数ϕ 满足 

( ) ( )2 2 2

0 0
: d dH

H t s t s s tϕ α ϕ ϕ
∞ ∞ −= − < ∞∫ ∫

 

因此，我们称公式(3)为广义维纳积分。 
用 表示如下形式的光滑函数集： 

( ) ( ) ( )( )1 2, , ,H H H
nF f B B Bϕ ϕ ϕ=                              (4) 

其中 ( )n
bf C∞∈   (f 和其所有导数函数都是有界的)并且 iϕ ∈。公式(4)的函数$ F $的导数算子 HD

(Malliavin 导数)被定义为 

( ) ( ) ( )( )1 2
1

, , ,
n

H H H H
n j

j j

fD F B B B
x

ϕ ϕ ϕ ϕ
=

∂
=

∂∑   

导数算子(derivative operator)是指将可微函数映射到其导数函数的线性算子。上述导数算子是一个从

( )2L Ω 到 ( )2 ;L Ω  的闭算子。若算子的定义域和共轭空间上的范数拓扑的交集是非空的，且该算子在该

交集上连续，则称其为闭算子(closable operator)。我们用 1,2 表示 的闭包，通过如下的范数： 
22

1,2 : HF E F E D F= +


 

发散积分 Hδ 是导数算子 HD 的伴随。也就是说，我们说 ( )2 ;L Ω  中的随机变量 u 属于发散算子 Hδ 的

域，用 ( )Dom Hδ 表示，如果 

( )2,H
LE D F u c F

Ω
≤


 

对于每一个 F ∈ 。在这种情况下， ( )H uδ 由对偶关系定义 

( ) ,H HE F u E D F uδ  =  
                               (5) 

对于所有的 1,2u∈ 。则有 ( )1,2 Dom Hδ⊂ 和 

( ) [ ]

( )( )

2 2 2

0 0

2 2 2 22
0 0

d d

d d d d

T T H
H s t

T T H HH H
H x s y t

E u E u u s t s r

E D u D u s y t x s t x y

δ α

α

−

− −

= −

 + − − 

∫ ∫

∫ ∫
                (6) 

对于所有的 1,2u∈ 。我们将使用符号 

( )
0

TH H
s su u Bδ δ= ∫  
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表示过程 u 的 Skorohod 积分，并定义了不定 Skorohod 积分 [ ]( )0,0
1

t H H
s s tu B uδ δ=∫ 。 

最小二乘法的原理，假设线性回归模型的拟合方程为 y ax b= + ，那么残差平方和(损失函数)可以定

义为 

( )( )2

1

n
i i

i
L y ax b

=

= − +∑  

拟合目的是使残差平方和 L 尽可能地小，即实际值和预测值尽可能地靠近。根据高等数学中求极值

的相关知识，通过对残差平方和 L 进行求导(对参数 a 和 b 进行求导)，导数为 0 时，该残差平方和将取

极值，便可以得到对应参数的估计量。 

设 { }, 0H H
tB B t= ≥ 是一个带有 Hurst 指数

1 1
2

H H ≤ < 
 

的一维分数布朗运动，定义在 ( ), ,H PΩ  上，

使得 H 是一个由 HB 生成的σ 域。设 HX 是一个分数自排斥扩散，通过如下方程定义 

( )( )3

0
d d 1 d d d , 0

tH H H
t t sX B s X t t tθ ν= + + + ≥∫                        (7) 

其中 0 0HX = ， Rν ∈ 和 0 0HB = 。定义核函数 ( ) ( ), ,t s h t sθ 通过 

( ) ( ) ( ) ( )31 1 e e d ,
,

0,

tG s G u

s
s u t s

h t s
t s

θ
θ −+ + ≥

=
<





∫  

其中 ( ) ( ) ( )4
3

0

1
1 d

4
s s

G s s r
θ θ

θ
+ −

= + =∫ ，根据 Yan 和 Sun [6]方程(7)的解 H
tX 形式如下： 

( ) ( )
0 0

, d , d
t tH H

t sX h t s B v h t s sθ θ= +∫ ∫                              (8) 

对于任意的 , 0s t ≥ 。 

3. 长时间行为 

假设
1 1
2

H≤ < ，此部分主要考虑由分数布朗运动驱动的自排斥扩散方程(7)的解 

( ) ( )
0 0

, d , d
t tH H

t sX h t s B v h t s sθ θ= +∫ ∫  

的渐近行为，其中 0 0HX = ， Rν ∈ 和 0 0HB = ，并得到了其有循环收敛性。 

引理 3.1：设
1 1
2

H≤ < ，定义过程 

( ) ( )3

0
: 1 e d , 0

t G rH H
t rr B tξ θ −= + ≥∫  

则，过程 { }, 0H H
t tξ ξ= ≥ 和这个随机变量 ( ) ( )3

0
: 1 e dG rH H

rr Bξ θ
∞ −

∞ = +∫ 可以在 2L 上被定义，并且 

( ) ( )( )
41

: 0
4

n

H H H
t t

t
t

θ
η ξ ξ∞

 +
 = Ψ − →
 
 

 

在 2L 上几乎处处收敛，当 t 趋向于无穷的时，对于所有的 0n ≥ ，其中 ( ) ( ) ( ) ( )3

0
1 e e d

tG t G ut t uθ −Ψ = + ∫ 。 

证明：当
1
2

H = 对应布朗运动情况，引理显然成立。当
1 1
2

H< < ，随机变量 Hξ∞ 定义在 2L 上，根据

均值定理和连续性有 
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( ) ( ) ( ) ( )3 3e 1 d e 1
t xG t G t

Ht
r r x t kx C xθ θ

+− −+ = + + ≤∫  

其中 [ ]0,1x∈ 和 [ ]0,1k∈ 。故 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

3 2 2 2 2
0 0

2 3
0

12 3 2 3
1 0

1 2 3
0

1 32 3
0

d 1 e d d e e

2 2 e e d

2 2 e e d 2 2 e e d

1 2 2 e e d

1 2 2 e 1 d d

G t x G t G t xH H

G t G t xH

G t G t x G t G t xH H

G t G t xH

t xG tH
Ht

s t x x x x x

H x x

H x x H x x

H x x

H x y y x C

θ

θ

+∞ +∞− + − − +− −

+∞ − − +−

+∞ − − + − − +− −

− − +−

+−−

= + + = −

= − −

= − − + − −

≤ + − −

≤ + − + ≤

∫ ∫

∫

∫ ∫

∫

∫ ∫

            (9) 

对于任意的 0t ≥ 。运用洛必达法则，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3 3 2 2

3 2 2

: lime 1 1 e d d

lim 1 e d

HG t G s G r
g t st

HG s
Htt

H s r r s r s

s s t s C

θ θ

θ

+∞ +∞ −− −

→∞

+∞ −−

→∞

Λ = + + −

= + − ≤

∫ ∫

∫
 

其中
1 1
2

H< < 和 0n ≥ 。在 2L 上，当 t 趋向于无穷大时有 ( ) 1tΨ → 。下面证明它以概率 1 收敛，通过分部

积分法和洛必达法则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ){ } ( )

4 4
3

4 4
23 2 3 . .

1 1
1 e d

4 4

1 1
1 e 3 1 1 e d 0

4 4

n n

G sH H H
t st

n n

G t G s a sH H
t st

t t
s B

t t
t B B t t s

θ θ
ξ ξ θ

θ θ
θ θ θ

∞ −
∞

∞− −

   + +
   − = +
   
   

   + +
   = − + − + − + →
   
   

∫

∫

 

其中
1 1
2

H≤ < ，当 t 趋向于无穷大时。 

引理 3.2：定义函数 ( ) :I t R Rθ + → 通过 

( ) ( ) ( ) ( )3

0
1 e e d 1

tG t G uI t t uθ θ −= + −∫  

如果
1 1
2

H≤ < ，随机变量 ( )
0

d H
tI t Bθ

∞

∫ 定义在 2L 上，并且 

( ) ( ) ( )
0 0

d d
t H H

s sI s B I s B tθ θ
∞

→ →∞∫ ∫                           (10) 

在 2L 上几乎处处成立。 
证明： 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( )

4 4 3

0

4 3 3

0 0

3 3
4 0

2
4 0

lim 1 lim 1 e 1 e d e

lim 1 e 1 e d 1 e d 1

1lim e 1 1 d
1 e

1lim e 3 1 d d
1 e

tG t G u G t

t t

t tG t G u G u

t

t G u
G tt

t tG u
G t ut

I t t t t u

t t u u u

t u u
t

r r u
t

θ θ

θ θ

θ

θ

−

→+∞ →∞

−

→∞

−→∞

−→∞

+ = + + −

= + + − + −

= + − +
+

= +
+

∫

∫ ∫

∫

∫ ∫
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

2
4 0 0

3 0

13 lim 1 d e d
1 e

1 33lim e d
1 e

t u G r
G tt

t G u
G tt

u u r
t

u
t

θ

θ

−→∞

−→∞

= +
+

= =
+

∫ ∫

∫
 

结合函数 ( )t I tθ 的连续性，我们有 

( )
( )

1
4

1
1

I t C
t

θ θ≤
+

 

对于任意的 0t ≥ ，有 

( )( ) ( )
2 2

0 0
d dsE I s B I s sθ θ

∞ ∞
= < ∞∫ ∫  

和 

( )( ) ( ) ( )
2 2 2

0 0 0
d d dHH

s HE I s B I s I r s r r sθ θ θα
∞ ∞ ∞ −= − < ∞∫ ∫ ∫  

对于
1 1
2

H≤ < 。于是，可以得到 

( )( ) ( )
2 2lim d d 0st tt

E I s B I s sθ θ
∞ ∞

→∞
= =∫ ∫  

( )( ) ( ) ( )
22 2 2lim lim d d d 0HH

t s Ht t tt t
E E I s B I s I r s r r sθ θ θα

∞ ∞ ∞ −

→∞ →∞
Ψ = = − =∫ ∫ ∫  

我们得到了公式(10)在 2L 上成立。 
下面，证明对任意 0θ > ，当 t 趋向于无穷大时， tΨ 几乎处处收敛到 0，考虑函数 ( )t I tθ′ ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )

21 6 32
0 0

2 4

0 0

2 4 3 3

0

3 1 e e d 1 e e d 1

1 e 3 e d 1 e d 1 e

1 e e 3 1 1 1 d 1 e

t tG t G u G t G u

t tG t G u G u G t

tG t G u G t

I t t u t u t

t u t u t

t t t u u t

θ θ θ θ

θ θ

θ θ θ θ

− −

−

− −

′ = + − + + +

= + − + + +

= + − + + + + + +

∫ ∫

∫ ∫

∫

 

对于任意的 0t ≥ 。设 ( ) ( ) ( ) ( )( )( )4 3

0
e 3 1 1 1 d

t G uf t t t u uθ θ θ= − + + + +∫ ，对于任意的 0θ > ，我们可以

得到 ( )0 0fθ = ， 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

3 3

0

2

0 0

e 4 1 1 d 3e

4 3 1 d e d 3

t G u G t

t s G u

f t t u u

s s u t

θ θ θ

θ

′ = − + + + +

= − + + → −∞ → +∞

∫

∫ ∫
 

并且对任意的 0t ≥ ，有 ( ) 3f tθ′ ≤ 。 
因此 

( ) ( )
0

d
t

f f s s tθ θ′= →∞ → +∞∫  

由洛必达法则，有 
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( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

5 7 4 3 8

0

4 3

0
7

3 3

0
4

2
4 0 0

lim 1 lim 1 e e 3 1 1 1 d lim 1 e

e 3 1 1 1 d
lim

1 e

3e e 4 1 1 d
lim

1 e
4 12lim 3 1 d e d

1 e

tG t G u G t

t t t
t G u

G tt

tG t G u

G tt

t s G
G tt

I t t t t t u u t

t t u u

t

t u u

t

s s u u
t

θ θ θ θ θ

θ θ
θ

θ θ

θ
θ

− −

→+∞ →+∞ →+∞

−→∞

−→∞

−→∞

′ + = + − + + + + + +

− + + + +
=

+

+ − + + +
=

+

−
= + = −

+

∫

∫

∫

∫ ∫

 

对于任意的 0θ > 。结合函数 ( )( )51t I t tθ′ + 的连续性，有 

( )
( )

2
5

1
1

I t C
t

θ θ′ ≤
+

 

对于 0t ≥ 。由条件 ( ) . .d 0a sH
st

B I s sθ
∞

′ →∫ ，当 t 趋向于无穷，结合均值定理有 

( )
( )

( )
. . . .

4
4~ 0

1

a s a s
H H
t tI t B B t

t
θ

θ
→∞

+
→  

对于任意的
1 1
2

H≤ < 。因此，当 t 趋向于无穷大时 

( ) ( ) ( )d d 0H H H
t s t st t

I s B I t B I s B sθ θ θ
∞ ∞

′Ψ = = − − →∫ ∫  

几乎处处成立。 

定理 3.1：设
1 1
2

H≤ < ，通过以下方式定义递归过程 ( ) ( ){ }; ; , 0H H
tJ n J n tθ θ= ≥ ， 0,1,2,n =   

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

3

4

1

0; : 1 e ,

1
; : 1; , 1

4

G tH
t t

H H
t t n

J t X

t
J n J n n

θ θ

θ
θ θ ξ ν λ

−

∞ −

= +

+
= − − + ≥

 

其中 tX 是公式(8)，则 

( ) ( );H
t nJ n θ ξ ν λ∞→ +                                 (11) 

其中 

( ) ( )
0

3 2 3 1 3 1
1,

4n n

n n
λ λ

∗ + + −
= =



 

在 2L 几乎处处成立，对于每一个 0,1,2,n = ，当 t 趋向于无穷大时。 
证明：当 0n = 时，我们有 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

3

3

0 0

3

0

3 3

0 0 0

lim 0; lim 1 e

lim 1 e , d e d

lim 1 e , d ;0

lim 1 e 1 1 e e d e d d ;0

G tH
t tt t

t tG t G uH
st

tG t H
st

t t sG t G s G u G u H
st

J t X

t h t s B u

t h t s B I t

t s u u B I t

θ

θ θ

θ

θ θ

θ ν

θ ν

θ θ ν

−

→+∞ →+∞

−

→+∞

−

→+∞

− −

→+∞

= +

 = + +  
 = + +  
  = + + + − +    

∫ ∫

∫

∫ ∫ ∫
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

3 3

0 0 0

3 3

0 0

3

0

lim 1 e e d 1 e d d lim ;0

lim 1 e e d lim 1 e d lim ;0

lim ;0 lim 1 e d lim ;0

lim

t t tG t G u G s H H
s st t

t tG t G u G t H
t st t t

tG t H
t st t t

t u s B I s B I t

t u t I s B I t

I t t I s B I t

θ θ

θ θ

θ θ θ

θ θ ν

θ ξ θ ν

ξ θ ν

− −

→+∞ →+∞

− −

→+∞ →+∞ →+∞

−

→+∞ →+∞ →+∞

 = + + − +  

= + − + +

= − + +

=

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )3

0
;0 lim 1 e d

tG t H
t st t

I t t I s Bθ θξ ν θ −

→+∞ →+∞
+ − + ∫

 

从引理 3.1 和引理 3.2，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

13
3 11

2

3

0

lim

3 2 3 1 3 1
lim ;0 lim 1 1 1

1

lim 1 e d 0

tt

k n n
t t k kkt t k

tG t H
st

k k
I t t

t

t I s B

θ

θ

ξ ξ

ξ ν ξ ν θ ξ ν
θ

θ

∞→+∞

= +

∞+ ++→+∞ →+∞ =

−

→+∞

  ∗ + + −
  + = + + − + → +
  + 

→

→

 

+

∑

∫



 

在 2L 上几乎处处成立，则 

( ) ( )lim 0;H
tt

J θ ξ ν∞→+∞
→ +  

对于 n， 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

4

1

4
3

0

1
lim ; lim 1;

4

1
lim lim 1 e d

4

H H
t t nt t

n
tG t H

t n st t

t
J n J n

t
t I s Bθ

θ
θ θ λ ξ ν

θ
ξ ν λ θ

− ∞→+∞ →+∞

−

→+∞ →+∞

+
= − − +

 +
 = + − +
 
 

∫
 

由引理 3.2 得 

( ) ( ) ( ) ( )
4

3

0

1
lim 1 e d 0

4

n
tG t H

st

t
t I s Bθ

θ
θ −

→+∞

 +
  +
 
 

→∫  

在 2L 上几乎处处成立，则 

( ) ( )lim ;H
t nt

J n θ λ ξ ν∞→+∞
→ +  

在 2L 几乎处处成立。 

4. 自排斥扩散的参数估计 

假设
1 1
2

H≤ < ，回顾分数布朗运动驱动的自排斥扩散为 

( )( )3

0
d d 1 d d d

tH H H
t t sX B s X t tθ ν= + + +∫  

令 0ν = ，有 

( )( )3

0
d d 1 d d

tH H H
t t sX B s X tθ= + +∫                             (12) 

其中 0 0HX = 和 0 0HB = 。 
本部分，研究方程(12)中参数θ 的最小二乘估计，通过使用 Y. Hu 和 D. Nualart [5]建立的最小二乘方

法，假设过程{ }, 0H
tX t > 可以连续观察。定义 ( )3

0
1 d , 0

tH H
t rY r X t= + ≥∫ ，可以将方程(12)改写成 
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( )d d dH H H
t t tX B Y tθ= +                                  (13) 

使用常系数变异法，有 
( ) ( ) ( )3

0
e 1 e d

tG t G sH H
t sY s B−= +∫                               (14) 

设 ( ) ( )3

0
1 e d

t G s H
t ss Bξ −= +∫ ，故 ( )eG tH

t tY ξ= 。参数θ 的最小二乘估计量可以通过计算下面损失函数 ( )ρ θ

的最小值获得 

( )
2.

0
d

T H H
t tX Y tρ θ θ

 
= − 

 
∫  

通过对损失函数 ( )ρ θ 求导后等于零，有 

( )
0

2

0

dˆ ,
d

T H H
t t

T T H
t

Y X

Y t
θ = ∫

∫
 

引理 4.1：假设
1 1
2

H≤ < ，对于任意的整数 1p ≥ ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 2

0

11 e e d
2

T p pG T G t
tT tξ ξ

θ
−

∞+ →∫                         (15) 

当 T 趋向于无穷大时。根据引理 3.1，对于任意的 0m > ，
1 0TmT
ξ → 在 2L 几乎处处成立。 

证明：当
1 1
2

H≤ < 时，由引理 3.1，随机变量ξ∞ 服从 0 均值正态分布，所以 

( )0 1P ξ∞ ≠ =  

变量{ }, 0t tξ ≥ 连续，有
1
2

lim inf st t s t
ξ ξ∞→∞ ≤ ≤

= ，因此，当 t 趋向于无穷大时 ( )2

0
e d

t G s p
s sξ →∞∫ ，由洛必达法

则， ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 2 . .
0

11 e e d
2

T p pG T G t a s
tT tξ ξ

θ
−

∞+ →∫ 。 

引理 4.2：假设
1 1
2

H≤ < ，当 T 趋向于无穷大时 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 26 2 2
0 0

lim 1 e e d d 2 1
T T HH G T G s G r H

T
T s r s r Hθ−− + −

→∞
+ − = Γ −∫ ∫  

证明：对于非负连续函数 f， ( )
0

lim d
T

T
f x x

→∞ ∫ 存在且有限，有 

( )

( )

( )30 0
4

4

dlim lim d

1
1

T T

T T

xf x f x x

x
T

→∞ →∞
=

 
 −
 + 

∫ ∫  

根据洛必达法则和变量替换 ( ) ( )( )4 41 1
4

T r xθ
+ − + = 以及控制收敛定理，有 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )
4 4

2 26 2

0 0

2 2
6 2 0 0

1 16 3 2 21 4
0

lim 1 e e d d

12 lim e e d d
1 e

lim 1 e d

T T HH G T G s G r

T

T s HG s G r
H G TT

T rTH H

T

T s r s r

s r r s
T

T T r r
θ

θ

−− +

→∞

−

−→∞

− + − +− −−

→∞

+ −

= −
+

= + −

∫ ∫

∫ ∫

∫
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( ) ( ) ( )
( )

( )

( )

( )
( )

2 21
46 3 42

30
44

2 2
12 2 2 2
4

2 4 30
4

4

2

4 dlim 1 e 1 1
41

4 4 dlim e 1 (1 )
1

41
1

2 1

H

G TH x

T

H
H HG T x

H T

H

x xT T T
xT

x x x
T

x
T

H

θ
θ

θ

θ θ

θ

θ

−

−− −

→∞

−
− −

−

→∞

−

 
  = + + − + −       + − 

 

 
 = + −
 + 

−
 
 
 


=
+

Γ −

∫

∫  

引理 4.3：设
1 1
2

H≤ < ，对于任意的 { }, 0H
tB tσ ≥ -可测随机变量 F 满足 ( ) 1P F < ∞ = ，当 T 趋向于无

穷大时，有以下收敛成立 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )3

0
, 1 e e d , 2

TH G T G s H H
sF T B F H H Nθ− −+ → Γ∫                   (16) 

其中 N 是独立于 HB 的标准正态随机变量。 
证明：对于任意 0T > ，我们有 

( ) ( ) ( ) ( )3
,0

1 e e d
TH G T G s H

s HT B N Tθσ−+ =∫  

其中“=”代表同分布，N 是标准正态随机变量，并且 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( )

26 22
, 0

2 26

0 0

1 e e d

2 1 1 e e d d , 0

TH G T G s H
H s

T T HH G T G s G r

T T E B

H H T s r s r T

θσ −

−− +

= +

= − + − >

∫

∫ ∫
 

根据引理 4.2，有 

( ) ( ) ( ) ( )3

0
1 e e d 2 ,

TH G T G s H H
sT B H H N Tθ− −+ → Γ →∞∫  

由方程(15)两侧服从二维正态分布，以及 Hu 和 Nualart [5]，只需要证明对于任意的 1d ≥ ， 

[ )1, , 0,ds s ∈ ∞ ，当 T 趋向于无穷大时，以下收敛成立 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 1

3

0
, , , 1 e e d , , , 2

d d

TH G T G sH H H H H H
s s s s sB B T B B B H H Nθ− −+ → Γ∫             (17) 

为了得到(15)，只需要证明其协方差矩阵收敛于相应的结果。当
1
2

H = ，显然，故以下考虑
1 1
2

H< < 。

对于任意固定的 0s > ，有 

( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

3

0

2 23

0 0

2 23

0 0

2 23

0

1 e e d

2 1 1 e e d d

2 1 1 e e d d

2 1 1 e e d d

:  

TH G T G rH H
s r

T s HH G T G v

s s HH G T G v

T s HH G T G v

s

E B T B

H H T v u v u

H H T v u v u

H H T v u v u

I T J T

−

−−

−−

−−

⋅ +

= − + −

= − + −

+ − + −

= +

∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

 

当T →∞，我们有 ( ) 0I T → 。再根据洛必达法则，对任意的 0s > ，有 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

3 2 12 1

32 1

0 1 e e d

1 e e d 0

TH HG T G v H
s

TH G T G vH
s

J T H T v v s v

Hs T v

−− −

−−

 < = + − − 

≤ + →

∫

∫
 

则，对于任意的 0s > ，有 

( ) ( ) ( )( )3

0
lim 1 e e d 0

TH G T G rH H
s rT

E B T B−

→∞
⋅ + =∫  

引理 4.4：设
1 1
2

H≤ < ，当 T 趋向于无穷大时，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

3 3

0 0
1 e 1 e e 0

LT sH G T G s G rH H
s rT s B Bδ δ− −+ →+∫ ∫                      (18) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 23 3

0 0
1 e 1 e d e d 0

T s HH G T G s G rT s s s r r−− −+ + − →∫ ∫                    (19) 

证明：方程(17)的收敛显然成立，下面考虑(18)的收敛性。通过二重积分的等距公式和方程(6)，对于

任意 0T > ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

2
3 3

0 0

2
6 32

0 0

2 6 3 32

0 0 0 0

2 2 2 2 2 2 2 2

1 e 1 e e

1 e 1 e e

1 e 1 e d e d 1 e d d e

T sH G T G s G r H H
r s

T sH G T G s G r H H
r s

T s T rH G T G s G x G r G y
H

H H H H

E T s B B

T E s B B

T s s x r r y

s y r x s r x y

δ δ

δ δ

α

− −

− −

− − −

− − − −

+ +

= + +

= + + +

× − − + − −

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
 

再由不等式 

( )
2 2 2 2 2 1 2 1

20 0

2d d
2 1

s r H H H Hr s r s
H

ξ ξ η η− − − −− − ≤
−

∫ ∫  

则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )
2

3 3 22 6
0 0

1 e 1 e e e 0, .
T sH G T G s G r G TH H H

r s HE T s B B C T Tδ δ− − −++ + ≤ → →∞∫ ∫  

定理 4.1：设 0θ > 且定理 3.1 的条件成立。对于
1 1
2

H≤ < ，当 T 趋向于无穷大时，有 

( )
0

2

0

dˆ
d

T H H
t t

T T H
t

Y X

Y t
θ θ= →∫

∫
 

几乎处处成立。 
证明： 

( )
( ) ( )

2

0 0 0
2 2

0 0

d d dˆ
d d

T T TH H H H H
t t t t t

T TH H
t t

Y X Y t Y B

Y t Y t

θ
θ θ

−
− = =∫ ∫ ∫

∫ ∫
 

由分部积分，有 
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( )( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0

0

3

0 0

3 3

0 0

d d

d e

1 e d e d

1 e d 1 d .

T TH H H H H
t t T T t t

T G tH H H
T T t t

T TG t G tH H H H
T T t t t t

T TG tH H H H H
T T t t t t

Y B Y B B Y

Y B B

Y B t B t B

Y B t B t t B B

ξ

θ ξ ξ

θ ξ

= −

= −

= − + −

= − + − +

∫ ∫

∫

∫ ∫

∫ ∫

 

根据方程(13)，引理 3.1 和洛必达法则，当 T 趋向于无穷大时，以下收敛以概率 1 成立： 

( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

3
3

3 3

0

1 e e 0,
1

1 e 1 e d 0

H
G T G TH H HT

T T T

TG T G t H
t t

BT Y B Y
T

T t B tξ

− − −

− −

+ ⋅ = ⋅ →
+

+ + →∫
 

此外 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

23 3 3 3

0 0

3 2 2
0

11 e 1 d 1 e 1 d
2
1 1 e d 0
2

T TG T G TH H H
t t

TG T H H
T t

T t B B T t Bt

T TB B t

− −− −

− −

+ ⋅ + = + +

 = + − →  

∫ ∫

∫
 

则 

( ) ( ) ( )3

0
1 e d 0

TG T H H
t tT Y B− −+ →∫  

再由引理 4.1，当 2p = ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 23 3 22 2 2

0 0

11 e d 1 e e d
2

T TG T G T G tH
t tT Y t T tξ ξ

θ
− −

∞+ = + →∫ ∫              (20) 

所以 

( )
0

2

0

dˆ 0
d

T H H
t t

T H
t

Y B

Y t
θ θ− = →∫

∫
 

当 T 趋向于无穷大。 

定理 4.2：假设 0θ > 和
1 1
2

H≤ < ，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 1 1ˆ1 e 2 2H G t H NT H Hθ θ θ
ξ

− −

∞

+ − → Γ  

依分布成立，其中 N 是独立的随机正态分布。 
证明：对于任意的 0T > ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

3
3( 1) 3 1 0 0

2 23 2

0 0

d 1 e dˆ1 e 1 e
d 1 e d

T TH G TH H H H
t t t tH HG T G T

T TG TH H
t t

Y B T Y B
T T

Y t T Y t
θ θ

−
− −

−

+
+ − = + =

+

∫ ∫
∫ ∫

 

现在考虑渐近分布，对于任意的 0T > ，有 

( ) ( ) ( )( )
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所以，对任意的 0T ≥ ，有 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

3

0 0 0

3 3

0 0 0

3

0 0 0

3

0 0 0

3 2 2

0 0

e d e 1 e d d

e 1 e d d e 1 e d d

e d 1 e e d d

e d 1 e e

1 e e d d .

T T tG t G t G sH H H
t t s t

T T T TG t G s G t G sH H H H
s t s tt

T T sG t G s G tH H H
T t t s

T T sG t G s G tH H H
T t t s

T s HG s G r
H

B s B B

s B B s B B

B s B B

B s B B

s s r s r

ξ

ξ

ξ δ δ

α

−

− −

−

−

−−

= +

= + − +

= − +

= − +

− + −

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫

 

当 T 趋向于无穷大，根据引理 4.3 和引理 4.4，方程(19)收敛以及 Slutsky 定理，有 
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需要注意的是引理 4.3 表明随机变量 N 是相互独立的，从而证明了收敛性。 
 

 
Figure 1. Numerical simulation of w tends to 0 
图 1. w 趋于 0 的数值模拟 
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5. 数值模拟 

对定理 4.1 中参数θ 的估计量进行数值分析，即考虑下式 

( )
0

2

0

dˆ: 0
d

T H H
t t

T H
t

Y B
w

Y t
θ θ= − = →∫

∫
 

假设，步长数量 1000n = ，Hurst 指数 0.7H = ，总时间 1T = ，时间间隔 d 0.001t = 。 
结果见图 1。 
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