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摘  要 

研究了从终端观测数据重构扩散方程中辐射系数问题的一种正则化方法。对于带有噪声数据的终端观测

值，运用磨光化的正则化方法，得出重构问题近似解的误差估计以及收敛速率。 
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Abstract 
A regularization method for reconstructing the radiation coefficient problem in the diffusion equ-
ation from the terminal observation data is studied. For the terminal observations with noise data, 
the error estimation and convergence rate of the approximate solution of the reconstruction prob-
lem are obtained by using the polished regularization method. 
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1. 引言 

扩散方程反问题在环境保护、生物医学、材料科学和化工等多个领域中具有重要的应用价值，可以

用于污染物的追踪、地下水污染评估、药物输送模拟等领域的研究。通过反问题的求解，可以更准确地

预测和控制扩散过程，优化扩散模型，从而制定理想的方案，解决物理问题，反问题的解决需要观测数

据作为附加条件，但是由于观测数据有限、噪声干扰和不完全信息等因素的存在，反问题往往会面临不

稳定性和非唯一性等困难。这意味着一个小的扰动或噪声可能导致问题解的巨大变化，或者存在多个解

都能够很好地拟合观测数据。反问题正则化的主要目的就是抑制解的不稳定性和非唯一性，从而使得解

更加稳定有效。通过合适的正则化选择和参数调整，得出更加合理有效的问题解，降低不确定性，并提

供对解的有效性评估。因此，反问题正则化在物理、地球科学、医学成像等领域的问题研究中都有广泛

的应用。 
扩散方程反问题包括扩散系数，辐射系数等系数的识别研究。其中，辐射系数是描述介质对辐射传

输的影响的重要参数，对于许多领域的研究和应用具有重要意义。然而，由于测量数据的不完备性和噪

声的存在，直接从实验数据中准确地重构辐射系数是一项具有挑战性的任务。为了解决这个问题，许多

正则化方法被提出并成功应用于辐射系数的重构。Deng 在文献[1]中利用 Tikhonov 正则化方法研究了基

于终端观测数据重构热传导方程 

( ) 0tu u q x u− ∆ + =  

中辐射系数 ( )q x 的反问题，得到了稳定的数值解。在文献[2]中研究了发展型反问题 

( ), 0tu u q x t u− ∆ + =  

中与时间和空间均相关的辐射系数 ( ),q x t 的重构。Zhang 等[3]根据扩散模型构造了一个单调算子重构辐

射系数，并且证明了重构问题解的唯一性、稳定性，运用 Galerkin 有限元方法进行数值重构。Ivanova [4]
利用最小二乘方法研究了非线性热方程中热导率的识别问题。Yuksek [5]利用变分法研究了扩散方程中空

间相关扩散系数识别的反问题，并证明了反问题解的唯一性、稳定性。除此之外，还有贝叶斯方法[6]，
Fourier 正则化方法[7]，Landweber 正则化方法[8]也可以解决不适定的反问题。 

本文主要在 Zhang 等[3]研究出了分数阶扩散方程中辐射系数重构问题解的唯一性与稳定性的基础之

上，采用磨光化[9]的正则化方法，解决重构辐射系数问题中的不适定性。其基本思想是对不准确的观测

数据光滑化，化为一个近似光滑函数的求导问题，这种光滑化是通过与光滑核函数的卷积来实现的。这

种方法不仅适用于 Hilbert 空间的问题，也适用于 Banach 空间中的问题。相对于 Tikhonov 正则化方法涉

及的额外罚项、Fourier 正则化方法需要考虑的周期性的变换、Landweber 迭代正则化方法收敛速度较慢

的问题，磨光化正则化方法直接作用于观测数据，对其进行磨光后再求导得到近似导数，保证其稳定性。 
考虑一个有界域 [ ]0,D L= ，从初始时间 0 到终端时刻 0T > 的时间区间内的扩散过程 ( ]0,1α ∈ ： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( ]
( ) ( )

, , , , , 0, ,
0, 0 , , , 0, ,

,0 , ,

t xxu x t u x t q x u x t f x x t D T
u t b u L t b L t T
u x v x x

α∂ − + = ∈ ×
 = = ∈
 = ∈Ω

                    (1) 
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其中 ( )f x 是与空间相关的源项， ( )v x 是初始数据，函数 ( )q x 是指标准抛物线情况下的辐射系数或反应

系数或势函数。自始至终，假设辐射系数 ( )q x 是空间相关的。 
假设给出终端观测值作为附加条件 

( ) ( ), ,     .u x T g x x D= ∈  

在实际测量中会不可避免地带有噪声影响，因此，取噪声水平δ ，考虑如下形式的观测值 

( ) ( ) ( )1g x g x random xδ δ= + ×  。                          (2) 

2. 预备知识 

根据扩散模型(1)，定义一个算子 K： 

( ) ( ) ( ) ( )
( )
, ;

,tf x u x T q g x
Kq x q Q

g x

α ′′− ∂ +
= ∈                         (3) 

假设精确的辐射系数满足 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

† : 0
f x g x

q D K q C D q
g x

 + ∆ ∈ = ∈ ≤ ≤ 
  

。 

在文献[3]中，证明了算子 K 的单调性，以及迭代序列 1,n nq Kq n +
−= ∈ 的收敛性，给出了重构势函

数问题的唯一性与稳定性。本文在此基础上运用一种正则化方法克服反问题的不适定性。 
假设 1 假设问题(1)中的初始数据 v，边界数据 b 以及源项 f 满足下列条件： 
① ( )2 , 0,v H D v N x D∈ ≥ > ∈ ，且对所有的 x D∈∂ ，有 ( ) ( )v x b x= ； 

② ( )2 , 0,b H D b N x D∈ ≥ > ∈∂ ； 

③ ( ) ( ) ( )1, 2 , 0pf W D C D p f∈ ⊂ > ≥ 。 

引理 1 假设 q Q∈ ，且函数 , ,f b v 满足假设 1 中的条件，则问题(1)的解 ( ), ;u x t q 满足以下性质 
① 对所有 0t > ， ( ) ( )2, ;u x t q H D∈ ，存在一个与 q 无关的常数 C，使得 

[ ]
( ) ( )0,

max , ;
L Dt T

u x t q C∞
∈

≤  

② ( ) ( ) ( )2 1
0, ;t u x t q H D H Dα∂ ∈ ∩ ， ( ) ( ), ;u x t q C D∆ ∈ ，且对所有的 ( ) [ ], 0,x t TD∈ ×  

( ) ( ), ; 0,   , ;t u x t q u x t q Mα∂ ≥ ≥  

引理 2 假设 1 2,q q Q∈ ，且假设 1 成立，则对 0t t∀ > 以及任意正参数 min 1,2 , 1,2,3
2
d dε  < − = 

 
，有 

( ) ( )( ) ( )
( )

( )( ) ( )22
1

1 2 2 1max ,t t LH
u q u q t c t t q qε αα α − −−

ΩΩ
∂ − ≤ − ， 

其中 c 与 1 2,q q 和 t 无关。 

3. 正则化方法 

首先，定义一个 Gaussian 核函数 

( ) ( )
2

2
1 exp xx Cερ εε

∞ −
= ∈ 

 π
 ，                            (4) 

其中， 0ε > 表示平均滤波器的磨光半径或正则化参数。 
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然后，利用卷积的方法对噪声数据进行磨光化，根据上述核函数可以定义一个磨光算子 Jε ： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d d
x a

x a
J g x g x x s g s s x s g s sε ε ε ερ ρ ρ

+

−
= ∗ = − −∫ ∫



  

它是上的 ∞
 函数，且 [ ],J g C a L aε ∈ − + ，满足 

[ ] ( ),C a L a C DJ g gε − +
≤ 。                                  (5) 

假设终端观测数据 ( ) ( ) ( )2,g x g x C Dδ ∈ ， ( )g x′′ 在 [ ]0,D L= 上 Lipschitz 连续，且 

( ) ( ) ( )C D
g gx xδ δ− ≤ 。 

为了使正则化方法能够处理整个区间 [ ]0,D L= 上点的求导问题，先将函数 ( ) ( ),g x g xδ 的定义域向区

间两边作小的延拓。记 [ ]3 , ,a D a L aεε= = − + ，对任意 ( ) ( )g Cx D∈ ，可以在整个区间 Dε 上定义一个光滑

的延拓函数 ( )g x ，使得 ( ) ( ) [ ]2, ,g gx x C Lδ α α∈ − +  ，且 

( ) ( ) [ ] ( ) ( ) ( ),C a L a C D
g x g x C g x g x Cδ δ δ

− +
− ≤ − ≤  ，                      (6) 

延拓函数 ( )g x 可以定义为 

( )

( ] [ )
( ) ( ) ( )
( )
( ) ( ) ( )( ) [ ]

2 2 2

2 2 2

0, , , ,

0 exp , ,0 ,

, ,

exp , , .

g x

x a L a

g x a x x a

g x x D

g L x L x L a x L L a

=

∈ −∞ − ∪ + ∞


 − ∈ −  
 ∈
  − − − ∈ +  



 

将 ( )g x 延拓到上， ( )g xδ 可以同样的方法延拓。 
注意到，磨光算子 Jε 总是为正，并且在以原点为中心和半径为 3ε 的区间外为零，即对 3x ε≥ ，

( ) 0xερ = 且满足 ( )d 1x xερ =∫


。从而噪声数据 ( )g xδ 的导数在区间 [ ]3 , 3Lε ε− + 上有比较好的结果。虽

然 ( )g xδ 是非光滑的，但其磨光后的函数 ( ) ( )J g xε δ 是一个 ∞
 函数，因此可微。磨光后的导数可以由下

式计算 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d
d

J g x g x g x
x ε δ ε δ ε δρ ρ′ ′= ∗ = ∗   。 

在磨光算子 Jε 的作用下，可以用磨光化的数据来近似噪声数据，也即可以用 ( ) ( )J g xε δ 代替 ( )g xδ 。 
接下来，给出正则化的终端时刻数据以及迭代算子的定义 

( ) ( ) ( ),ag x J g xδ ε δ=  ，                                (7) 

( ) ( )
( )

,
,

,

, ;a t
a

a

g u x T q f x
K q

g x

α
δ

δ
δ

′′ − ∂ +
= ，                          (8) 

迭代序列 
1 0

, , , , , ,
n n n n

a a a a a aq K q q K qδ δ δ δ δ δ
−= ⇒ = ，                           (9) 

其中，迭代 0
, ,

nK qδ α δ α 的迭代初值是 

( )0
, , ,a a aq g f gδ δ δ′′= + ，                               (10) 

通过不断迭代趋于 ,
nqδ α ，接近于精确的辐射系数 †q 。 

4. 收敛性分析 

首先给出上述延拓和磨光的一些性质。 
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引理 3 设 ( )g x 在 D 上 Lipschitz 连续，则 

( )L Dg J g Caε ∞− ≤  

其中，C 只与 g 的 Lipschitz 常数有关。 
证明 对 x D∀ ∈ ，由表达式 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )dx a

x a
J g x g x x s g s sε ε ερ ρ

+

−
= ∗ = −∫   ， 

( ) ( ) ( )dx a

x a
g x x s g x sερ

+

−
= −∫ ， 

以及 Lipschitz 连续，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )d d
x a x a

x a x a
g x J g x x s g x g s s C x s x s s Caε ε ερ ρ

+ +

− −
− = − − ≤ − − =∫ ∫  。 

引理证毕。 
引理 4 设 ( ) ( ) ( )2,g x g x C Dδ ∈ ， ( )g x′ 在 D 上 Lipschitz 连续，且 ( ) ( ) ( )C D

g x g xδ δ− ≤ 。则下式成

立 

( ),a L D

Cg g Cδ
δε

ε∞′ ′− ≤ +
π
， 

其中 ( )( ),ag J J gδ ε ε δ=  ，C 与 ε 和δ 无关。 
证明 易知 ( ) ( ),ag J g J gδ ε δ ε δ

′′ ′= =  ， 

( ) ( ) ( ),a L D L DL D
g g g J g J g J gδ ε ε ε δ∞ ∞∞′ ′ ′ ′ ′ ′− ≤ − + −   。 

对 x D∀ ∈ ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) dJ g x g x x s g s g x sε ερ′ ′ ′ ′− = − −  ∫


  。 

进而可得 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

d d

d

x a

x a
x a

x a

J g x g x x s C s x s x s C s x s

C x s s

C

ε ε ε

ε

ρ ρ

α ρ

ε

+

−

+

−

′ ′− ≤ − ⋅ − − ⋅ −

≤ −

≤

∫ ∫

∫





 

另一方面，有估计 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
0

d

d d

2 d

J g x J g x J g g x x s g s g s s

x s g s g s s C x s s

C x x

C

ε ε δ ε δ ε δ

ε δ ε

ε

ρ

ρ δ ρ

δ ρ

δ
ε

∞

′′ ′ ′− = − = − −

′ ′≤ − − ≤ −

′=

π
=

∫

∫ ∫

∫



 

     

 

 

综上得 

( ),a L D

Cg g Cδ
δε

ε∞′ ′− ≤ +
π

 

引理证毕。 
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引理 5 设 ( ) ( ) ( )2,g x g x C Dδ ∈ ， ( )g x′′ 在 D 上 Lipschitz 连续，且 ( ) ( ) ( )C D
g x g xδ δ− ≤ 。则下式成

立 

( ), 2a L D

Cg g Cδ
δε

ε∞′′ ′′− ≤ +
π
， 

其中 C 与 ε 和δ 无关。 

证明 易知 ( ) ( ),ag J g J gδ ε δ ε δ
′′ ′′′′ = =  ， 

( ) ( ) ( ),a L D L DL D
g g g J g J g J g

δ ε ε ε δ∞ ∞∞
′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′− = − + −   。 

首先，根据 ( )g x′′ 在 D 上 Lipschitz 连续有 

( ) ( ) ( )( ) ( )d d
x a

x a
g J g x s g x g s s x s C x s s a Cε ε ερ ρ

+

−
′′ ′′ ′′ ′′− ≤ − ⋅ − − ⋅ ⋅ − ≤ ⋅∫ ∫



 
 ， 

对 x D∀ ∈ ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
:

        d
x a

x a

I x J g x J g x J g g x

x s g s g s s

ε ε δ ε δ

ε δρ
+

−

′′ ′′ ′′ ′′= − = −

′′ ′′= − −∫

   

 

 

分部积分 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) d
x a

x a

I x a g x a g x a a g x a g x a

x s g s g s s

ε δ ε δ

ε δ

ρ ρ

ρ
+

−

′ ′ ′ ′= − + − + − − − −      

′ ′ ′+ − −  ∫

   

 

 

又已知 ( ) ( ) 0a aε ερ ρ− = = ，从而 

( ) ( ) ( ) ( ) d
x a

x a
I x x s g s g s sε δρ

+

−
′ ′ ′= − −  ∫  

 
即 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

2

2

2

3

2

2

2 2 0

2

2
e d

2 1 e d

2 d

2 2d 2 d

x s

x s

x a

x a

x a

x a

x a

x a

x a a

x a

x s
I x g s g s s

g s g s s

x s g s g s s

a aC x s s C x x

C

ε

ε

δ

δ

ε δ

ε ε

ε

α
ε ε
α ρ
ε

δ ρ δ ρ
ε ε

δ
ε

−

−

−+

−

−+

−

+

−

+

−

−
′ ′≤ ⋅ −  

′ ′≤ −  

′= − −  

′ ′≤ ⋅ ⋅ − = ⋅ ⋅

π

π

=
π

∫

∫

∫

∫ ∫

 

 

 

 

综上有 

( ), 2a L D

Cg g Cδ
δε

ε∞′′ ′′− ≤ +
π 。 

引理证毕。 
以下两个引理为

( )2,a L D
q qδ− 的误差提供了一个界限。 

引理 6 设 ,, aq qδ 如(3)和(8)式定义，则对足够大的 T 有下式成立 
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( ) ( )( )2, 11 max ,
a L D

Eq q
C T T

δ ε αα − −−
− ≤

−
， 

其中 

( ) ( )

( )
( ) ( )

2 2

,

, ,

1 1: , ;0a
t L DL D

a aL D L D

ggE u x T f
g g g g

δ α

δ δ
∞∞

′′′′  = − + − ∂ +  
。             (11) 

证明 因为 ( )0 0q x > ，根据文献[3]中引理 2.5 的证明有，对任意的 

( ) ( )1 2 1 2, ; , ;t tq q u x t q u x t qα α≤ ⇒ ∂ ≥ ∂ ， 

从而有 

( ) ( )0, ;0 , ; 0t tu x t u x t qα α∂ ≥ ∂ ≥ 。 

由初值 ( )0q g f g′′= + ， ( )0
, , ,a a aq g f gδ δ δ′′= + ，以及三角不等式有 

( )
( ) ( )

( )2
2 2

,0 0
,

, ,

1 1a
a L DL D

a aL D L D

ggq q f E
g g g g

δ
δ

δ δ
∞

′′′′
− = − + − ≤ 。 

然后对势函数的第一次迭代值有 

( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

2
2 2

2 2 2

2

0 0
,,1 1

,
, ,

, 0

, , ,

0 0
,

,

0 0
,

,

, ; , ;

1 1 1 1 , ;

1  , ; , ;

1 , ; , ;

t t aa

L D
a aL D L D

a
tL D L D

a a aL D L D L D

t t a
a L D

t t a
a

u x T q f u x T q fggq q
g g g g

gg f u x T q
g g g g g g

u x T q u x T q
g

E u x T q u x T q
g

α α
δδ

δ α
δ δ

δ α

δ δ δ

α α
δ

δ

α α
δ

δ

∞ ∞

−∂ + −∂ +′′′′
− ≤ − + −

′′′′
≤ − + − + − ∂

 + ∂ − ∂ 

≤ + ∂ − ∂
( )2L D

 
 

 

又已知 ,agδ 有界，根据引理 2 

( ) ( )
( )

( )( ) ( )2
2

10 0 0 0
, ,

,

1 , ; , ; max ,t t a a L D
a L D

u x T q u x T q C T T q q
g

ε αα α α
δ δ

δ

− −− ∂ − ∂ ≤ −  。 

从而 

( )
( )( )( )2
11 1

, 1 max ,a L D
q q C T T Eε αα

δ
− −−− ≤ + 。 

同理可得 

( ) ( ) ( )
( )

( )( ) ( )

( )( ) ( )( )( )
( )( ) ( )( )( )

2
2

2

2 2 1 1
, ,

,

1 1 1
,

1 1

21 1

1 , ; , ;

max ,

max , 1 max ,

1 max , max ,

a t t aL D
a L D

a L D

q q E u x T q u x T q
g

E C T T q q

E C T T C T T E

C T T C T T E

α α
δ δ

δ

ε αα
δ

ε α ε αα α

ε α ε αα α

− −−

− − − −− −

− − − −− −

 − ≤ + ∂ − ∂ 

≤ + −

 ≤ + +  
 ≤ + + 
 
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继续这一论证可得 

( ) ( )
( )( )( )

( )( )

2 2
1

, ,
0

1

lim lim max ,

1 max ,

n k
n n k

a aL D L Dn n k
q q q q C T T E

E
C T T

ε αα
δ δ

ε αα

− −−

→∞ →∞ =

− −−

 − ≤ − ≤  
 

≤
−

∑
 

引理证毕。 
引理 7 设 ( ) ( ) ( ),g x g x C Dδ ∈ ， ( )g x′′ 在 D 上 Lipschitz 连续，且 ( ) ( ) ( )C D

g x g xδ δ− ≤ 。则由(11)

式定义的 E，满足下式 

( )
2

C C
E C

δ δ
ε δ

ε ε
≤ + + +

π π
。 

证明 已知 

( )
( ) ( )

,

, ,

1 1 , ;0a
t L DL D

a a

ggE u x T f
g g g g

δ α

δ δ
∞∞

′′′′  = − + − ∂ +  
， 

对上式第一项有 

( )

( )
( ) ( )2 22

,, ,

, , ,

aa a

a a aL D L DL D

g g gg g gg
g g gg g

δδ δ

δ δ δ

′′ −′′ ′′ ′′−′′
− ≤ + ， 

根据引理 1 知， ( )g x′′ 有界，从而 

( ) ( )2 2, ,a aL D L D
E C g g g gδ δ

 ′′ ′′≤ − + −  
， 

其中 

( ) ( ) ( )( )
( )

( )( )
( ),a L DL D L D L D

g g g J g J g J g J J g gδ ε ε ε ε ε δ∞∞ ∞ ∞− ≤ − + − + −     。 

根据(5)式有 

( ) ( ),a L D
g g Cδ ε δ∞− ≤ + 。 

根据引理 4 和引理 5 有 

( )
2

C C
E C

δ δ
ε δ

ε ε
≤ + + +

π π
。 

引理证毕。 
定理 1 设 ( ) ( ) ( )2,g x g x C Dδ ∈ ， ( )g x′′ 在 D 上 Lipschitz 连续，且 ( ) ( ) ( )C D

g x g xδ δ− ≤ 。则对足够

大的 T，有下式成立 

( ) ( )( ) ( )2, 211 max ,
a L D

Cq q
C T T

δ ε αα

δ δε δ
ε ε− −−

 −
π

≤ + + + 
 − π

 

这一定理是上述引理的直接结果。 
推论 1 设 ( ) ( ) ( )2,g x g x C Dδ ∈ ， ( )g x′′ 在 D 上 Lipschitz 连续，且 ( ) ( ) ( )C D

g x g xδ δ− ≤ 。T 足够大，

则选取 1 3ε δ= ，可以得到最优误差 
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( ) ( )( )2
1 3

, 11 max ,
a L D

C
q q

C T T
δ ε αα

δ
− −−

− ≤
−

。 

5. 总结 

文中研究了不适定问题的磨光化正则化方法，并且通过一系列的性质研究，给出了重构辐射系数问

题的误差估计，以及 ( )1 3O δ 的收敛速度。本文是在前人研究的理论基础之上，提出的解决线性扩散系统

不适定问题的正则化方法，在后续的研究中可以考虑磨光化正则化在非线性系统中的应用。 
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