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摘  要 

我们考虑的是带相依结构和常值红利界限的复合泊松风险模型，其中索赔时间和索赔额服从某种二元分

布。我们可以导出Gerber-Shiu贴现惩罚函数的微积分方程，我们还求解了该微积分方程，证明其解是

无界限条件下的Gerber-Shiu函数和相关齐次微积分线性方程解的组合。 
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Abstract 
We consider a compound Poisson risk model with dependence and a constant dividend barrier, 
where the claim amount and the interclaim time follow some bivariate distribution. An integro-
differential equation for the Gerber-Shiu discounted penalty function is derived. We also solve the 
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integrodifferential equation and show that the solution is a linear combination of the Gerber-Shiu 
function with no barrier and the solution of an associated homogeneous integrodifferential equa-
tion. 
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1. 引言 

在破产理论中，经典复合泊松风险模型建立在索赔额 iX 和间隔时间 iW 是相依的假设上，破产概率及

相关问题已被广泛研究，论文[1]提出了期望贴现惩罚函数，它是统一研究破产时间，破产前盈余和破产

时的赤字的一种有效的工具，论文[2]将经典风险模型推广到索赔额依赖于前一次索赔时间的风险模型，

导出了 Gerber-Shiu 贴现惩罚函数的微积分方程并给出了解的表示，论文[3]将相依和边界分红策略引入复

合泊松风险模型，得到了在常值红利界限下，具有简单相依关系时的 Gerber-Shiu 贴现惩罚函数的微积分

方程并求解方程得到了 Gerber-Shiu 贴现惩罚函数的表达式，论文[4] [5] [6]介绍了复合泊松风险模型中红

利策略的研究，论文[7]研究了具有拓展了的相依结构的复合泊松风险模型，得到了 Gerber-Shiu 贴现惩罚

函数的拉普拉斯变换以及指数索赔下破产时的拉普拉斯变换的确切表达，利用论文[8] [9]中的 Dickson- 
Hipp 算子得出贴现惩罚函数的瑕疵更新方程。 

本文选取一个更一般的相依结构，利用论文[10]中 Zhang 提出的相依结构(本文中(1)式)来代替常见的

FGM 联结函数，与常值红利界限相结合将论文[11]进行推广。 
本篇文章安排如下：第二节，介绍了常值红利界限存在的索赔额与索赔间隔时间相依的风险模型；

第三节，得到了 Gerber-Shiu 贴现惩罚函数的微积分方程；最后，在第四节，使用更新方程得到 ( ),bm uδ 的

解析解。 

2. 模型建构 

在经典复合泊松风险模型中，盈余过程有以下形式 

( )
( )

1
, 0,

N t

i
i

U t u ct X t
=

= + − ≥∑  

其中 0u ≥ 是初始盈余，是保险公司是初始资产， 0c ≥ 是保费收入率，即保险公司单位时间收取的保费，

单个索赔额{ } 1i i
X ∞

=
是独立同分布的随机变量，其概率密度函数 Xf ，累计分布函数 XF ，拉普拉斯变换 ˆ

Xf 。

索赔次数过程 ( ){ }, 0N t t ≥ 是由索赔间隔时间{ } 1i i
W ∞

=
定义的更新过程，指到时刻 t 为止索赔到来的次数，

且 ( ){ }, 0N t t ≥ 是参数为 λ 的 Poisson 过程。索赔来到的时间间隔{ } 1i i
W ∞

=
是严格正的随机变量序列，其服

从参数为λ 的指数分布，其概率密度函数为 

( ) e , 0.t
Wf t tλλ −= ≥  

在本篇论文中，假定{ }iX 和{ }iW 是独立的但是二元随机向量 ( ){ }, ,i iX W i i≥ 是独立同分布的随机序

列其分布类似于继承可变向量 ( ),X W 。令 ( ), ,X Wf x t 是 ( ),X W 的密度，并假定其表达式为 
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( ) ( ),
1

, e ,λλ −

=

= ∑ i
n

t
X W i i

i
f x t f x                                (1) 

其中 n 是正整数， 0, 1,2, ,i i nλ > = � ， if s′ 是 ( )0,∞ 上的连续函数。一些 if s′ 可以是负的，只要 ( ), , 0X Wf x t ≥

即可。 

索赔总额过程 ( ){ }, 0S t t ≥ 定义为 ( )
( )

1

N t

i
i

S t X
=

= ∑ ；令 ( )0bU u= 且 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

d d d , if ,
d d , if .

b b

b b

U t c t S t U t b
U t S t U t b

 = − <
 = − =

 

为存在常值红利界限 ( )0b b< < ∞ 的盈余过程，其中 0u ≥ 是初始盈余水平， 0c > 是保费水平。换句

话说，当公司盈余在 b 下方时没有分红，只要保险公司的盈余超过界限 b 时，我们就假设保险公司支付

保费率 c 作为股息，将超出部分全部用来分红。 
结合风险模型，我们用 T 表示破产时间，是 ( )bU t 低于 0 水平的第一次穿过时间： 

( ){ }inf 0, 0 ,bT t U t= ≥ <  

如果对于所有的 0t ≥ ， ( ) 0bU t ≥ ，则T = ∞。为保证破产不是一个必然事件，我们保证下列净利润

条件成立： 

[ ] 0, 1,2,i iE cW X i− > = �  

同时，我们引入 Gerber-Shiu 贴现惩罚函数的定义： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ), e , 0 ,T
bm u E U T U T I T U uδ
δ ω− − = < ∞ =   

其中 0δ ≥ 是利息力度， ( )I i 是示性函数， ( ) ( )( ),U T U Tω − 是定义在 [ ) [ )0, 0,∞ × ∞ 上的非负函数， ( )U T −

是破产前盈余， ( )U T 是破产时的赤字。 

3. Gerber-Shiu 贴现惩罚函数 

这一部分的主要目的是导出期望贴现惩罚函数 ( ),bm uδ 的微积分方程，该方程将被用于得出 ( ),δbm u
的解析解。本篇文章中，我们定义 I 和 D 分别为恒等算子和微分算子。 

定理 1 在带有基于在(1)式定义的相依结构和常值红利 b 的复合泊松风险模型中，期望贴现惩罚函数

( ),bm uδ 满足下面的积分方程： 

( ) ( ),
11 1,

δ

λ δλ δ λ
σ

== = ≠

+ + − = −  
   

∑∏ ∏
n nn

ji i
b i

ii j j i
I D m u I D u

c c c
                  (2) 

0 u b≤ ≤ < ∞边界条件为 

( ), 0,δ′ =bm b                                       (3) 

( ) ( ) ( ) ( )1
,

1
,δ

λ
σ −

=

= −∑
n

n ni
b i

i
m b b

c
                                (4) 

其中 

( ) ( ) ( ) ( ),0
d ,δσ ω= − +∫

u
i b i iu m u x f x x u                            (5) 

( ) ( ) ( ), d .ω ω
∞

= −∫i iu
u u x u f x x                                (6) 

证明 以第一次索赔发生的时间 1W 和索赔额 1X 为条件，分 
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{ } { } { }1 1 1 1 1, ,X u cW b X u cW u cW b≤ + ≤ > + ∩ + ≤  

{ } { } { }11 1 1,X b u cW X b u cW b≤ < + > ∩ + >  

四种情况考虑，前两种情况下第一次索赔发生在盈余过程到达 b 之前，后两种情况下第一次索赔发 

生在盈余过程到达 b 之后，在后两种情况下盈余过程首次到达 b 的时刻 0
b ut

c
−

= 。故当 0 u b≤ ≤ 时 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

, , ,0 0

,0

, ,0

,

e , d d

e , , d d

e , d d

e , , d d .

δ
δ δ

δ

δ
δ

δ

ω

ω

− + −

− ∞ −

+

∞ −

−

∞ ∞ −

−

= + −

+ + − −

+ −

+ −

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

b u c u ct t
b b X W

b u c t
X Wu ct

b t
b X Wb u c

t
X Wb u c b

m u m u ct x f x t x t

u ct x u ct f x t x t

m b x f x t x t

b x b f x t x t

                 (7) 

将给定的(1)式代入(7)式，并做变换 u ct t+ → 进行整理得到 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), 0
1 1

e d e d ,λ δ λ δ
δ λ σ λ σ

− ∞− + − +

−
= =

= + +∑ ∑∫ ∫i i
n nb u c

b i i i ib u c
i i

m u u ct t b t              (8) 

其中，函数 ( )i uσ 由(5) (6)式给定。 
将(8)式做简单变形得到 

( ) ( ) ( )( ) ( ),
1

e di
n

t u ci
b iu

i
m u t b t

c
δ λ

δ
λ

σ
∞ − + −

=

= ∧∑ ∫  

其中 ( )min ,∧ =t b t b 。 
为方便计算，令 

( ) ( ) ( )( ) ( )e d ,i t u c
i iu

g u t b tδ λ σ
∞ − + −= ∧∫  

则 

( ) ( ) ( )+ ,i
i i ig u g u u

c
λ δ

σ′ = −  

2n = 时 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

1 21 2
, 1 2

1 2
1 2

e d e d

+ ,

δ λ δ λ
δ

λ λ
σ σ

λ λ

∞ ∞− + − − + −= ∧ + ∧

=

∫ ∫
t u c t u c

b u u
m u t b t t b t

c c

g u g u
c c

           (9) 

对 u 求导 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 2 2 1 2
, 1 2 1 2

1 2 2 1
, 2 , 1

1 2
1 2

1 2 1 2 2 1
, 2 1

1 2
1 2 ,

δ

δ δ

δ

λ δ λ λ δ λ λ λ
σ σ

λ δ λ λ δ λ

λ λ
σ σ

λ δ λ δ λ δ λ λ δ λ

λ λ
σ σ

+ +′ = − − −

+ +   = − + −   
   

− −

+ + + + = + − − 
 

− −

b

b b

b

m u g u g u u u
c c c c c c

m u g u m u g u
c c c c

u u
c c

m u g u g u
c c c c c c

u u
c c

            (10) 
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(10)式继续对 u 求导 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2 2 1 2 1 1 2
, , 2 1

1 2 2 1 1 2
1 2 1 2 ,

b bm u m u g u g u
c c c c c c c c

u u u u
c c c c c c

δ δ
λ δ λ δ λ λ δ λ δ λ λ δ λ δ

λ λ δ λ λ δ λ λ
σ σ σ σ

+ + + + + + ′′ ′= + − − 
 

+ + ′ ′+ + − −

 

将(9)式代入，可以得到 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 2
, , ,

1 2 2 1 1 2
1 2 1 2 ,

b b bm u m u m u
c c c c

u u u u
c c c c c c

δ δ δ
λ δ λ δ λ δ λ δ

λ λ δ λ λ δ λ λ
σ σ σ σ

+ + + + ′′ ′= + + 
 

+ + ′ ′+ + − −

 

使用恒等算子 I 和微分算子 D，可以得到 

( )

( ) ( )

1 2
,

1 2 2 1
1 2 .

bI D I D m u
c c

I D u I D u
c c c c

δ
λ δ λ δ

λ λ δ λ λ δ
σ σ

+ +  − −  
  

+ +   = − + −   
   

 

假设 n k= 时 

( ) ( ),
11 1,

k kk
ji i

b i
ii j j i

I D m u I D u
c c cδ

λ δλ δ λ
σ

== = ≠

+ + − = −  
   

∑∏ ∏  

成立，当 1n k= + 时 

( )

( )

( ) ( )

( )

1

1

,
1

1
,

1

1
1 1

1 1

1

1 1, 1,

k

k
i

b
i

k
i k

b
i

k kk
i k l i k

l
li i

k kk
j ji i

i
i j j i j j i

I D m u
c

I D I D m u
c c

I D I D g u I D g u
c c c c c

I D u I
c c c c

δ

δ

λ δ

λ δ λ δ

λ δ λ δ λ λ δ λ

λ δ λ δλ λ
σ

+

+

=

+

=

+
+ +

= =

+

= = ≠ = ≠

+ − 
 

+ +  = − −  
  

+ + +    = − − + −    
    

+ + 
= − + 

 

∏

∏

∑∏ ∏

∑ ∏ ∏ ( )

( )
11

1 1,
.

i

kk
ji

i
i j j i

D u

I D u
c c

σ

λ δλ
σ

++

= = ≠

 
− 

 
+ 

= − 
 

∑ ∏

 

由此(2)式成立。 
在 ( ),bm uδ′ 中 u b= 时可以得出边界条件(3)，同时，(2)式在 u b= 时可得到(4)式。 
注意到(2)式本身并不依赖于界限 b，因此，可以得出一个结论，在没有界限 b 的条件下，Gerber-Shiu

贴现惩罚函数满足 n 阶非齐次微积分方程： 

( ) ( ),
11 1,

;
n nn

jk k
k

kk j j k
I D m u I D u

c c cδ

λ δλ δ λ
σ∞

== = ≠

+ + − = −  
   

∑∏ ∏  

其中 

( ) ( ) ( ) ( ),0
d .

u
k i iu m u x f x x uδσ ω∞= − +∫  

论文[7]可见，它是瑕疵更新方程的一个解。 
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4. 贴现惩罚函数的一个表示方法 

在这一部分，我们导出 ( ),bm uδ 的瑕疵更新方程。为实现这一目的，我们使用可积实值函数的 Dickson- 
Hipp 的算子 sT ， sT 的定义可见于论文[8] 

( ) ( ) ( )e d , .r u x
k x

T f x f u u r C
∞ − −= ∈∫  

论文[9]提供了关于 sT 的一系列性质。 
由定理 1 知 ( ),bm uδ 满足 n 阶非齐次方程，由微分方程理论，n 阶非齐次方程 ( ),bm uδ 的解可以表示为

一个特解 ( ),m uδ∞ 和相关齐次微积分方程的 n 个线性无关的解的组合： 

( ) ( ) ( )
0

11 1,
d .

λ δλ δ λ
== = ≠

+ + − = − −  
   

∑∏ ∏ ∫
n nn uji i

i
ii j j i

I D y u I D y u x f x x
c c c

            (11) 

令 ( ) ( )
0

ˆ e d
s sxy s y x x−= ∫ ，对(11)式微积分方程两边进行拉普拉斯变换，我们能得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1

1 11 1,

ˆˆ 0
λ δλ δ λ

ρ
−

−

= == = ≠

 −  + = − − −   
    

∑ ∑∏ ∏
n nn n

jk i i
k i

k ii j j i
y s s y s s f s

c c c
          (12) 

其中 

( )1 ,0
1

+1 - ,
n

i

i
s s

s c λ
λ δ

ρ τ
=

  = − −   
  

∏  

( ) ( ) ( )
2

2 1 ,1
1

,s s
s λρ ρ τ
−

 = −   

�  

( ) ( ) 1
1

1
1 ,

nn i
n

i
s s

c
λ δ

ρ −
−

=

+ = − − 
 
∑  

( ) ( )1 ,n
n sρ = −  

,0
1

n
i

i cλ
λ δ

τ
=

+
=∏  

( ), 1
, ,i
i

j

s
i j

c

λ
λ

τ
τ

λ δ
−= ≠
+

 

由(12)式可将(11)式写成 n 个线性无关解 ( ){ } ( ){ } ( ){ }1, 2, ,, 0 , , 0 , , , 0ny u u y u u y u uδ δ δ≥ ≥ ≥� 的组合，其

中当 ( ) ( ) ( )1, 2, ,0 1, 0 0, , 0 0ny y yδ δ δ= = =� 时 

( )

( )

1,
1 1

1

11 1,

1ˆ

ˆ ,

δ
λ δ λ δ

λ δλ δ λ

= =

−

== = ≠

 + +  = − − −  
  

 −  + ⋅ − − −   
    

∏ ∏

∑∏ ∏

n n
i i

i i

n nn
ji i

i
ii j j i

y s s
s c c

s s f s
c c c

             (13) 

当 ( ) ( ) ( )1, 2, ,0 0, 0 1, , 0 0ny y yδ δ δ= = =� 时 
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( ) ( ) ( )

( )

2

2, 1
1 ,

1

11 1,

1
ˆ

ˆ ,

δ

λ δ
ρ

λ δλ δ λ

= = ≠

−

== = ≠

+−  
= − 
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定理 2 Gerber-Shiu 贴现惩罚函数满足(2)式， ( ),bm uδ 的解的表达式为 
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其中，常数 iξ 是下列线性方程组的解： 
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证明 ( ),bm uδ 的形式显然有 
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因此，对(18)式中 u 求导令u b= ，同时由(3) (4)式我们能得到 
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(19)即为(16)式，利用 ( ),bm uδ 的结构形式(17)式，对(5)式中 u 求 1n − 阶导，得到 
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在 u b= 处将(21)式带入(20)右手边，得出(17)式。 
由论文[7]中性质 4.1 和 4.2 可知(13)~(15)右侧分母有且只有 n 个互不相同的正实根 1 2, , , ns s s� 。利用

论文[7]中(47)式，(13)~(15)式可被表示为 
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因此，现在可以利用拉普拉斯变换求出每个线性无关解的表达式 
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其中 
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瑕疵更新方程可以给出 ( ),iy uδ 的解析解。该表达式的核心是复合几何分布函数 ( )L uδ ， 
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其中 ( )nG yδ
∗ 是概率密度函数 ( )yδg 的 n 重卷积的生存分布。 
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