
Pure Mathematics 理论数学, 2024, 14(5), 69-77 
Published Online May 2024 in Hans. https://www.hanspub.org/journal/pm 
https://doi.org/10.12677/pm.2024.145162  

文章引用: 考梦诗. 图的顶点矩阵加权 Zeta 函数[J]. 理论数学, 2024, 14(5): 69-77.  
DOI: 10.12677/pm.2024.145162 

 
 

图的顶点矩阵加权Zeta函数 

考梦诗 

上海理工大学理学院，上海 
 
收稿日期：2024年3月11日；录用日期：2024年4月3日；发布日期：2024年5月16日 

 
 

 
摘  要 

对于一个图，定义了它的顶点矩阵加权zeta函数，并给出了相对应的行列式表达式。之后定义了图的顶

点矩阵加权L-函数。然后对于二部图给出了其顶点矩阵加权zeta函数和L-函数的具体形式。最后计算了

二部图zeta函数的例子。 
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Abstract 
We define a vertex matrix-weighted zeta function of a graph, and give a determinant expression of 
it. Then we give the L-function in this weight. Furthermore, we define a vertex matrix-weighted 
zeta function of a bipartite graph, and give the determinant expression of zeta function and L- 
function of a bipartite graph. Finally, we give an example of the zeta function of a bipartite graph. 
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1. 简要介绍 

图的 zeta 函数首先由 Ihara 提出，他对正则图定义了 Ihara zeta 函数，并证明了正则图的 Ihara zeta
函数的倒数是一个多项式。Sunada [1]得到了图的正则覆盖图的 zeta 函数和图的基本群的表示之间的联

系。Hashimoto [2]将 Ihara 关于正则图的 Ihara zeta 函数的结论推广到了非正则图，并证明了它的倒数

也是由一个包含边关联矩阵的行列式构成的多项式。利用非正则图的邻接矩阵，Bass [3]给出了非正则

图的 Ihara zeta 函数的另一个行列式表达式。之后，Stark 和 Terras [4] [5]定义了图的边 zeta 函数和路 zeta
函数。Sato [6] [7] [8]和他的合作者定义了各种加权版本的 zeta 函数，并得到这些 zeta 函数的行列式表

达式。 
这里所提到的图都是有限的简单图。 ( ) ( )( ),G V G E G= 是一个连通图，其中 ( )V G 是它的顶点集，

( )E G 是它的无向边集。uv 表示连接点 u 和 v 的一条边，弧 ( ),u v 是连接从 u 到 v 一条有向边。 

( ) ( ) ( ) ( ){ }, , , |D G u v v u uv E G= ∈ 。对于有向边 ( ) ( ),e u v D G= ∈ ，让 ( )u o e= ， ( )v t e= 。此外， ( )1 ,e v u− =

表示 ( ),e u v= 的逆。 
图G中长度为n的路P是一系列边 ( )1 2, , , nP e e e= � ，其中要满足 ( )ie D G∈ ，( ) ( )( )1 1 1i it e o e i n+= ≤ ≤ − 。

对于路 ( )1 2, , , nP e e e= � ， P n= ， ( ) ( )1o P o e= 并且 ( ) ( )nt P t e= ，当存在 ( )1 1i i n≤ ≤ − 使得 1
1i ie e−
+ = 时，称

这条路有回溯，当 ( ) ( )o P t P= 时，称这条路是一个圈。圈 ( )1 2, , , nC e e e= � 的逆是圈 ( )1 1 1 1
1 1, , ,n nC e e e− − − −
−= � 。 

对于两个圈 ( )1 1 2, , , mC e e e= � 和 ( )2 1 2, , , mC f f f= � 如果存在 k 使得对于所有的 j 有 j j kf e += ，这里的

指标都是 mod k 的，那么称这两个圈是等价的。一般而言圈 C 的逆和它本身是不等价的。[ ]C 表示圈 C 的

等价类，即所有与 C 等价的圈的集合。 rB 表示圈 B 进行 r 次循环得到的圈，这种圈称作圈 B 的幂次。如

果一个圈及与它等价的圈都没有回溯，那么就称它是约化的。此外如果圈 C 不是严格比它小的一个圈的

幂次，那么就称这个圈是素圈。事实上，图 G 的每个约化的素圈的等价类唯一对应图 G 在点 v 的基本群

( )1 ,G vπ 的共轭类。 
当u∈充分小，图 G 的 Ihare zeta 函数定义为 

( ) ( ) ( )[ ]

1
, 1 C

G CG u u uζ ζ
−

= = −∏ ， 

其中， [ ]C 跑遍 G 中约化的素圈的所有等价类[9]。 
本文的主要研究内容是定义了顶点矩阵加权的 zeta 函数和 L-函数，再通过计算得到图的顶点矩阵加

权 zeta 函数和 L-函数的行列式表达式。这一结果推广了文献[7]的结果，并且是文献[11]的顶点加权的类比。 

2. 图的顶点矩阵加权 zeta 函数 

( ) ( )( ),G V G E G= 是一个有限连通图，其中 ( ) { }1, , nV G v v= � ， ( ) { }1, , mE G e e= � 并且 

( ) { }1 1
1 1 ,, , ,m mD G e e e e− −= � 。令 ( ): k kw V G ×→ 表示一个函数。对于 G 中的圈 ( )1 2, , , rC e e e= � ， 

( )( ) ( )( )1C rW w t e w t e= � 。 
定义 1. 图的顶点矩阵加权 zeta 函数定义为： 

( ) ( )[ ]
1detG CCw I Wζ −= −∏ ， 
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其中， [ ]C 跑遍 G 中约化的素圈的所有等价类[11]。 
首先定义三个 2 2mk mk× 矩阵， ( ) ( ), ,e f e f D G

B B
∈

= ， ( ) ( )0 , ,e f e f D G
J J

∈
= 和 U： 

( ) ( )
, 0

k
e f

I t e o f
B

=
= 
 其他

，
1

, 0
k

e f
I f eJ

− =
= 
 其他

， 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )1 1
1 1 2, , , , ,m mU diag w t e w t e w t e w t e w t e− −= � 。 

之后便可以得到如下结果： 
定理 2. G 是一个 n 个点 m 条边的有限连通图。 ( ): k kw V G ×→ 表示一个函数，则图的顶点矩阵 zeta

函数的倒数可以写成： 

( ) ( )[ ] ( )( )1
2 0det detG C mkCw I W I U B Jζ − = − = − −∏ 。 

在证明定理 2 之前，我们需要如下的预备知识。我们将利用 Amitsur 恒等式[10]给出图 G 顶点矩阵加

权 zeta 函数的行列式表达。首先需要了解 Lyndon 字的定义，X 是一个有限非空集，<是 X 的一个全序集，

X*是 X 生成的自由幺半群。X 中的全序集<导出 X*中的典序<*。X 中的 Lyndon 字定义为 X*中的一个非空

素字，即对于 2r ≥ ，不存在一个字 l，使得它等于 rl ，并且在<*下的圈重排的类里是最小的。将 L 表示

成 X 中所有的 Lyndon 字。 
引理 3. 对于方阵 1, , kA A� ， ( )( ) ( )1det det

∈
− + + = −∏� k ll LI A A I A ，其中，这个运算跑遍所有 

{ }1, ,k� 中所有的 Lyndon 字，并且对于 1 pl i i= � 有 
1 pl i iA A A= � 。 

接下来对定理 2 进行证明： 
证明. 首先定义两个矩阵 ( )( )

( ), ,

w
e f e f D G

wB B
∈

= 和 ( )( )
( ), ,

w
e f e f D G

wJ J
∈

= ： 

( ) ( ) ( ) ( )
, 0
w

e f
w e t e o f

B
=

= 
 其他

， ( ) ( ) 1

, 0
w

e f
w e f eJ

− =
= 
 其他

。 

令 ( ) { }1 1 2, , , , ,m m mD G e e e e+= � � 使得 ( )1 1m i ie e i m−
+ = ≤ ≤ ，

jeX 是第 ( )1 1, ,k j jk− + � 行等于 −w wB J  
的第 ( )1 1, ,k j jk− + � 行，其他行等于 0 的 2 2mk mk× 矩阵。令 ( )∈

= −∑ ee D GM I X ，则对于弧π 任一序列， 

( ) ( )( )det
det

1

I w
I Xπ

π π −− = 


若 是约化的素圈

其他
， 

其中，对于 ( )1 re eπ = � 有
1 re eX X Xπ = � 。 

通过上面的引理可得 

( ) ( )( )1
2det detG mk

w ww M I B Jζ − = = − − 。 

而 
wUB B= ， 0

wUJ J= 。 

因此 

( ) ( )( ) ( )( )1
2 2 0det detG mk mk

w ww I B J I U B Jρζ − = − − = − − 。 

为了进一步得到 zeta 函数的行列式表达，定义两个分块矩阵： ( ) ( ) ( ), ∈
= =� �

xy x y V G
A A G A  
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( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1
,

0
k

xy
I w y w x w y x y D GA

− − ∈= 
 其他

， 

( ) ( ) ( ),xy x y V G
G DD D

∈
= =� � 是一个准对角矩阵定义为： 

( )
( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )1

1 1
xx k

o e x
D I w t e w t e w t e w t e

−
− −

=

= −∑ 。 

定理 4. G 是一个 n 个点 m 条边的有限连通图。 ( ): k kw V G ×→ 表示一个函数，并且对于所有的 

( )e D G∈ ( )( ) ( )( )( )1det 0−− ≠k i iI w t e w t e ，则图的顶点矩阵 zeta 函数的倒数可以写成： 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )1 1
1det detm

G nk k i iiw I A D I w t e w t eζ − −
=

= − + −∏� � 。 

定理 4 的证明见第 3 节定理 7。 

3. 图的 L-函数 

定理 5. G 是一个 n 个点 m 条边的有限连通图，Γ是一个有限群。 ( ): D Gα →Γ是一个一般电压分配， 

( ) ( ){ }|w v v V G∈ 是图 G 的一个顶点矩阵加权，其中 ( )w v 是 k k× 维矩阵。当 ( )1 2, , , tC e e e= � 是 G 的一个

圈时，定义 ( )( ) ( )( ) ( )( )1 2C tW w t e w t e w t e= � ，对于 G 中的路 ( )1 2, , , rP e e e= � ，令 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 rP e e eα α α α= � 。 ρ 是 Γ的度为 d 的一个表示。 
则图 G 关于 ρ 和α 的顶点矩阵加权 L-函数定义为： 

( ) [ ] ( )( )( ) 1
, , detG dk CCw I C Wζ ρ α ρ α

−
= − ⊗∏ ， 

其中， [ ]C 跑遍 G 中约化的素圈的所有等价类。 
令 ( ) { }1 1

1 1, , , ,m mD G e e e e− −= �  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )1 1 1 1
1 1 1 1, , , m mU diag e w t e e w t e e w t eρ ρ α ρ α ρ α− − − −= ⊗ ⊗ ⊗�  

( )( )
( ), ,e f e f D G

B B ρ
ρ

∈
= ， ( )( )

( ), ,e f e f D G
J J ρ
ρ

∈
= 定义如下： 

( ) ( ) ( )
, 0

dk
e f

I t e o f
B ρ =

= 
 其他

， ( )
1

, 0
dk

e f
I f eJ ρ

− =
= 
 其他

。 

定理 6. G 是一个 n 个点 m 条边的有限连通图，Γ是一个有限群。 ( ): D Gα →Γ是一个一般电压分配，

( ) ( ){ }|w v v V G∈ 是图 G 的一个顶点矩阵加权，其中 ( )w v 是 k k× 维矩阵。当 ( )1 2, , , tC e e e= � 是 G 的一个

圈时，定义 ( )( ) ( )( ) ( )( )1 2C tW w t e w t e w t e= � ，对于 G 中的路 ( )1 2, , , rP e e e= � ，令 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 rP e e eα α α α= � 。ρ 是 Γ的度为 d 的一个表示。则图 G 关于 ρ 和α 的顶点矩阵加权 L-函数的

倒数可以写成： 

( ) ( )( )1
2, , detG mkdw I U B Jρ ρ ρζ ρ α − = − − 。 

证明. 首先定义两个矩阵 ( )( )
( )

,
, ,

ww
e f e f D G

B B ρ
ρ

∈
= ， ( )( )

( )
,

, ,

ww
e f e f D G

J J ρ
ρ

∈
=  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ),
,

0
w

e f

e w e t e o f
B ρ ρ α ⊗ == 

 其他
， ( ) ( )( ) ( ) 1

,
,

0
w

e f

e w e f e
J ρ ρ α − ⊗ == 

 其他
。 
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令 ( ) { }1 1 2, , , , ,m m mD G e e e e+= � � 使得 ( )1 1m i ie e i m−
+ = ≤ ≤ ，

jeY 是第 ( )1 1, ,d j k djk− + � 行等于 w wB Jρ ρ−

的第 ( )1 1, ,d j djk− + � 行，其他行等于 0 的 2 2mkd mkd× 矩阵。令 ( )∈
= −∑ ee D GM I Y ，则对于弧π 任一序

列， 

( ) ( )( ) ( )( )det
det

1

I w
I Yπ

ρ α π π π − ⊗− = 


若 是约化的素圈

其他
， 

其中，对于 ( )1 re eπ = � 有
1π = �

re eY Y Y 。 

通过之前的引理可得 

( ) ( )( )1
2, , det det w w

G mkdw M I B Jρ ρζ ρ α − = = − − 。 

而 
wU B Bρ ρ ρ= ， wU J Jρ ρ ρ= ， 

因此 

( ) ( )( ) ( )( )1
2 2, , det detw w

G mkd mkdw I B J I U B Jρ ρ ρ ρ ρζ ρ α − = − − = − − 。 

之后对于任一个 g∈Γ ，定义一个 nk nk× 维矩阵 ( ) ( ), ,g xy g x y V G
A A

∈
= ： 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

.
, ,

0
k

xy g
I w y w x w y x y D G x y gA α

− − ∈ == 


并且

其他
。 

定理 7. G 是一个 n 个点 m 条边的有限连通图，Γ是一个有限群。 ( ): D Gα →Γ是一个一般电压分配，

( ) ( ){ }|w v v V G∈ 是图 G 的一个顶点矩阵加权，其中 ( )w v 是 k k× 维矩阵并且对于所有 ( )e D G∈ ，都有 

( )( ) ( )( )( )1det 0k i iI w t e w t e−− ≠ 。当 ( )1 2, , , tC e e e= � 是 G 的一个圈时，定义 

( )( ) ( )( ) ( )( )1 2C tW w t e w t e w t e= � ，对于 G 中的路 ( )1 2, , , rP e e e= � ，令 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 rP e e eα α α α= � 。 ρ 是

Γ的度为 d 的一个表示。则图 G 关于 ρ 和α 的顶点矩阵加权 L-函数的倒数可以写成： 

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )1 1
2

1
, , det det

m d

G k i i mkd g d
i g

w I w t e w t e I g A I D Gζ ρ α ρ− −

= ∈Γ

 
= − × − ⊗ + ⊗ 

 
∏ ∑ � 。 

证明. 首先定义两个矩阵 ( )( )
( ) ( ), ,e v e D G v V G

M M ρ
ρ

∈ ∈
= ， ( )( )

( ) ( ), ,e v e D G v V G
N N ρ

ρ
∈ ∈

= ： 

( ) ( )
, 0

dK
e f

I t e v
M ρ =

= 
 其他

， ( ) ( )
, 0

dk
e f

I o e v
N ρ =

= 
 其他

 

不难得到 ( )ρ ρ ρ=
T

B M N 。 

所以 ( ) ( )( ) ( )( )1
2 2, , det detρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρζ ρ α − = − − = − +

T
G mkd mkdw I U B J I U M N U J  

( )
( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( )( )

2 2 1 1
1

1

1

1

1

0
det det

0

det

det

m i i

mkd kd
i i i

m

kd d i i
i
m d

k i i
i

e w t e
I U J I

e w t e

I I w t e w t e

I w t e w t e

ρ ρ

ρ α

ρ α − −
=

−

=

−

=

  ⊗
  + = +  ⊗   

= − ⊗

= −

∑

∑

∑
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由条件 ( )( ) ( )( )( )1det 0−− ≠k i iI w t e w t e ， 

所以 2mkdI U Jρ ρ+ 可逆， 

因此 ( ) ( ) ( ) ( )( )11
2 2 2, , det detρ ρ ρ ρ ρ ρ ρζ ρ α

−− = + − +
T

G mkd mkd mkdw I U J I I U J U M N  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1
2 2 2 2det det

T T
mkd mkd mkd mkdI I U J U M N I N I U J U Mρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ

− −
− + = − +  

令
( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )1 1

kd i i

i
i i kd

I e w t e
H

e w t e I

ρ α

ρ α − −

 ⊗
 =
 ⊗ 

， 

所以 ( )2 1 2, , ,mkd mI U J diag H H Hρ ρ+ = �  

又因为
( ) ( )
( ) ( )

1 11

1 1

I FH F I HFI F
H I H I FH I HF

− −−

− −

 − − −   =     − − − 
 

令 ( )( ) ( )( ) 1
1

−
−− =k i i ii

I w t e w t e K ， ( )( ) ( )( ) 1
1

−
−− =k i i i i

I w t e w t e K ， 

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
1 1

1 1

1 1

1
1 11 1

d i i dii i i
i

i i d dii i i

I K e w t e I K
H

e w t e I K I K

ρ α

ρ α

− −

− −

− −

−
− −− −

    ⊗ − ⊗ ⊗    =  
    − ⊗ ⊗ ⊗    

， 

所以 ( ) ( )1 1 1 1
2 1 2, , ,ρ ρ

− − − −+ = �mkd mI U J diag H H H 。 
对于 ( ) ( ),e x y D G= ∈ ， 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

1
2

1
2

1
1

1
1

1
1

11

T
mkd

xy

T
mkdxe eyee

d k

d k

k

k

N I U J U M

N I U J U M

I I w t e w t e e w t e

I I w t e w t e e w t e

e I w t e w t e w t e

e I w y w x w y

ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ

ρ α

ρ α

ρ α

ρ α

−

−

−
−

−
−

−
−

−−

+

 = +  

 = ⊗ − ⊗  

= ⊗ − ⊗

 = ⊗ −  
 = ⊗ −  

 

对于 ( )x V G∈ ， 

( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( )

( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )

( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

11

1
2

1
2

,

1
1 1 1

1
1 1

1
1 1

T
mkd

xx

T
mkdxe e xeee o e x

d k
o e x

d k
o e x

d k
o e x

N I U J U M

N I U J U M

e w t e I I w t e w t e e w t e

I w t e I w t e w t e w t e

I I w t e w t e w t e w t e

ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ

ρ α ρ α

−−

−

−

=

−
− − −

=

−
− −

=

−
− −

=

+

 = +  

 = − ⊗ ⊗ − ⊗  

 = − ⊗ − 

 = − ⊗ − 

∑

∑

∑

∑

 

因此， 
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( ) ( )( ) ( ) ( )( )1
2 2 2det det

T
mkd mkd mkd g dgI N I U J U M I g A I GDρ ρ ρ ρ ρ ρ

−

∈Γ
− + = − ⊗ + ⊗∑ � 。 

当 ρ 是平凡表示时，定理 7 中的行列式表达式就是定理 4 中要证的等式。 

4. 二部图的顶点矩阵加权 Zeta 函数 

4.1. 二部图的 Zeta 函数 

在二部图中，顶点矩阵加权可以有稍微一般一些的形式，在这里并不要求每个矩阵都是方阵。具体

地，设 ,X YG 是一个 2n 个点在 X 中， 2n 个点在 Y 中并且有 m 条边的有限连通二部图，其中 

( ) { }1 1
, 1 1, , ,X Y mD G e e e− −= � 。 : ,x y y xw X Y× ×→ →  表示一个函数。对于 ,X YG 中的圈 ( )1 2, , , rC e e e= � ，令

( )( ) ( )( ) ( )( )1 2C rW w t e w t e w t e= � 。 
然后定义三个矩阵 ( ) ( ),

, ,
ˆ ˆ

X Y
e f e f D G

B B
∈

= ， ( ) ( )0 , ,
ˆ ˆ

e f e f D G
J J

∈
= 和Û ： 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ),

,
ˆ ,

0

y

e f x

I t e o f t e X
B I t e o f t e Y

= ∈
= = ∈

 其他

，

( )
( )

1

1
,

,
ˆ ,

0

y

e f x

I f e t e X
J I f e t e Y

−

−

 = ∈


= = ∈

 其他

， 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )1 1
1 1 2

ˆ , , , , ,m mU diag w t e w t e w t e w t e w t e− −= � 。 

之后再定义一个矩阵 ( )
,

ˆ ˆ
uv u v X Y

A A
∈

=
∪
和一个准对角矩阵 ( )

,
ˆ ˆ

uv u v X Y
D D

∈
=

∪
： 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1
,,ˆ

0
X Y

uv
I w v w u w v u v D GA

− − ∈= 
 其他

， 

( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )

1
1 1ˆ

uu o e uD I w t e w t e w t e w t e
−

− −
=

= −∑ 。 

则可以得到如下结果： 
定理 8. ,X YG 是一个 1n 个点在 X 中， 2n 个点在 Y 中并且有 m 条边的有限连通二部图，其中 

( ) { }1 1
, 1 1, , ,X Y mD G e e e− −= � 。 : ,x y y xw X Y× ×→ →  表示一个函数，并且对于所有的 ( ),X Ye D G∈ 都有 

( )( ) ( )( )( )1det 0−− ≠k i iI w t e w t e 。对于 ,X YG 中的圈 ( )1 2, , , rC e e e= � ，令 ( )( ) ( )( ) ( )( )1 2C rW w t e w t e w t e= � 。

则二部图 ,X YG 的顶点矩阵加权 zeta 函数的倒数可以写成： 

( )
[ ]

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )( )
,

2 1

1
0

1

1

ˆ ˆ ˆdet det

ˆ ˆdet det .

X YG C m x y
C

m

n x n y i i
i

w I W I U B J

I A D I w t e w t e

ζ −
+

−
+

=

= − = − −

= − + −

∏

∏
 

该定理的证明和前面的证明类似。 

4.2. 二部图的 L-函数 

定理 9. ,X YG 是一个 1n 个点在 X 中， 2n 个点在 Y 中并且有 m 条边的有限连通二部图。w 是 4。中定

义的 ,X YG 的一个顶点矩阵加权。Γ 是一个 r 阶的群， ( ): D Gα →Γ是一个一般电压分配。此外， ρ 是 Γ
的一个度为 d 的表示。则图 ,X YG 关于 ρ 和α 的顶点矩阵加权 L-函数的倒数可以写成： 

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )
,

1 1

1

ˆ, , det det
X Y

m d

G i i g d
i g

w I w t e w t e I g A I Dζ ρ α ρ− −

= ∈Γ

 
= − × − ⊗ + ⊗ 

 
∏ ∑ ， 
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其中矩阵 ( ), ,g uv g u v X Y
A A

∈
=

∪
定义为： 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
,

,
, ,

0
X Y

uv g
I w v w u w v u v D G u v gA α

− − ∈ == 
 其他

。 

4.3. 例子 

, 2,2X YG K= 是一个完全二部图，其中点1,2 X∈ ，点3,4 Y∈ 。w 是 ,X YG 的一个顶点矩阵加权定义为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 , 2 , 3 , 4 .
a c

w w w p q w r s
b d
   

= = = =   
   

 

很容易看出 2,2K 的约化的素圈的等价类是 [ ]C 和 1C−  ，其中 ( )1,3,2,4C = 。 
通过 ( )

2,2K wζ 的定义有： 

( ) ( )( ) ( )( )
( )( )( ) ( )( )( )

2,2

1 1
2 1det det

1 1 .

K w I W C I W C

pc qd ar bs pa qb cr ds

ζ − −= − −

= − + + − + +
 

令 , , ,E pa qb F ar bs G pc qd H cr ds= + = + = + = + 可以得到： 

( ) ( )13 14
1 1ˆ ˆ, ,

1 1
A p q A r s

E F
= =

− −
 

( ) ( )23 24
1 1ˆ ˆ, ,

1 1
= =

− −
A p q A r s

G H
 

31 41
1 1ˆ ˆ, ,

1 1
   

= =   − −   

a a
A A

b bE F
 

32 42
1 1ˆ ˆ, .

1 1
   

= =   − −   

c c
A A

d dG H
 

所以 

13 14

23 24

31 32

41 42

ˆ ˆ0 0
ˆ ˆ0 0ˆ

ˆ ˆ 0 0
ˆ ˆ 0 0

A A

A A
A

A A

A A

 
 
 

=  
 
 
 

， 

1 1ˆ , , ,
1 1 1 1 1 1

1 1 .
1 1

pc qc pa qaE F G HD diag
pd qd pb qbE F G H G E

ar as cr cs
br bs dr dsF H

    = + + +    − − − − − −    
   +    − −    

 

通过 4.1 的定理 8 可以得到 

( ) ( ) ( )( )( )( )
( )( )

( )( )( ) ( )( )( )

, 6
ˆ ˆdet 1 1 1 1

1 1

1 1 .

X YG w I A D E F G H

GF EH

pc qd ar bs pa qb cr ds

ζ = − + × − − − −

= − −

= − + + − + +
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