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摘  要 

本文建立了一类具有饱和发生率和无症状感染的SAIRS传染病模型。计算了模型的基本再生数R0，并推

导出了模型的无病平衡点X0和地方病平衡点X*。进一步地，对模型在饱和发生率的条件下平衡点的稳定

性通过解得有界性和构造合适Lyapunov函数方法进行了研究。 
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Abstract 
We have established a class of SAIRS infectious disease models with saturated incidence and asym- 
ptomatic infection. The basic reproduction number R0 of the model has been calculated, and the 
disease-free equilibrium point X0 and endemic equilibrium point X* have been derived. Further-
more, we conducted a qualitative analysis of the stability of equilibrium points under saturated 
incidence conditions using methods involving boundedness and constructing suitable Lyapunov 
functions. 
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1. 引言 

传染病在全球范围内一直是公共卫生的重大挑战。数学模型在理解疾病传播机制和制定控制策略方面

发挥着关键作用。特别是，SAIRS 模型带有无症状感染[1] [2] [3] [4]，作为一种实用的传染病模型，已被广

泛应用于描述具有免疫的传染病的动态过程。然而，传统的传染病模型通常假设疾病的传播率是恒定的，

这在某些情况下可能不太现实。在真实世界中，由于行为改变、医疗资源限制等因素，疾病的传播率往往

会随着感染人数的增加而降低[5]，因此，为了合理分析、研究传染病的传播机理，必须选取恰当的发生率。

在许多传染病模型中都是采用的线性发生率。但是，线性发生率假设染病者的数量是按线性增长的，这种

假设对于某些传染病而言无法全面描述其传播规律。相比而言，非线性发生率更能准确地描述传染病的发

生规律，在各种类型的非线性发生率中，本文选取一种具有代表性的非线性发生率，即饱和发生率[6]。引

入饱和发生率来修改 SAIRS 模型，使其能够更准确地描述疾病传播的实际情况，是本文研究的主要目的。 
本文通过引入具有饱和发生率的 SAIRS 模型，旨在探究饱和效应对疾病传播动态的影响。通过建立

一类具有无症状感染的传染病模型，分析其在饱和发生条件下基本再生数、疾病平衡态。 

2. 模型的建立 

为了准确反应传染病传播过程中的影响，我们采用饱和发生率函数 ( )0 1A cAβ + 和 ( )0 1I cIβ + ，建

立一如下 SAIRS 传染病模型： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0

0 0

d
d 1 1

d
d 1 1

d
d

d
d

A

I

A I

S t A IA t I t S t S t R t
t cA cI

A t A IA t I t S t A t
t cA cI

I t
A t I t

t
R t

A t I t S t R t
t

β βµ µ ν γ

β β α δ µ

α δ µ

δ δ ν γ µ

 = − + − + + + + 

 = + − + + + + 

= − +

= + + − +

                 (1) 

其中，将人群分为易感人群(S)、无症状感染者(A)、有症状感染者(I)和康复人群(R)，将每一天的人数记

为 ( )S t 、 ( )A t 、 ( )I t 、 ( )R t ， µ表示出生率和死亡率，从无症状区室，个体可以以α的速率发展为有

症状感染 I 级，也可以以 Aδ 的速率在没有出现症状的情况下康复；有症状的感染者可以以 Iδ 的速度康复。

ν 表示疫苗接种率，γ 为恢复到易感的速率，c 为正的调节系数。感染发生率为饱和发生率，通过接触无

症状感染者(比率为 ( )0 1A cAβ + )或有症状个体(比率为 ( )0 1I cIβ + )传播给易感人群[6]。该模型的初始条

件为 ( ) ( ) ( ) ( )( )0 , 0 , 0 , 0S A I R ，并属于集合 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }4, , , 1D S A I R R S t A t I t R t+= ∈ | + + + = , 

Open Access

https://doi.org/10.12677/pm.2024.145165
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


蔡钧如，孙福芹 

 

 

DOI: 10.12677/pm.2024.145165 94 理论数学 
 

即 D 为系统的有界正不变集，系统的流程图如图 1 所示。 
 

 
Figure 1. Flowchart of SAIRS infectious disease model 
图 1. SAIRS 传染病模型的流程图 
 

由于模型中 ( )S t ， ( )A t ， ( )I t 的微分方程中不包含 ( )R t ，因此可以只考虑以下模型： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0

0 0

d 1
d 1 1
d
d 1 1
d
d

A

I

A IS A t I t S t r S t A t I t
t cA cI

A IA A t I t S t A t
t cA cI
I A t I t
t

β βµ µ ν γ

β β α δ µ

α δ µ

 = − + − + + + − − + + 
 = + − + + + + 

= − +

         (2) 

初始条件 ( )0S ， ( )0A ， ( )0I 属于集合 ( ) ( ) ( ) ( ){ }3, , 1D S A I R S t A t I t+= ∈ | + + ≤ 。 

模型(2)可由矢量法[7]写为
( ) ( )( )d

d
x t

f x t
t

= ，其中 ( ) ( ) ( ) ( )( ), ,x t S t A t I t= ， 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )1 2 3, ,f x t f x t f x t f x t= 。 

3. 模型的平衡点和基本再生数 

考虑模型(2)的无病平衡点 ( )0 00 00 00, ,X S A I=  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 0
1

0 0
2

3

1
1 1

1 1 A

I

A If t A t I t S t S t A t I t
cA cI

A If t A t I t S t A t
cA cI

f t A t I t

β βµ µ ν γ γ

β β α δ µ

α δ µ

 = − + − + + + − − + + 
 = + − + + + + 

= − +

       (3) 

将 00 0A = ， 00 0I = 代入 ( )1 0f t = ，可得 

00S µ γ
µ ν γ

+
=

+ +
 

因此模型存在唯一无病平衡点 

0 ,0,0X µ γ
µ ν γ

 +
=  + + 

. 

引理 1 模型(2)的基本再生数 R0为 

( )( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 0
0

I

I A

A I
R

δ µ β αβ µ γ
δ µ α δ µ µ ν γ

+ + +
=

+ + + + +
. 
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证明 使用下一代矩阵方法求模型(2)的基本再生数，模型(2)有两个受感染的隔间，分别为 A 和 I，模

型中对应的微分方程为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 0d
d 1 1

d
d

A

I

A t A IA t I t S t A t
t cA cI

I t
A t I t

t

β β α δ µ

α δ µ

 = + − + + + + 

= − +

 

将这两个微分方程改写为矩阵形式 

( ) ( )d
d
x x x
t
= −  . 

则微分方程可写为以下形式： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

1 1

2 2

d , , , ,
d
d , , , ,
d

A S t A t I t S t A t I t
t
I S t A t I t S t A t I t
t

= −

= −

 

 
, 

式中 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

0 0
1
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, ,
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, , 0

, ,
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S t A t I t A t I t
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 = + + + 
=

= + +

= − + +









, 

计算得矩阵 ( )x 和 ( )x 在无病平衡点 X0处的 Jacobian 矩阵分别为 

( ) ( )
1 1 0 00 0 00

2 2

2 2

1 1
0 0

A S I S
A I cA cIF

A I

β β∂ ∂      ∂ ∂ + += =   ∂ ∂      ∂ ∂ 

 

 
, 

1 1

2 2

0A

I

A IV

A I

α δ µ
α δ µ

∂ ∂ 
  + + ∂ ∂= =   − +∂ ∂    ∂ ∂ 

 

 
, 

计算可得 

( ) ( )

1

1 0

1
A

A I I

V
α δ µ

α
α δ µ δ µ δ µ

−

 
 + + =
 
 + + + + 

, 

利用下一代矩阵法[8]可得 1M FV −= ，则 

( ) ( )

( ) ( )

0 00 0 00
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1 0
1 1

1
0 0
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A I I

A S I S
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β β
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α
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, 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 00 0 00 0 00

2 2 21 1 1
0 0

A A I I

A S I S I S
cA cI cIM

β αβ β
α δ µ α δ µ δ µ δ µ

 + + + + + + + + + +=  
 
 

. 

基本再生数 R0为 M 的谱半径，即 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 00 0 00

0 2 21 1A A I

A S I SR
cA cI

β αβ
α δ µ α δ µ δ µ

= +
+ + + + + + +

, 

式中 

00S µ γ
µ ν γ

+
=

+ +
, 

将 S00代入整理 R0，得 

( )( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 0
0

I

I A

A I
R

δ µ β αβ µ γ
δ µ α δ µ µ ν γ

+ + +
=

+ + + + +
. 

引理 2 当 0 1R < 时，模型(2)只有一个无病平衡点为 X0；当 0 1R > 时，除了无病平衡点 X0，模型(2)
还有一个地方病平衡点 ( )* * * *, ,X S A I= 。 

证明 令 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0

0 0

1 0
1 1

0
1 1

0

A

I

A IA t I t S t r S t A t I t
cA cI

A IA t I t S t A t
cA cI

A t I t

β βµ µ ν γ

β β α δ µ

α δ µ

 − + − + + + − − = + + 
 + − + + = + + 

− + =

         (4) 

由方程组(4)的第三个方程，可得 

* *IA Iδ µ
α
+

= , 

将其替换到方程组(4)的第二个方程式，得 

( )* * * *0 0
*

*
0

11
I I

A
I

A II I S I
cIc I

β βδ µ δ µα δ µδ µ α α
α

 
 + +

+ − + + = + + +
 

, 

由于 * 0I ≠ ，有 

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

* *
*

* *
0 0

00
* *

1

1

1
1

I A II A

I I

I

I

cI c I
S

A cI I c I
AI

cI c I

α δ µ α δ µ δ µδ µ α δ µ
αβ δ µ αβ α δ µ

β δ µβα
δ µ

α
α

+ + + + + ++ + +
= =

  + + + + +
 

+ + +  + +    

 

再将 *S ， *A ，代入方程组(3)的第一个方程，得一元三次方程 *I 的正解，可由 *3 *2 *
1 2 3 4 0a I a I a I a+ + + =

表示，其中 1 2 3 4, , ,a a a a 均由方程中参数表示，由解得非负性可知，在 D 中模型(2)有一个地方病平衡点

( )* * * *, ,X S A I= 。 
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4. 平衡点稳定性分析 

下面根据解的有界性和构造合适的 Lyapunov 函数方法分析模型(2)在无病平衡点 X0和地方病平衡点
*X ，在 0 1R > 及 0 1R < 时的局部渐近稳定性和全局渐近稳定性。 

4.1. 无病平衡点 X0稳定性分析  

定理 1 (i) 若 0 1R < ，则无病平衡点 X0是局部渐近稳定的； 
(ii) 若 0 1R > ，则无病平衡点 X0是不稳定的。 
引理 2 矩阵 ( )F V− 有实谱，若 ( )1 1FVρ − < ，则 ( )F V− 特征值为负。 
证明 

( )
( )

( ) ( )
( )

0 00 0 00
2 21 1
A

I

A S I S
F V cA cI

β α δ µ β

α δ µ

+ + 
 

− = + + 
 − + 

                        (5) 

由于 ( )F V− 为 2 × 2 矩阵，其非对角线元素具有相同符号，因此可以看出其特征值为实特征值。可

设 

a b
N

c d
 

=  
 

, 

,b c 同号， 

( ) ( )2

1,2

4
2

a d a d bc
λ

+ ± − +
= , 

可以看出根为两个非负值的和，若 ( )1
0 1FV Rρ − = < ，则 ( )F V− 的所有特征值是负的。由引理 1 和

文献 2 中的定理可知，模型(2)的无病平衡点 X0是局部渐近稳定的。 
定理 2 若 0 1R < ，则无病平衡点 X0是全局渐近稳定的。 
证明 由于 D 是模型(2)的不变集，并鉴于定理 1，足以证明对于所有 ( )0X D∈  

( )lim 0
t

A t
→∞

= , ( )lim 0
t

I t
→∞

= , ( ) 00lim
t

S t S
→∞

= , 

S00如(3)中所示。根据模型(2)的第一个方程可得 

( ) ( ) ( )d
d
S t

S t
t

µ γ µ ν γ≤ + − + +  

可以看出，S00是比较方程的全局渐近稳定平衡点，比较方程为 

( ) ( ) ( )dy t
y t

dt
µ γ µ ν γ= + − + +  

由此可得，对于 0ε∀ > ， 0t∃ > ，使得对于所有 t t≥ ，有 ( ) ( )00S t S t ε≤ + 。 
证明如下 

( ) ( ) ( )S t S tµ γ µ ν γ′ ≤ + − + +  

( ) ( ) ( )S t S tµ ν γ µ γ′+ + + ≤ +  

( ) ( )( ) ( ) ( )e et tS t µ ν γ µ ν γµ γ+ + + +′ ≤ +  
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( ) ( ) ( ) ( )( )e 0 e 1t tS t Sµ ν γ µ ν γµ γ
µ ν γ

+ + + ++
− ≤ −

+ +
 

( ) ( ) ( ) ( )( )0 e 1 et tS t S µ ν γ µ ν γµ γ
µ ν γ

− + + − + ++
≤ + −

+ +
 

可得 ( ) ( )00S t S t ε≤ + ，证毕。 
因此 

( ) 00limsup
t

S t S
→∞

≤                                       (6) 

由(6)和模型(2)可得 t t≥ 时，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0
00

d
d 1 1 A
A t A IA t I t S A t

t cA cI
β β ε α δ µ ≤ + + − + + + + 

 

( ) ( ) ( )d
d I
I A t I t
t

α δ µ= − +  

考虑比较系统 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 0
1 00 12

1 2

d
d 1 1

β β
ε α δ µ

 
= + + − + + + + 

A

w t A I
w t w t S w t

t cw cw
 

( ) ( ) ( ) ( )2
1 2

d
d

α δ µ= − +I

w t
w t w t

t
 

( ) ( )1 =w t A t , ( ) ( )2 =w t I t  

则可将比较系统重写为以下形式 

( ) ( ) ( )d
d

w t
F V w t

t ε ε= −  

其中 ( ) ( ) ( )( )T
1 2,w t w t w t= ，( )F Vε ε− 是矩阵(8)中的矩阵，将 ( ) ( )0 00 ,0,0X Sε ε= + 带入计算。我们可以看

出若 ( )1
0 1R FVρ −= < ，我们可以选择一个足够小的 0ε > ，使得 ( ) 1F Vε ερ − < 。然后，将引理 1 应用于

( )F Vε ε− ，能够的到 ( )F Vε ε− 有一个实谱，并且它的所有特征值为负的。无论初始值为何值均遵循 
( )lim 0

t
w t

→∞
= ，从中有 

( )lim 0
t

A t
→∞

= , ( )lim 0
t

I t
→∞

=  

对于 0ε∀ > ， 1t∃ ，使得对于 1t t∀ ≥ ，有 ( )A t ε< ， ( )I t ε< ，因此对 1t t≥ 有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0d
1 2

d 1 1
S t A I S t S t

t c c
β βµ ε µ ν γ γ ε

ε ε
 ≥ − + − + + + − + + 

 

可以看出
( )

( ) ( )0 0

1 2

1
A I

c

µ γ ε
ε β β µ ν γ
ε

+ −

+ + + +
+

是比较方程的全局渐近稳定平衡点，比较方程为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0
d

1 2
d 1
y t

A I S t S t
t c

εµ β β µ ν γ γ ε
ε

= − + − + + + −
+

 

由此可得对于 0ξ∀ > ， 2 0t∃ > ，使得对于所有 2t t≥ 有 

( ) ( )
( ) ( )0 0

1 2

1

S t
A I

c

µ γ ε
ξε β β µ ν γ

ε

+ −
≥ −

+ + + +
+
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证明如下 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 2
1 1

A IS t S t S t
c c

β βµ ε µ ν γ γ ε
ε ε

 ′ ≥ − + − + + + − + + 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 2
1

S t A I S t
c
ε β β µ ν γ µ γ ε
ε

 ′ + + + + + ≥ + − + 
 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )0 0 0 01 1e 1 2 e

A I t A I t
c cS t
ε εβ β µ ν γ β β µ ν γ
ε εµ γ ε

   + + + + + + + +   + +   
 

′ ≥ + − 
 
 

 

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )0 0 0 01 1

0 0

1 2
e 0 e 1

1

A I t A I t
c cS t S

A I
c

ε εβ β µ ν γ β β µ ν γ
ε εµ γ ε

ε β β µ ν γ
ε

   + + + + + + + +   + +   
 + −

− ≥ − 
 

+ + + +  
+

 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )0 0 0 01 1

0 0

1 2
0 e 1 e

1

A I t A I t
c cS t S

A I
c

ε εβ β µ ν γ β β µ ν γ
ε εµ γ ε

ε β β µ ν γ
ε

   − + + + + − + + + +   + +   
 + −

≥ + − 
 

+ + + +  
+

 

由此可得 

( ) ( )
( ) ( )0 0

1 2

1

S t
A I

c

µ γ ε
ξε β β µ ν γ

ε

+ −
≥ −

+ + + +
+

, 

对 0ε∀ > ，有 ( ) ( )
( ) ( )0 0

1 2
liminf

1
t

S t
A I

c

µ γ ε
ε β β µ ν γ
ε

→∞

+ −
≥

+ + + +
+

，使 0ε → ，则有 ( ) 00lim inf
t

S t S
→∞

≥ ，结合

(6)我们可得 

( ) 00lim
t

S t S
→∞

=  

因此，当 0 1R < ，模型(2)的无病平衡点 X0是全局渐近稳定的。 

4.2. 地方病平衡点 X*稳定性分析 

在本节中分析 SAIR 模型的地方病的全局渐近稳定性，为了简化分析，这里我们引入了一种具有永

久免疫的传染病模型，即 0γ = 的模型(2)的全局渐近稳定性，这类 SAIR 模型的动力学为以下方程组： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0

0 0

d
d 1 1
d
d 1 1
d
d

A

I

A IS A t I t S t S t
t cA cI

A IA A t I t S t A t
t cA cI
I A t I t
t

β βµ µ ν

β β α δ µ

α δ µ

 = − + − + + + 
 = + − + + + + 

= − +

                 (7) 

基本再生数 

( )
( ) ( )

0 0
0

I

I A

A I
R

β δ µ αβ
δ µ α δ µ

+ +
=

+ + +
. 

定理 3 当 0 1R > 时，模型(3)的地方病平衡点 X*是全局渐近稳定的。 
证明 地方病平衡点 ( )* * * *, ,X S A I= 满足方程 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * * *0 0
* *1 1

A IA t I t S t S t
cA cI

β βµ µ ν = + + + + + 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * * *0 0
* *1 1A

A IA t A t I t S t
cA cI

β βα δ µ  + + = + + + 
 

( ) ( ) ( )* *
IA t I tα δ µ= +  

为了方便记法，可省略对 t 的依赖，考虑和函数 1 1 2 2 3V c V c V V= + + ，其中 1 0c > ， 2 0c > ， 

*
1 *

SV S g
S

 =  
 

, *
2 *

AV A g
A

 =  
 

, *
3 *

IV I g
I

 =  
 

, 

设 ( ) ( )1 ln 0g x x x x= − − > ，则 ( ) ( )1 ln 1 0g x x x g= − − ≥ = 。对 0x∀ > ，有 

*
Su
S

= , *
Ay
A

= , *
Iz
I

=                                  (8) 

由方程组(7)中的第一个方程，可得 

( )
*

0 01
1 1

d 1
d 1 1

A IV Sc c A I S S
t S cA cI

β βµ µ ν
   = − − + − +    + +   

, 

将 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * * *0 0
* *1 1

A IA t I t S t S t
cA cI

β βµ µ ν = + + + + + 
带入，得 

( ) ( )
*

* * * * *0 0 0 01
1 1 * *

d 1
d 1 1 1 1

A A I IV Sc c S S A S AS I S IS
t S cA cA cI cI

β β β βµ ν
  = − + − + − + −  + + + +  

 

将(8)代入化简该方程，得 

( ) ( )* * * * * * * * *0 0 0 01
1 1 * * * *

d 11 1
d 1 1 1 1

A A I IVc c S u A S uyA S I S uzI S
t u cA cyA cI czI

β β β βµ ν  = − + − + − + −  + + + +  
 

由方程组(7)中的第二个方程，可得 

( )
*

0 02
2 2

d 1
d 1 1 A

A IV Ac c A I S A
t A cA cI

β β α δ µ
   = − + − + +    + +   

 

将(8)代入化简该方程，得 

* * * * * * * *0 0 0 02
2 2 * * * *

d 11
d 1 1 1 1

A A I IVc c uyA S yA S uzI S yI S
t y cyA cA czI cI

β β β β  
= − − + −  + + + +  

 

由方程组(7)中的第三个方程，可得 

( )( )
*

3d 1
d I
V I A I
t I

α δ µ
 

= − − + 
 

 

* *
3

*
d 1
d
V I IAA
t I I

αα
  

= − −  
   

 

( ) ( ) ( )( )
*

* * *3
* * *

d 1 ln ln
d
V A I AIA A y y z z A g y g z
t A I A I

α α α
 

= + − − ≤ − + − + = − 
 

. 
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则由上述三个方程相加得
d
d
V
t

 

( ) ( )

( ) ( )( )

* * * * * * * * *0 0 0 0
1 * * * *

* * * * * * * * *0 0 0 0
2 * * * *

d 11 1
d 1 1 1 1

11
1 1 1 1

A A I IV c S u A S uyA S I S uzI S
t u cA cyA cI czI

A A I Ic uyA S yA S uzI S yI S A g y g z
y cyA cA czI cI

β β β βµ ν

β β β β α

  = − + − + − + −  + + + +  
   

+ − − + − + −  + + + +  

 

( ) ( )* * * * * * *0 0 0
1 1 1 1* * *

* * * * * *0 0 0
1 2 2* * *

2

d 1 1 1 11 1 1 1 1
d 1 1 1

1 1 11 1 1
1 1 1

11

A A IV c S u c A S c uyA S c I S
t u u cA u cyA u cI

I A Ac uzI S c uyA S c yA S
u czI y cyA y cA

Ic
y

β β βµ ν

β β β

β

       = − + − + − − − + −       + + +       

    − − + − − −     + + +     
 

+ − 
 

( ) ( )( )* * * * *0 0
2* *

11
1 1

IuzI S c yI S A g y g z
czI y cI

β α 
− − + − + + 

 

( ) ( )* * *02
1 1 *

1

* * * *0 02 2
1 1* *

1 1

2
1

1

d 1 1 11 1 1 1
d 1

1 1 1 11 1 1 1
1 1

1 11 1

AV cc S u c uy uy A S
t u u c y cyA

A Ic cc y A S c uz uz I S
u c y cA u c y czI

cc
u c y

βµ ν

β β

     = − − + − − − − −       +      
         + − − − − − − −         + +         

 + − − −  
  

( ) ( )( )* * *0
*1

Iy I S A g y g z
cI

β α
 

+ −  + 

 

式中 

( ) ( ) ( )

2 2 2

1 1 1

2 2 2 2

1 1 1 1

1 11 1

1 1

c c cuy uy uy y uy u
u c y c c

c c c cuy y u g uy g y g u
c c c c

  − − − = − − +   
   
   

= − − + = − − +   
   

 

( )

2 2 2

1 1 1

2 2 2

1 1 1

1 1 11 1 1

1 11

c c cy y
u c y u c c

c c cy g g y
c u c u c

  − − − = − − +   
   
   = + − − = − −   

  

 

( ) ( )

2 2 2

1 1 1

2 2 2 2

1 1 1 1

1 11 1

1 1

c c c uzuz uz uz z uz
u c y c c y

c c uz c c uzuz z g uz g z g
c c y c c y

  − − − = − − +   
   
     

= − − + = − − +     
    

 

( )

2 2 2

1 1 1

2 2 2

1 1 1

1 1 11 1 1

1 11

c c cy y
u c y u c c

c c cy g g y
c u c u c

  − − − = − − −   
   
   = − − − = − −   

  

 

整理代入
d
d
V
t
，得 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

* * *02 2
1 1 *

1 1

* * * *0 02 2 2
1 1* *

1 1 1

*02
1 *

1

d 11 1 1
d 1

1 1
1 1

1
1

AV c cc S u c g uy g y g u A S
t u c c cyA

A Ic c c uzc g g y A S c g uz g z g I S
u c cA c c y czI

Icc g g y I
u c cI

βµ ν

β β

β

   = − − + − − − − +    +    
       − + − − − +       + +       

  − +   +  
( ) ( )( )* *S A g y g zα+ −

 

对该方程进行放缩 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

* * *02 2
1 1 *

1 1

* * * *0 02 2 2
1 1* *

1 1 1

02
1

1

d 11 1 1
d 1

1 1
1 1

1
1

AV c cc S u c g uy g y g u A S
t u c c cg y A

A Ic c c uzc g g y A S c g uz g z g I S
u c cg y A c c y cg z I

Icc g g y
u c c

βµ ν

β β

β

   ≤ − − + − − − − +    +    
       − + − − − +       + +       

  − +   +   ( ) ( ) ( )( )* * *
* I S A g y g z

g z I
α+ −

 

整理右式，可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

* * *02 2 2
1 1 *

1 1 1

* * *02 2 2
1 *

1 1 1

d 1 11 1 1
d 1

11
1

AV c c cc S u c g uy g y g u g g y A S
t u c c u c cg y A

Ic c uz cc g uz g z g g g y I S A g y g z
c c y u c cg z I

βµ ν

β α

     ≤ − − + − − − − + + +      +     
      − − − + + + + −      +    

 

令 

( )( )* *

1 2 * *
0

1A cg z I
c c

I S I
α

β

+
= = , 

则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 *
* * * *0 0

1 1 1* *

1d 1 1
d 1 1

u S A IV uzc c g u g A S c g g I S
t u u cg y A y u cg z I

µ ν β β− +       ≤ − − + − +       + +       
 

因此，当 0 1R > 时，有 

d 0
d
V
t
≤ . 

且考虑 
d 0
d
V
t
≤  

当且仅当 

( )
*

*
*, , , AIH S A I S S I

A
 

= | = = 
 

, 

故 

( ) d, , 0
d
VS A I
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的最大不变集为单点集{ }*X 。由 Lasalle 不变集原理，以及 X*的局部渐近稳定性可知，当 0 1R > 时，模型

(8)的地方病平衡点 X*是全局渐近稳定的。 

5. 结语 

本文基于具有无病感染者的 SAIRS 传染病模型，考虑了带有饱和发生率的情形，探究了饱和效应对

疾病传播动态的影响，首先通过下一代矩阵法计算了模型的基本再生数 R0，并求得了模型的无病平衡点

X0和地方病平衡点 X*。接着，运用解得有界性以及构造适当的 Lyapunov 函数对 SAIRS 传染病模型的无

病平衡点 X0和地方病平衡点 X*的稳定性进行了分析，证明了当基本再生数 0 1R < 时，传染病模型的无病

平衡点 X0 是局部渐近稳定，并且全局渐近稳定；而当基本再生数 0 1R > 时，对于简化的传染病模型的地

方病平衡点 X*是全局渐近稳定的，通过对具有饱和发生率的 SAIRS 传染病模型稳定性的深入分析，有助

于为未来对具有饱和发生率模型的分支问题提供有益的理论支持。 
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