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摘  要 

本文基于G-期望空间理论，通过反证法，利用Hessian矩阵将G-方程的极值定理推广到多维空间和变系

数的情况，得到了多维变系数G-方程极值在定义域边界取得的结论，在物理学、金融学以及计算数学领

域有很高的实用性价值。 
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Abstract 
This article is based on the theory of G-expected space and uses the method of proof to generalize 
the extreme value theorem of G-equations to multi-dimensional space and variable coefficient cases 
using Hessian matrix. The conclusion that the extreme values of multi-dimensional variable coef-
ficient G-equations are obtained at the boundary of the domain is obtained, which has high prac-
tical value in the fields of physics, finance, and computational mathematics. 
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1. 引言 

2007 年，Peng [1]首次提出了 G-期望空间理论，即直接对于不确定量——随机变量来定义其非线性

期望泛函，并通过 G-热方程引入了 G-正态分布和 G-Brown 运动等定义，得出了非线性期望下的大数定

律和中心极限定理，而作为一种特殊的 Hamilton-Jacobi-Bellman 方程，G-热方程在金融数学和随机控制

领域中得到了广泛应用。Pasik-Duncan [2]和 Duncan [3]对 G 热方程的粘性解进行了研究，并验证了其粘

性解的存在性和唯一性。Peng [4] [5] [6]针对初值函数为凹函数或凸函数的情形进行了深入的研究，并给

出了具体的计算公式。Hu [7]得到了对每个整数 1k ≥ ，初值条件为 ( ) kx xϕ = 的 G 热方程的显式粘性解。

Peng 和 Zhou [8]分别针对初值为 ( ) { }x ax Iϕ >= 与 ( ) { }x ax Iϕ <= 的 G-热方程给出了显式解的形式，同时针对

初值为 ( ) { }x ax Iϕ >= 的 G-热方程给出了解满足的渐近不等式。近年来，众多学者着重与研究 G-热方程的

数值方法，2010 年，Gong 和 Yang [9]讨论了有限差分方法用于离散化 G-热方程，并考虑了全隐式方案

以及牛顿迭代方法在这一过程中的应用，进一步证明了全隐式离散化方案收敛到 G-热方程的粘性解。Qian 
[10]得出 G-热方程的 Tychonoff 唯一性定理，有助于理解其唯一解的特性。2019 年，Hu [11]等人讨论了

G-热方程的显式解及其应用。2021 年，Li [12]等人研究了 g-正态分布任意函数的次线性期望的迭代逼近

及其对应的 g-热方程的解。 
2007 年，姜礼尚和陈亚浙[13]等人从物体内部的热传导过程入手，在物理意义上解释了热方程的极

值原理，并且通过严格的数学方法给出了证明。后续有许多学者在这一领域进行了深入的研究，

Songchitruksa 和 Andrew [14]提出了一种新的应用极值理论来估计碰撞的安全性。Gomes 和 Guillou [15]
基于极值理论对概率渐近结果的参数单变量极端统计进行了研究，并对极端事件参数估计和半参数框架

下极值条件检验进行了讨论。而宋彬彬[16]首次将抛物方程的极值理论与 G-期望空间联系起来，并对一

维 G-抛物方程的极值理论进行了证明。本文将对 G-方程的极值理论进一步推广多维的形式，并进行严格

的理论证明。 

2. 预备知识(G-期望空间) 

本文中作者将研究在 G 框架下的多维极值定理，对此，我们将沿用文献[6]中的关于 G-期望空间的相

关定义以及应用条件。 
定义 2.1 设Ω是一给定集合，是定义在Ω上的实值函数所组成的一个线性空间，并且满足以下的

条件： 
a) 每一个实值的常数 c 都在中； 
b) 如果 ( )X ⋅ ∈，则 ( )X ⋅ ∈。 
那么我们把中的函数称为随机变量，而称二元组 ( ),Ω  为随机变量空间。 
定义 2.2 定义在随机变量空间上的满足以下性质的泛函 ˆ : ��  ： 
(1) 单调性：若 X Y≥ ，则有 [ ] [ ]ˆ ˆX Y≥  ； 
(2) 保常数性：对任意 c∈�都有 [ ]ˆ c c= ； 
称三元组 ( )ˆ, ,Ω  为非线性期望空间。称 ̂为一个非线性期望。 
若 ̂还满足： 
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(3) 次可加性： [ ] [ ] [ ]ˆ ˆ ˆX Y X Y+ ≤ +   , ,X Y∀ ∈， 
(4) 正齐次性： [ ] [ ]ˆ ˆX Xλ λ=  , 0λ ≥ 。 
称 ( )ˆ, ,Ω  为次线性期望空间， ̂为 ( ),Ω  上的次线性期望。  
定义 2.3 (G-正态分布) 
我们称次线性期望空间 ( )ˆ, ,Ω  中的 n 维随机向量 ( )1, , nX x x= � 服从 G-正态分布，如果对任意的

, 0a b > ，有： 

2 2naX bX a b X+ = +  

其中 X 是 X 的任意独立复制。 
定义 2.4 (G-分布) 
我们称次线性期望空间 ( )ˆ, ,Ω  中的 n 维随机向量 ( ),X η 服从 G-分布，如果其满足 

( ) ( )( )2 2 2 2 2 2, ,naX bX a b a b X a bη η η+ + = + +  

其中 ( ),X η 是 ( ),X η 的独立复制。 

3. 多维 G-方程值定理 

鉴于所考虑的方程在空间上存在无界区域，而在实际数值计算过程中无法处理无界区域，因此，本

研究在求解前首先对方程执行了边界截断处理。对于经过边界截断处理的方程，我们考虑其形式为： 
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其中： ( ) [ ) [ ] [ ]1 2, , , , 0, , ,n
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， { }max 0,x x+ = ， { }min 0,x x− = − 。 

上述方程可以进一步等效表达为两种等价的形式： 
等价形式一： 
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定理 4.1 (多维极值原理) 若 U 满足(1)，且系数 ( ),a x t 为非负的，我们设置一个辅助函数 ( ),σ µ U ，令： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
,

1 1

1 , ,
2 i i i i i i

n n

t x x x x i x x
i i

U U a x t U b xU t U Uσ µ σ µ
= =

= ∂ − ∂ ∂ − ∂ ∂∑ ∑  

若 ( ), 0Uσ µ ≤ 在 [ ) [ ] [ ]0, , ,
n

D T l l l l= × − × × −�
���������

个

成立且U光滑，若U非常数，则U在 { }0 iD t x l∂ = = = ±或

上取得最大值。 
证明：在证明中，我们引入了 Hessian 矩阵来处理多维情境的复杂性。Hessian 矩阵的负定性是证明

中的关键，因为它表明在潜在的最大值点，函数的曲率向下。 
构造函数 ( ) ( )1 1, , , , , ,n nV t x x U t x x tε= −� � ，其中， 0ε > ，则 

( ) ( ), , 0.σ µ σ µ ε= − <V U   

下证 ( )1, , , nV t x x� 的最大值在 D∂ 取到。反证法：假设 ( )1, , , nV t x x� 的最大值在内点取到，不妨假设 

最大值点为 ( )* * *
1, , , nt x x� ，设

2
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为负定矩阵[17]，故 H 的对角元
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上式与 ( ), 0Vσ µ < 矛盾，由此可见 V 的最大值在 D∂ 取到。 
下证 ( ), ,U t x y 的最大值也在 D∂ 取到： 
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又因为 D D∂ ⊆ ，所以 ( ) ( )max max
D D

U U
∂

≥ 。于是，对任意的 0ε > 成立： 

( ) ( ) ( )max max max
D D D

U U U Tε
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≤ ≤ + 。 

因此可得， ( ) ( )max max
D D

U U
∂

= ，即 U 在边界取到最大值。 
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4. 结论 

本文研究了 G-方程极值定理，利用 Hessian 矩阵将其推广到多维情况下。在物理领域中能够更加合

适的显示多因素影响下的热传导过程，在金融数学领域可以为多种期权定价模型性质的证明提供助力，

而在计算数学领域，为一类特定多维差分方程数值模拟的收敛性和稳定性的证明提供了前提条件。 
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