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摘  要 

众所周知，有限维线性空间上的线性变换的最小多项式是其特征多项式的因式。本文给出最小多项式恰

好等于特征多项式的线性变换的若干等价刻画。 
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Abstract 
It is well known that the minimum polynomial of a linear transformation of a finite dimensional 
linear space is a factor of its characteristic polynomial. This article provides several equivalent 
characterizations of linear transformations whose minimum polynomial happens to equal to the 
characteristic polynomial. 
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1. 引言 

线性变换是线性代数的一个主要研究对象，在线性空间中具有非常广泛的应用，是数学、物理、工程、

计算机科学等众多领域研究中不可或缺的工具。它可以用来描述线性空间的性质和结构，也可以揭示线性

空间之间的联系，线性空间中的旋转、反射等线性变换可以用来描述很多物理和几何问题。另外，线性变

换可以表示为矩阵，使抽象的问题具体化。本文给出一类线性变换的若干等价刻画。为了方便主要定理的

证明，我们列举一些本文用到的主要概念和结论，而省去这些结论的证明。文中使用[1]中的术语和符号。 
定义 1.1. 设 A 是数域 P 上的一个 n 阶矩阵，λ 是一个文字。称矩阵 E Aλ − 的行列式 E Aλ − 为 A 的

特征多项式。 
如果多项式 ( )f x 使 ( ) 0f A = ，则称 ( )f x 以 A 为根。根据 Hamilton-Cayley 定理，n 阶矩阵 A 的特征

多项式以 A 为根。 
定义 1.2. 次数最低的首项系数为 1 的以 A 为根的多项式称为 A 的最小多项式。 
熟知矩阵 A 的最小多项式不因为数域的扩大而改变。利用矩阵的最小多项式可以给出矩阵相似于对

角矩阵的一个充要条件，即矩阵 A 可相似于对角阵当且仅当其最小多项式可以分解成互素的一次因式的

乘积。由带余除法易知 A 的最小多项式是特征多项式的因式。本文主要研究最小多项式恰好等于特征多

项式的若干等价条件。这些等价条件回答了历年考研题和竞赛题中的若干相关问题，例如 2023 年全国大

学生数学竞赛 A 卷的第三题。 
称 A 的特征多项式的根为 A 的特征值。设 λ 是 A 的一个特征值，如果存在非零列向量 0X ，使 

0 0AX Xλ= ，称 0X 是 A 的属于特征值 λ 的一个特征向量， 0X 即为齐次线性方程组 ( ) 0E A Xλ − = 的一个

非零解。如果 A 的特征多项式 ( )f E Aλ λ= − 能够分解成一些一次因式的乘积 

( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 2λ λ λ λ λ λ λ= − − −� srr r

sf , 

其中 1 2, , , sλ λ λ� 互不相同， 1 2, , , sr r r� 为正整数。称 ir 为特征值 iλ 的代数重数。齐次线性方程组 

( ) 0i E A Xλ − = 的基础解系所含解向量的个数称为特征值 iλ 的几何重数。 
定理 1.1. [2] 方阵 A 的任一特征值的几何重数不超过代数重数。 
设 P 是一个数域，λ 是一个文字，一个矩阵，如果它的元素是数域 P 上的关于λ 的多项式，就称为λ - 

矩阵。如果 λ -矩阵 ( )A λ 中有一个 ( )1r r ≥ 阶子式不为零，而所有 1r + 阶子式(如果有的话)全为零，则称

( )A λ 的秩为 r，零矩阵的秩规定为 0。 
定理 1.2. [1] 任一非零的 λ -矩阵 ( )A λ 等价于对角矩阵 

( ) ( ) ( )( )1 2, , , ,0, ,0 ,λ λ λ� �rd dd diag  

其中 1r ≥ 是 ( )λA 的秩， ( ) ( )1,2, ,id i rλ = � 是首项系数为 1 的多项式，且 ( ) ( )1i id dλ λ+ 。 
定理 1.2 中的对角矩阵称为矩阵 ( )A λ 的标准形，且标准形是唯一的。标准形对角线上的非零元 

( ) ( ) ( )1 2, , , rd d dλ λ λ� 称为 ( )A λ 的不变因子。 
设 λ -矩阵 ( )A λ 的秩为 r，对于正整数 ( )1k k r≤ ≤ ， ( )A λ 中必有非零的 k 阶子式， ( )A λ 中全部 k

阶子式的首项系数为 1 的最大公因式 ( )kD λ 称为 ( )A λ 的 k 阶行列式因子。 
不变因子和 k 阶行列式因子相互唯一决定，二者有如下关系： 
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( ) ( ) ( ) ( )1 2 , 1,2, , .k kD d d d k rλ λ λ λ= =� �  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
2

1 1 2
1 1

, , , .r
r

r

D D
d D d d

D D
λ λ

λ λ λ λ
λ λ−

= = =�  

设 A 是数域 P 上的一个 n 阶矩阵，则 E Aλ − 是一个 λ -矩阵且 E Aλ − 是一个 n 次多项式，所以 E Aλ −

的秩为 n， E Aλ − 的标准形为 ( ) ( ) ( )( )1 2, , , nd dia dd g λ λ λ� 。称 E Aλ − 的不变因子 ( ) ( ) ( )1 2, , , nd d dλ λ λ�

为矩阵 A 的不变因子。  
把矩阵 A 的每个次数大于零的不变因子分解成互不相同的首项系数为 1 的一次因式方幂的乘积，所

有这些互不相同一次因式的方幂(相同的按出现的次数计算)称为 A 的初等因子。易知 A 的不变因子和初

等因子相互唯一决定。 
定理 1.3. [1] 设 ( ) ( ) ( )1 2

1 2, , , skk k
sλ λ λ λ λ λ− − −� 为 A 的全部初等因子，则 A 相似于一个 Jordan 形矩

阵 ( )1 2, , , sJ J Ji Jd ag= � ，其中 

1

1
i i

i

i
i

i k k

J

λ
λ

λ
×

 
 
 =  
  
 

� �
 

为 Jordan 块。这个 Jordan 形矩阵除 Jordan 块的排列次序外是被 A 唯一决定的，称为 A 的 Jordan 标准形。 
定义 1.3. 设矩阵 A 的初等因子 ( ) ( ) ( )1 2

1 2, , , skk k
sλ λ λ λ λ λ− − −� ，其中 1 2, , , sλ λ λ� 都是 A 的特征值

( 1 2, , , sλ λ λ� 未必两两不同)，称 ( ) ik
iλ λ− 为特征值 iλ 对应的初等因子。易知 A 的每个初等因子 ( ) ik

iλ λ− 和

一个 Jordan 块 iJ 相互唯一确定，称 iJ 为 A 的特征值 iλ 对应的 Jordan 块。 
对数域 P 上的一个多项式 ( ) 1

1
n n

nd a aλ λ λ −= + + +� ，称 Frobenius 矩阵 

1

2

1

0 0 0
1 0 0
0 1 0

0 0 1

n

n

n

a
a
a

a

−

−

− 
 − 
 −
 
 
 − 

�
�
�

� � � �
�

 

为多项式 ( )d λ 的友矩阵。 
定理 1.4. [1] 设 A 的不变因子为 ( ) ( )11, ,1, , , sd dλ λ� � ，其中 ( ) ( )1 , , sd dλ λ� 的次数 1≥ 。则 A 相似

于一个有理标准形矩阵 ( )1 2, , , sB B Bi Bd ag= � ，其中 iB 为 ( )id λ 的友矩阵。B 由 A 的不变因子唯一决定，

称为 A 的有理标准形。 
线性空间 V的一个线性变换 A 在任一组基下的矩阵是相似的，而相似矩阵具有相同的特征多项式、

最小多项式、各阶行列式因子、不变因子、初等因子、Jordan 标准形和有理标准形，所以线性变换 A 在

一组基下的矩阵的特征多项式、最小多项式、各阶行列式因子、不变因子、初等因子、Jordan 标准形和

有理标准形也分别称为线性变换 A 的特征多项式、最小多项式、各阶行列式因子、不变因子、初等因

子、Jordan 标准形和有理标准形。 
熟知 A 的特征多项式为 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 nf E A d d dλ λ λ λ λ= − = � ，而 A 的最小多项式为 ( ) ( )nm dλ λ= 。

因此，最小多项式是特征多项式的因式。满足最小多项式恰好等于特征多项式的矩阵具有特殊的性质和

应用价值，本文从矩阵的初等因子、不变因子、Jordan 标准形和有理标准形等方面给出了这类矩阵的若

干等价刻画。 
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2. 主定理 

定理 2.1. 设 V 是 n 维复线性空间， A 是 V 上的一个线性变换，则下述九条等价。 
(1) 存在 Vα ∈ 使得 1, , , nα α α−�A A 构成 V 的一组基。 
(2) A 在 V 的某组基下的矩阵是一个 Frobenius 矩阵。 
(3) A 的不变因子为 ( )1, ,1, nd λ� ，其中 ( )nd λ 为一个首一的 n 次多项式。 
(4) A 的最小多项式等于特征多项式。 
(5) A 的初等因子两两互素。 
(6) A 的每个特征值对应的初等因子只有一个。 
(7) A 的每个特征值对应的 Jordan 块只有一个。 
(8) A 的每个特征值的几何重数均为 1。 
(9) 与 A 可交换的线性变换都是 A 的多项式。 
为了完成证明，我们需要如下引理。 
引理 2.2. [3] (Sylvester 方程)。设 A，B 分别为数域 P 上的 m 阶和 n 阶矩阵。则矩阵方程 AX XB= 只

有零解当且仅当 A，B 没有公共的特征值。 
证明. 因为矩阵方程 AX XB= 相当于一个具有 mn 个方程，mn 个未知量的齐次线性方程组，而齐次

方程组有无非零解不依赖于数域的扩大，因此不妨在复数域上考虑问题。 
首先假设 AX XB= 只有零解。如果 A 和 B 有一个公共特征值 λ ，则λ 也是 TB 的特征值，因此存在

非零 m 维列向量 x 和 n 维列向量 y 满足 Ax xλ= ， TB y yλ= 。令 TX xy= ，则 

( ) ( )T T T TAX Axy xy x y x y B XBλ λ= = = = = , 

但是显然 0X ≠ ，矛盾。所以 A，B 没有公共特征向量。 
反之，假设 A，B 没有公共特征值，则 A 和 B 的特征多项式 ( )f λ 与 ( )g λ 互素，因此存在多项式 ( )u λ ，

( )v λ 使得 ( ) ( ) ( ) ( ) 1u f v gλ λ λ λ+ = 。由 Hamilton-Cayley 定理知 ( ) 0g B = ，所以 ( ) ( )u B f B E= ，即 ( )f B
可逆。如果 AX XB= ，则易知 ( ) ( )f A X Xf B= ，但由 Hamilton-Cayley 定理可得 ( ) 0f A = ，因此 

( ) ( )0 f A X Xf B= = , 

因为 ( )f B 可逆，所以 0X = ，即矩阵方程 AX XB= 只有零解。                                 
定理 2.1 的证明. 先证明(1)和(2)等价。如果 1, , nα α α−�，A A 是 V 的一组基，则 

( ) ( )

( )

1 2

1

, , , , , ,

0 0 0
1 0 0

, , , ,0 1 0

0 0 1

n n

n

α α α α α α

α α α

−

−

=

∗ 
 ∗ 
 = ∗
 
 
 ∗ 

� �

�
�

� �
� � � �

�

A A A A A A

A A
 

即 A 在基 1, , , nα α α−�A A 下的矩阵是 Frobenius 矩阵。反之，假设 A 在基 1 2, , , nε ε ε� 下的矩阵为

Frobenius 矩阵，令 1α ε= ，则 
2 1

2 3, , , n
nε α ε α ε α−= = =�A A A  

即 1, , , nα α α−�A A 是 V 的一组基。 
再证(2)和(3)等价。假设 A 在某组基下的矩阵是 Frobenius 矩阵 
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则 E Aλ − 的 n 阶行列式因子 ( ) 1
1 1

n n
n n nD E A a a aλ λ λ λ λ−

−= − = + + + +� ，而 E Aλ − 中有一个 1n − 阶

子式 

( ) 1

1 0 0
0 1 0

1
0 0 0
0 0 0 1

n

λ
λ

λ

−

−
−

= −

−

�
�

� � � �
�
�

, 

所以 ( ) 1nD λ = ，从而 ( ) ( )1 2 1nD Dλ λ−= = =� ，因此 ( ) ( )1 1 1nd dλ λ−= = =� ，而 

( ) ( ) 1
1 1

n n
n n n nd D a a aλ λ λ λ λ−

−= = + + + +� 。 
反之，假设 A 的不变因子为 ( ) 1

1 11, , 1, n n
n n nd a a aλ λ λ λ−

−= + + + +� � ，则 ( )nd λ 的友矩阵 
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一定是 A 在 V 的某组基下的矩阵。 
因为 A 的最小多项式是它的最后一个不变因子，而特征多项式等于所有不变因子之积，所以(3)和

(4)是等价的，(3)和(5)等价从不变因子与初等因子的换算关系可得。由定义 1.3 可知 (5)，(6)，(7)等价。 
接下来证明(7)和(8)等价。令 J 为 A 的 Jordan 标准形。假设 A 的属于特征值 0λ 的 Jordan 块只有一

个，则 0E Jλ − 的秩为 1n − ，因此 0λ 的几何重数等于 ( )0 1n r E Jλ− − = 。反之，假设特征值 0λ 的几何重数

为 1，则矩阵 0E Jλ − 的秩为 1n − ，这表明属于特征值 0λ 的 Jordan 块只有一个。 
至此可得(1)~(8)等价。最后证明(2)和(9)等价。设 A 在基 1 2, , , nε ε ε� 下的矩阵是 Frobenius 矩阵 F ，

假设B 与 A 可交换，令 B 为B 在基 1 2, , , nε ε ε� 下的矩阵，则 FB BF= ，因此 , 1,2, , 1i iF B BF i n= = −� 。

设 1 2, , , ne e e� 为 n 维标准单位向量。注意到 
2 1

1 2 1, 2,3, ,i
i i ie Fe F e F e i n−

− −= = = = =� � . 

令 1
1

n
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即 B 是 F 的多项式，因此B 是 A 的多项式。 
反之，假设 A 的有理标准形为 ( )1 2, , , sA A Ai Ad ag= � ，其中 iA 为不变因子 ( )id λ 的友矩阵， 

1,2, ,i s= � 。只需证 1s = 。假设 1s > 。由不变因子的定义， ( )1sd λ− 与 ( )sd λ 有公共根，即 1sA − 与 sA 有相

同特征值，由引理 2.2，存在非零矩阵 X，使得 1s sA X XA− = ，令 

0
0

0
0

B
X

 
 
 
 =
 
 
 
 

� , 

则 =AB BA ，但显然B不能写成A的多项式。矛盾表明 A 在某组基下的矩阵是一个 Frobenius矩阵。 
 

注记 2.3. 上述定理中的(1)~(4)和(9)的等价在一般数域上仍然成立。 

3. 结语 

本文研究和总结了满足最小多项式等于其特征多项式的线性变换，给出了若干等价刻画，其中(1)和
(8)的等价解答了 2023 年全国大学生数学竞赛(数学类)A 卷的第三题。这些等价刻画从不同角度，将一些

不同的知识点联系起来，不仅帮助学生理解所学知识的本质，而且也拓宽了学生的知识面。对激发学生

的求知欲，诱发学生的创造力有一定的积极作用。在后续研究中，有两个方面的相关问题值得继续探讨，

一是继续寻找本文所研究问题的等价刻画；二是当最小多项式是特征多项式的真因子时，是否有好的描

述和刻画以及好的应用。 
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