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Abstract: In this paper, we study the boundary value problem of two areas composite Thomson equation 
based on the similar structure algorithm. Firstly, we make a lot of improvements on the similar structure algo- 
rithm. Then we use the algorithm, which is improved, to solve the boundary value problem of two areas com- 
plex Thomson equation. Finally, we do simulation experiment by using the MATLAB software in order to 
examine the feasibility of the improved algorithm. And we also observe and analyze the change law of the 
laboratory result by changing the coefficient of the boundary condition. 
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摘  要：相似结构算法的基础上，本文针对两区复合 Thomson 方程边值问题的求解进行研究。先对相

似结构算法进行改进；然后再利用改进后的算法来求两区复合 Thomson 微分方程边值问题的解；最后

为检验改进后算法的可行性，本文利用 MATLAB 软件来编写程序做仿真实验，并且通过改变边界条

件的系数来观察和分析实验结果的变化。 
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1. 引言 

本世纪初，微分方程边值问题解的相似结构理论开始形成[1]。在此之后，迟颖在 2010 年提出了含有参变量

的 Bessel 方程边值问题解的相似结构[2]。2012 年许东旭等欧拉超几何微分方程的一类边值问题解的相似结构[3]。

2012 年肖绪霞等证明了欧拉超几何方程边值问题的解具有相似结构[4]。2012~2013 年，黄荣军、王芙蓉分别提

出了求解第一种 Weber 方程和 Airy 方程边值问题的相似构造法[5,6]。2013 年石俊华证明了二阶非其次微分方程
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组边值问题的解也具有相似结构[7]。 

在以上的基础上，二阶微分方程边值问题的解的相似结构算法被提出[8]。通过实例的验证二阶微分方程边

值问题解的算法能够面向计算，具有可靠的理论分析，具有良好的复杂程度，且由算法所求出的出的解具有稳

定性。 

在文献[8]研究的基础上，本文提出了较为复杂的边值问题，即两区复合型 Thomson 方程边值问题 
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其中 为已知实常数，且 1 2v v D E F M N a b c、 、 、 、 、 、 、 、 、

0, 0, 0D     2 2 0,0M N a  ， 。当2, i 1c b     ,x a c 表示左区；  ,x c b 表示右区。 

2. 回顾形如(2)的算法设计过程[8]  
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; (2)                             

第一步：利用目标方程的两个线性无关的解    1 2,y x y x 作引解函数。 

第二步：由引解函数及右边界条件   0
x b

Gy Hy


  的系数 生成核函数,G H  x 并计算 。  a

第三步：由左边界条件 的系数 进行组装而获得边值问题(1)的解。  1
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3. 算法改进 

对比边值问题(1)和(2)，对形如边值问(2)的算法进行改进后可得如下求解边值问题(1)解的算法步骤(详细数

学推导过程见附录 A)： 

第一步：由复合型 Thomson 方程组边值问题左、右区定解方程的两个线性无关解  i
jvI x 、

 i
jvK x  1,2j  分别作两个引解函数。其他引解函数通过对   , , , i 1, 2

j j
x j    关于 x 、 求偏导得到。 

第二步：由右区引解函数 齐次右边界条件 2
, , , 0,s t x s t   1 和  2 2 0

x b
My Ny


  的系数 M 、N 造出复合

型 Thomson 方程组边值问题(1)的右区相似核函数

构

 2 x 由左区引解函数；  , ,x s  0,11
,s t t  ，交界面条

1 2x c x cy y
 
 、 1 2x c x cy

 
y   的系数 、 和右区相似核函数  2 x 造出复合型 Thomson 方程组边值问题(1)

的左区相似核函数  1 x 。 

第三步：对复合型 Thomson 方程组边值问题(1)，利用非齐次左边界条件  1 11
x a

Ey EF y D


     的系数 、

、

D
E F 和左区相似核函数  1 x 进行组装，得到边值问题(1)的左区间解；再利用非齐次左边界条件的系数 、

、

D
E F ，左区引解函数 ，交界面条件的系数 1

,s t  , , 0,x s t  1  、 和右区相似核函数  2 x 进行组装，得到

边值问题(1)的右区间解。 

根据上述步骤可得如下算法流程图，如图 1 所示： 

其中        1 2i , i
j jj v j vy x I x y x K x   1,2j  1 表示左区，2 表示右区。 
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Figure 1. Algorithm flow chart 
图 1. 算法流程图 

4. 仿真实验 

分别令边值问题(1)中的参数 2, 5, 6, 10, 1, 2, 1, 4, 10, 3M N E F a c b D           。那么根据算法流

程图利用 MATLAB[9,10]可得边值问题(1)解的函数图象，如图 2 所示： 
 

 

Figure 2. Curve of solution to boundary value problem (1) 
图 2. 边值问题(1)解的曲线 
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现通过改变参数 D、E、F 来观察函数图象的变化，如图 3~5 所示。 
 

 

Figure 3. The influence of parameter D on curve 
图 3. 参数 D 对曲线的影响 

 

 

Figure 4. The influence of parameter E on curve 
图 4. 参数 E 对曲线的影响 

 

 

Figure 5. The influence of parameter F on curve 
图 5. 参数 F 对曲线的影响 

5. 结论 

1) 改进后的算法只包括了加、减、乘、除运算和逻辑运算，而这些运算计算机能直接处理运行，所以该算

法能面向计算。 

2) 观察图 2~5 可以，无论参数如何改变，边值问题(1)的解最终都趋近与 0。由此说明该算法具有很好的稳

定性。 
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3) 从图 3~5 中很容易观察到参数 D、E、F 是如何影响边值问题(1)的解。这对于两区复合型 Thomson 方程

边值问题在实际工程中的应用提供了实用的价值。 

4) 本文所提出来的算法流程能为编写计算机程序语言提供清晰的流程。 
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附录 A 

A.1. 预备知识 

引理 1：Thomson 方程    2 2 2i 0j j j jx y xy x v y j     1,2 可经过变量替换 ix  ，化为[11]： 
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(A2)式是自变量为 的变型 Bessel 方程。 

引理 2：Thomson 方程    2 2 2i 0j j j jx y xy x v y j     1,2 的通解可以写为： 
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证明：因为变型的 Bessel 方程(A2)的通解可以表示为： 
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其中 表示左区 ， 表示右区1j   a x c  2j   c x b  。 

A.2. 主要定理及其证明 

定理 1：若边值问题(1)有唯一解，则左区间解为： 

 
    1

1

1

1 1
1

y D x a x c
F aE

F a

     




1                (A9) 

右区间解为： 

 
 

 
     

  
1
0,1

2 21 1
1 2 1,1 1,0

1

,1 1
1 , ,

c c
y D x c x b

F a c a c a cE
F a


  

      
  



   (A10) 

其中  2 x 称为右区相似核函数，且为： 

     
   


2 2
0,0 0,1

2 2 2
1,0 1,1

, ,

, ,

M x b N x b
x c x b

M c b N c b
 
 


   


                   (A11) 

 1 x 称为左区相似核函数，且为： 

       
     


1 1

2 0,1 0,0
1 1 1

2 1,1 1,0

, ,

, ,

c x c x c
x c x b

c a c a c
  
  
 

   
 

                 (A12) 

证明：由引理 2 知，边值问题(1)中左、右区定解方程的通解为 

     i i
j jj j v j vy x A I x B K x j   1,2                      (A13) 

故有 

     

       1 1

d
i i

d

i i i i i i

j j

j j j j

j j v j v

j j
j v v j v v

y x A I x B K x
x

v v
A I x I x B K x K x

x x 

    

  
     

  





       (A14) 

把(A13)、(A14)式分别代入由边值问题(1)的左边界条件  1 11
x a

Ey EF y D


     ，交界点 x c 处的两个衔

接条件 1 2x c x cy y
 
 、 1 2x c x cy y

 
  ，齐次右边界条件  2 2 0

x b
My Ny


  得： 

       

       

1 1 1

1 1 1

1
1 1

1
1 1

i 1 i i i

i 1 i i i

v v v

v v v

vA EI a EF I a I a
a

vB EK a EF K a K a
a





        
         

D

            (A15) 

       1 1 2 21 1 2 2i i i iv v v vA I c B K c A I c B K c  0                 (A16) 

       

       

1 1 1 1

2 2 2 2

1 1
1 1 1 1

2 2
2 1 2 1

i i i i i i

i i i i i i

v v v v

v v v v

v vA I c I c B K c K c
c c

v vA I c I c B K c K c
c c

 

 

 

        
  

0




       


       (A17) 

     

     

2 2 2

2 2 2

2
2 1

2
2 1

i i i i

i i i i

v v v

v v v

vA MI b N I b I b
b

vB MK b N K b K b
b





       
        

 

0

             (A18) 
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利用(A5)~(A8)式，得到关于待定系数 1 1 2 2, , ,A B A B 的线性方程组(A15)~(A18)的系数行列式如下： 

            
              

1 2 2 1 2 2
0,0 1,0 1,1 0,1 0,0 0,1

1 2 2 1 2 2
1,0 1,0 1,1 1,1 0,0 0,1

, , , , ,

1 , , , , ,

E a c M c b N c b a c M c b N

EF a c M c b N c b a c M c b N c b

     

     

         

         

,c b 

, 
 (A19) 

。 

利用 Cramer 法则，得 

由边值问题(1)的解的唯一性知： 0 

         
 2   

1 1 1

2 2 1
1 1,0 1,1 1

2
0,0 0,1

, ,i

, ,

i i iv v v
vD K c M K c K c
c

c b N c b

c b c b

    


M N 

    A     


  

      (A20) 

 

         
    
1 1 1

2 2 1
1 1,0 1,1

2 2
0,0 0,1

i i,

,

i i,

,

v vc vDB I c M I c Ib N c b

c b N c b

c
c

M

   

 




1v
         




   

      (A21) 

       
2 2 2

12
2 1i i i iv v v

vD
0,1 ,A MK b N K b K b c c

b


           
          (A22) 

       
2 2 2

12
2 1i i i iv v v

vDB MI b N I b I b c
b


          

0,1 ,c              (A23) 

将(A20)~(A23)式代入(A13)式中，并利用右、左区相似核函数定义式(A11)、(A12)式，即

(1)的左、右区间解分别为(A9)、(A10)。 
 
 
 

可得到边值问题

 
 
 


