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Abstract: In this paper, the discrete Lie point symmetry group analysis method is applied on the discrete 
nonlinear Klein-Gordon equation. Since this equation is not easy to be reduced by Lie point symmetry method, 
firstly, this paper introduces a similarity transformation to change this equation into a new equation which can 
be reduced easily by Lie point symmetry method. Then the new equation is reduced by Lie point symmetry 
method and its invariant solutions are obtained. Finally, the solutions of the primal discrete nonlinear Klein- 
Gordon equation are acquired by the similarity transformation again. 
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摘  要：本文把离散的 Lie 点对称群分析方法应用于非线性离散的 Klein-Gordon 方程。由于该方程不

易应用李点对称进行约化，所以本文首先引入一个相似变换将其转化为易被李点对称约化的新方程，

然后用李点对称方法约化新方程得到其不变解，最后再通过相似变换得到原非线性离散的

Klein-Gordon 方程的解。 
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1. 引言 

非线性离散的 Klein-Gordon 方程可以写成 

           1 1 2ttu n g u n u n u n su n                             (1) 

其中的非常数函数(区别于调和影射和线性耗散的标准模型)   g u n 保证了该模型所描述的现象中非线性耗散

现象的出现。在文献[1]中，Kevrekidis 等给出了该方程的 Compaction 解的精确形式，并进一步证明了该方程的

这种类型的解没有行波性质；在文献[2]中，Dinda 和 Remoissenet 研究了非线性 Klein-Gordon 系统的呼吸
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Compactons 解，在此基础上，宗智等人研究了该方程的双行波解[3]以及 A. M. Wazwaz 和 Y. Zheng、S. Lai 研究

了 Klein-Gordon 方程的几个精确的行波解[4,5]。本文通过应用经典的李点对称方法来求出非线性 Klein-Gordon 方

程的新的解。 

2. 非线性离散的 Klein-Gordon 方程的求解 

本文只对当(1)中的     2g u n u n  时的非线性离散的 Klein-Gordon 方程： 

          2 1 1 2n ttu n u n u n u n su n        0

0

                     (2) 

进行讨论，为此引入相似变换 ，将其代入方程(2)中，于是方程(2)转化为如下形式的新方程：    ev nu n 

             1 1 22 e e 2 ev n v n v n v n v n
n tt tv n v n s                              (3) 

设方程(3)的对称李代数的向量场为： 

       
ˆ , ,t v nV t v n t v n                                 (4) 

那么保持该方程形式不变的条件为： 

2

0

ˆ 0
n

npr V
 

                                    (5) 

其中 

              
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pr V t v n k t v k k t v k v k
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  



   

   

 

 

      

 

 


          (6) 

              , , , , , ,
t

t
t t tv kk t v k v k D k t v k D t v k v k        t                (7) 

                  , , , , , , , ,
tt

tt t
t tt t t t ttv kk t v k v k v k D k t v k v k D t v k v k                 (8) 

把(3)代入(5)，得到(3)的超定方程为： 

                       

                   
                

                  

2 3

1 1 22
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1 1 1 2

2 2

2 3 e e 2 e

2 1

1 e e e 4 e 0

tt tt t t ttv n v n v n tv n v n v n

v n v n v n v n v n
t t tv n v n

v n v n
t t t t tv n v n

v n v n v n v n v n v n v n

n n v n v n v

v n v n s

v n v n v n n

n n s

     

  
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            (9) 

比较 ， 的系数，得到如下方程组： ( )k
tv n 0,1, 2,3k 

t ：       
                     

                  

1 1 2

1 1 1 2

2 e e 2 e 1 e

1 e e e 4 e 0

v n v n v n v n v n v n v n
tt tv n

v n v n v n v n v n v n v n

n s

n n s

   

 

1n    

     

      

     



   (10) 

 tv n ：            
          1 1 22 3 e e 2 e 2v n v n v n v n v n

tt ttv n v nn s       0                 (11) 

 2
tv n ：                             2v n v n tv n v n 0                               (12) 

 3
tv n ：                                0v n v n v n                               (13) 
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由方程(13)，可以得到   0v n  ，进而得到  t  ，此时可以简化方程(12)为       0v n v n v n   ，同理也可以得

到   0v n  ，进而方程(10)和方程(11)的可以转化如下简单形式： 

                  

                  

1 1 2

1 1 1 2

2 e e 2 e 1 e

1 e e e 4 e 0

v n v n v n v n v n v n v n
tt t

v n v n v n v n v n v n v n

n s

n n s

  

 

1n    

     

     

     



0

               (14) 

2 t tt                                         (15) 

由方程(14)可以得到如下方程组： 

   1ev n v n 
：    2 1t n n   0     

   1ev n v n 
：    2 1t n n   0     

 2e v n
：    0ts n    

由该方程组得 和 ，所以  1n n      0t n    t  ，从而方程组(10)~(13)等价于下面的方程组： 

 t  ，  t  ， 2 0t tt   ，   0t n    

解这个方程组，可以得到 1 2c t c    ， 1c  (其中 ， 是任意常数)。 1c 2c
对算子 进行首次积分得：    1 2 1

ˆ
t v nV c t c c     

   1 2lnv n c t c     

因为 是方程(3)的不变解，所以代入方程(3)，就会保持方程(3)形式不变，于是可以得到：    1 2lnv n c t c   
2
11s c   

进而通过相似变换 可以得到 Klein-Gordon 方程的解：    ev nu n 

 
1 2

1u n
c t c


 

，( 2
11s c  ， ， 是任意常数)。 1c 2c

3. 结语 

在本文中我们通过使用一个相似变换把原来的不易使用李点对称约化的非线性离散的 Klein-Gordon 方程转

化成了可以使用李点对称约化方法约化的非线性离散方程。通过对新的非线性离散方程的李点对称约化，得到

了其不变解，进而也得到了原非线性离散的 Klein-Gordon 方程的一些新的解，扩充了 Klein-Gordon 方程的解的

范围，使其能够更好的解决实际问题。 
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