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Abstract 
Dirac observed that, for each fixed surface and each natural number k ≥ 8, there are only finitely 
many k-color-critical graphs on S. Mohar and Thomassen proved that for a surface S of genus g ≥ 2, 
every 7-color-critical graph on S has less than 138(g ‒ 1) vertices. Using Euler formula and the 
critical-graphs methods of Gallai, we improve this result and give a simple proof that the number 
of 7-color-critical graphs is finite. We also give unified expression for an upper bound of vertices 
of k-color-critical graphs (k ≥ 7) on surfaces. 
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摘  要 

Dirac观察到：对每个固定的曲面S和每个固定的自然数k ≥ 8，曲面S上仅有有限多个k-色临界图。Mohar
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和Thomassen证明了：对于亏格g ≥ 2的曲面S，曲面S上的7-色临界图的点数少于138(g ‒ 1)。我们借助

于Euler公式和Gallai所发展起来的研究色临界图的方法，改进了这个结果，给出了曲面S上的7-色临界

图的个数是有限的一个比较简洁的证明。除此以外，我们还给出曲面S上的每一个k-色临界图(k ≥ 7)的点

数上界的一个统一的表达式。 
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1. 引言 

图 G 是由有限的点集 V(G) 和称之为边的无序的点对的集合 E(G)构成。如果边 xy 表现，我们称 x
和 y 相邻或者相连，x 和 y 是邻点。点 x 的度是指其邻点的数目，记作 d(x)。如果所有的点的度数都是

r，那么 G 是 r-正则的。如果 H 是 G 的一个子图，称 G(H)是 H 的诱导子图，它是由 H 及 G 中连接 H
的两个点的所有边组成。我们定义 ( ) ( )( )G H G V G V H− = − 。如果 v 是图 G 中的一个点，那么或 N(v)
是 G 的由 v 的邻点诱导的子图。 nK 是 n 个点的完全图；也就是说， nK 的所有点的度数都是 1n − 。 

曲面 S 是一个没有边界的、紧的、连通的 2-维流形。曲面分类定理告诉我们：每个曲面或者同胚

于 gS ，添加了 g 个手柄的球，或者同胚于 kN ，添加了 k 个叉帽的球。这个定理是由 Möbius[1]和 Jordan[2]
最早提出的。Thomassen[3]给出了它的一个简单而又严格的证明。令 gS 和 kN 表示亏格为 g(或叉帽数为

k)的可定向(或不可定向)曲面。一个图 G 的亏格 g(G)(或不可定向亏格(G)，也称叉帽数)是最小的整数

g(或 k)，使得 G，可以嵌入到 gS (或 kN )上，且边为两两不交的简单闭曲线。G 在 ( )g GS 上的嵌入总是 2-
胞腔嵌入(见[3])。当 gS S= 时，曲面 S 的 Euler 亏格为 γ=2g，当 kS N= 时，曲面 S 的 Euler 亏格为 γ = k。
特别地， 00S N= 是球， 1S 是环面， 1N 是射影平面， 2N 是 Klein 瓶。 

记 n，e，f 分别为图 G 的边数、点数和面数。经典的 Euler 公式[4]告诉我们： 2n e f γ− + = − ，其

中 γ 为图 G 的 Euler 亏格。更一般地，我们可以分成可定向和不可定向曲面来考虑。设一个连通图 G
是曲面 S 上的一个 2-胞腔嵌入，其中 gS S= 或 kS N= 。称一个面的边界为一条面迹。分别记面的数目

为 f， ( )V G n= 和 ( )E G e= ，Euler 公式可以写成如下形式：n e f− + 等于 2 2g− (当 gS S= )或 2 k− (当

kS N= )。 
图 G 的一个嵌入是一个有序对 ( ),π λΠ = ，其中 ( ){ }v v V Gπ π= ∈ 是一个旋转系统(这意味着，对

每个点 v， vπ 是与 v 关联的边的一个轮换)，λ 是分配给每条边 ( )e E G∈ 一个符号 ( ) { }1,1eλ ∈ − 的一个符

号映射。给定 G 的一个嵌入 П，我们说 G 是 П-嵌入的。Edmonds[5]和 Heffter[6]的结果表明：图 G 在

某个曲面 S 上一个嵌入是由它的旋转系统确定。 
图 G 的一个 k-着色是一个映射 ( ) { }: 1, 2, ,f V G k→ 

，(称1,2, , k
为颜色)，使得任意两个相邻的

顶点都分配到不同的颜色。称图 G 是可 k-着色的，如果 G 有一个 k-着色。图 G 的色数，记作𝜒𝜒(G)，是

最小的数 k，使得 G 有一个 k-着色，但没有 ( )1k − -着色。曲面嵌入图的色数，是指嵌入到某个曲面上

的图的最大色数。在研究曲面嵌入图的着色问题时，色临界图起着重要的作用。称一个图 G 为 k-色临

界的，如果 G 不是 ( )1k − -色的，但它的每个真子图都是 ( )1k − -色的。 
当研究曲面嵌入图的着色问题时，因为许多的信息隐藏在了亏格的后面，所以问题就变得有些扑

朔迷离。在平面图的四色猜想还未解决的时候，数学家为了研究这个猜想，对曲面嵌入图的色数进行 

了探究。Heawood[7]证明了：如果 S 不是球，那么嵌入到 S 上的每个图至多使用 ( ) ( )1 7 1 49
2

h gγ + +=
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种不同的颜色，其中 g 为 S 的亏格。Ringel 和 Youngs[8]证明了这个结果对除了 Klein 瓶以外的所有曲

面都是最好可能的。嵌入到 Klein 瓶上的图仅需 6 种颜色，而 Heawood 的界告诉我们 Klein 瓶上的嵌入

图的最大色数为 7，这个结果是由 Franklin[9]得到的。Dirac[10]，Albertson 和 Hutchinson[11]证明了：

曲面 S 上的一个图可以用少于 h(γ)种颜色着色，除非它包含一个 h(γ)个点的完全图作为子图。 
研究曲面上的色临界图，既要探讨它的组合特征，又要考虑它在曲面上的嵌入行为，所以有一定

的难度。1997 年，Gimbel 和 Thomassen[12]提出了曲面色临界图猜想：令 S 是任意一个固定的曲面，

令 k，q 是两个>2 的固定的自然数，曲面 S 上是否存在无限多围长为 q 的 k-色临界图。这是一个富有创

造力的设想。Erdös 关于大围长同时有大色数的存在性结果为这个想法提供了基本依据。 
如果在上述的猜想中，令 q=3，我们可以得到一个弱版本的曲面色临界图猜想：曲面 S 上是否存

在无限多的 k-色临界图。这个问题是由 Dirac[13]最先开始研究的。他观察到：对每个固定的曲面 S，
和每个固定的自然数 k≥8，曲面 S 上仅有有限多个 k-色临界图。Mohar 和 Thomassen[14]证明了：对于

亏格 g ≥ 2 的曲面 S，曲面 S 上的 7-色临界图的点数少于 ( )138 1g − 。Gallai[15]给出了 k-色临界图中所有

度数为 1k − 的点诱导子图的一个优美的刻画：k-色临界图中所有度数为 1k − 的点诱导出一个子图，它

的块或者是奇圈或者是完全图。我们借助于 Euler 公式和 Gallai 所发展起来的研究色临界图的方法，改

进了 Mohar 和 Thomassen 的这个结果，给出了曲面 S 上的 7-色临界图的个数是有限的一个比较简洁的

证明。除此以外，我们还给出曲面 S 上的每一个 k-色临界图 ( )7k ≥ 的点数上界的一个统一的表达式。 

2. 主要定理及其证明 

定理 1.1：曲面 S 上的 7-色临界图 G 的点数至多为 ( )120 1g − ，其中 g ≥ 2。 
证明：反证法。假定曲面 S 上的 7-色临界图 G 有多于 ( )120 1g − 个点。Euler 公式结合平均度的方法，

可以推出对固定的曲面 S 和嵌入到 S 上一个足够大的图 G，G 一定有一个度数至多为 6 的点。事实上，

由 Euler 公式可知，曲面嵌入图的边数 ( )3 6 1e n g≤ + − ，进而 ( )2 6 12 1e n g n+≤ − ，曲面 S 上的 7-色临

界图有多于 ( )120 1g − 个点，所以 G 一定有一个度数至多为 6 的点。 
下证曲面 S 上的 7-色临界图 G 有多于 ( )120 1g − 个点时，一定有一个 6 度点，使得这个 6 度点的 6

个邻点全是 6 度点且这个 6 度点关联的面全是三角形。 
令 v，e，f 分别表示图 G 的点数、边数和面数， iv 表示度数为 i 的点数， if 表示度数为 i 的面数。我

们有 ii
v v= ∑ ， ii

f f= ∑ 和 2 i ii i
e iv f= =∑ ∑ 成立。由 Euler 公式， 2 2v e f g− + = − 得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )6 4
6 2 2 6 6 6 6 2 6 4 6 3i ii i

g v e f v e f e i v fi
≥ ≥

− = − + = − + − = − + −∑ ∑ 。 

又因为曲面 S 上的 7-色临界图 G 的所有点的度数均≥6。上式可以变形为 

( ) ( ) ( )7 4
6 2 1 13 2i ii i

v f gi i
≥ ≥

− = −− +∑ ∑  

这个等式左边的两项均是非负的，有 ( ) ( )7
16 2 1ii

v gi
≥

≤− −∑ 和 ( ) ( )4
3 6 1ii

f gi
≥

− ≤ −∑ 成立。 
先考查 ( ) ( )7

16 2 1ii
v gi

≥
≤− −∑ ，将其展开，即 

( )7 8 9 102 3 4 12 1 .v v v v g+ + + + ≤ −
 

注意到 

( )7 8 9 10 7 8 9 102 3 4 12 1 .v v v v v v v v g+ + + ≤ + + + + ≤ −
 

等号成立当且仅当 8 9 10 0v v v= == = ，即不存在 8 度及其以上的点。 
由以上的分析知， 

( ) ( ) ( )7 8 9 10 7 8 9 10 7 8 9 103 7 12 4 0 118 9 96 1v v v v v v v v v v v v g+ + + + + + ++ + + + + = + ≤ −  
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这个式子告诉我们，在曲面 S 上的 7-色临界图 G 中所有的 7 度以上的点及其关联的点数至多为

( )96 1g − 。而总点数 ( )120 1g> − ，所以一定存在一个 6 度点，使得这个 6 度点的 6 个邻点全是 6 度点。. 
再考查 ( ) ( )4

3 6 1ii
f gi

≥
− ≤ −∑ ，将其展开，即 

( )4 5 6 742 3 6 1 .f f f f g+ + + ≤ −+ 
 

注意到 

( )4 5 6 7 4 5 6 72 3 4 6 1 .f f f f f f f f g+ + + + ≤ + + + + ≤ − 
 

等号成立当且仅当 5 6 7 0f f f= == = ，即不存在包含 5 个点以上的面。由以上的分析知， 

( ) ( ) ( )4 5 6 7 4 5 6 7 4 5 6 72 3 4 3 4 5 6 7 24 1f f f f f f f f f f f f g+ + + + + + + + + = + + + ≤ −+  
。 

这个式子告诉我们，在曲面 S上的 7-色临界图G中所有的 4度以上的面所覆盖的点至多为 ( )24 1g − 。

而总点数 ( ) ( ) ( )120 1 96 1 24 1g g g> − = − + − ，所以一定有一个 6 度点，使得这个 6 度点的 6 个邻点全是 6
度点且这个 6 度点关联的面全是三角形。 

因此 v 及其邻点属于由度数为 6 的点诱导子图中的一个块。因为这个块不是一个奇圈，所以它是一个

完全图。进而 G 包含 7K ，矛盾。这是因为一个 7-色临界图不包含一个 7-色临界图作为其真子图。证毕。 
曲面 S 上的 7-色临界图有至多 ( )120 1g − 个点，也就是说曲面 S 上的 7-色临界图的个数是有限的。因

此理论上我们可以设计一个多项式算法，来检验一个给定的曲面嵌入图是否有 6-着色。对于一般可定向

曲面上的 k-色临界图，我们下面的定理给出了曲面 gS 上的每一个 k-色临界图 ( )7k ≥ 的点数上界的一个统

一的表达式。 
定理 1.2：曲面Sg上的每一个 k-色临界图的点数不超过 ( )( )12 3 1k g+ − ，其中 7k ≥ ，g > 2。 
证明：记n，e，f分别为图G的边数、点数和面数， kv 为度数为 k的点数，由Euler公式 2 2n e f g− + = − ，

有 
( ) ( ) ( )1 16 5 12 1k k k kv v k v k v g+ ++ + ≤ − + − + ≤ − 

， 

进而 

( ) ( )1 12 1k kk v v g++ + ≤ −
。 

由 
( ) ( ) ( )1 12 6 5 12 1k k k kv v k v k v g+ ++ + ≤ − + − + ≤ − 

， 

得， 
( ) ( ) ( )( )121 12 1 1k kk v k v k g++ + + ≤ ++ −

， 

进而， 

( ) ( )1 112 1k k k kkv v g v v+ ++ + ≤ − − + + 
。 

由以上的分析知，图 G 中所有度数大于 k 的点和它们的邻域中的点数总和至多是 ( )( )12 1 1k g+ − 。 
如果设图的点数上界为 ( )1M g − ，即，有一个 gS 上的 k-临界图的点数超过 ( )1M g − 。那么重复前面

关于面的处理过程后可知：图中被度数大于 3 的面所覆盖的点数至多是 ( )24 1g − 。于是，图中被三角形

所覆盖(同时没有被面数大于 3 的面所覆盖)的点集合 B 的阶数大于 ( ) ( )1 24 1M g− − − 。所以，图 G 当中

所有度数为 1k − ，且其邻域的点(没有被度数大于 1k − 的点及其领域覆盖)的全体 A 的阶数大于

( ) ( ) ( )( )1 96 1 96 1M g g M g− − − = − − 。只要 M 适当地大，即 ( )24 12 1M k> + + ，那么这两个集合 A，B
的交集 A B ≠ ∅ 。于是存在一点 x A B∈  ，使得 ( ) 1d x k= − ，而且 x 被三角形所覆盖，同时其领域中

的点都是 1k − 度点： 1 2 1, , , kx x x − 。不妨设这个次序就是它们在嵌入方案中的局部旋转次序。容易看出，
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这 k 个点 1 2 1, , , kx x x − 诱导出图的一个完全子图 kK ，它是图 G 的一个真子图。这与 G 是 k-色临界图相违

背。证毕。 
图 G 和图 H 的联图 G+H 是由图G H 添加图 G 和图 H 的所有点之间的边得到的图。如果 1G 和 2G 是

有公共点 0v ，和 1G 中的一条边 0 1v v 和 2G 中的一条边 0 2v v 的图，由这两个图经过 Hajós 构造得到的图是指

是具有顶点集 ( ) ( )1 2V G V G
和边集 ( ) ( ) { } { }1 2 0 21 12 0 ,E v v v v vG E G v   的图。Thomassen[16]证明了：环

面上的嵌入图是可 5-着色的，除非它包含 6K ，六个点的完全图，或者 3 5C C+ ，长度为 3 和 5 的两个圈的

联图，或者 2 7K H+ ， 2K 和 7H 的联图，其中 7H 是由在 4K 的两个拷贝上应用 Hajós 构造得到的，或者环

面上有 11 个点的三角剖分图 11T ，它是由长度为 11 的圈添加圈上的距离为 2 和 3 点之间的边得到的图。

Chenette，Postle，Streib，Thomas 和 Yerger[17]使用上述 Thomassen 所发展起来的方法，给出了 Klein 瓶

上的 6-色临界图完全列表。Kawarabayashi，Král，Kynčl 和 Lidický[18]借助于计算机也得到了 Klein 瓶上

的 6-色临界图完全列表。 
使用 Hajós 构造，我们可以很容易地找到某个固定曲面上的一些 k-色临界图。但是要找到某个固定

曲面上的所有的色临界图是一件很困难的事。到目前为止，仅知道射影平面、环面和 Klein 瓶这三个小

亏格曲面上 6-色临界图的确切数目。 
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