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Abstract 
In this paper, the problems of stochastic uniformly ultimate boundedness, the existence of sto-
chastic attractor and mean square exponential stability for stochastic Hopfield neural networks 
are studied by constructing proper Lyapunov-Krasovskii functional, utilizing the reciprocally con- 
vex approach, the free-weighting matrix method, some stochastic analysis techniques and linear 
matrix inequalities technique (LMI). We deduce novel results and delay-dependent sufficient 
conditions for stochastic Hopfield neural networks. Finally, numerical simulations are given on 
MATLAB to verify the effectiveness of the gained results. 
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摘  要 

本文通过构造合适Lyapunov-Krasovskii泛函，采用变互式凸组合方法、自由权矩阵方法、随机分析技

巧、线性矩阵不等式(LMI)方法，研究了一类随机Hopfield神经网络的随机一致最终有界性、随机吸引子

的存在性以及均方指数的稳定性。我们得到了随机Hopfield神经网络的新的结果和时滞依靠的充分条件。

最后，应用MATLAB数值模拟检验来得到了理论的有效性。 
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1. 引言 

人工神经网络是一种模仿生物神经网络的结构和功能的数学模型或计算模型，是一个普遍存在的非

线性系统。近年来，由于其良好的信息处理能力和非线性映射能力，被广泛的应用到模式识别、图像处

理、语音处理、DNA 片段选择、数据挖掘、自动目标识别和优化等各个领域，并取得了令人瞩目的成果

[1]-[3]。自从 1982 年，Hopfield 第一次提出了 Hopfiele 神经网络并且用 LC 电子电路进行了模拟，与此

同时与 Hopfield 神经网络有关的动力学行为得到了学者们的广泛关注。 
由于时滞在工程和现实生活中不可避免，因此研究时滞 Hopfield 神经网络具有一定的学术价值和实

际应用。通常神经网络的很多应用都建立在神经网络的动力学行为上，包括稳定性、有界性、吸引子的

存在性、周期解、收敛性、同步、混沌等[4] [5]。我们知道当非线性系统有一个平衡点的时候研究是相对

容易的，但是如果神经网络的激活函数无界可能没有平衡点或者有多个平衡点时，研究系统的平衡点的

稳定性将比较困难。虽然在[6]中，作者利用 Lasalle 不变理论研究了细胞神经网络的随机一致有界，而一

致最终有界性和吸引子的存在性作为动态系统的一种基本性质，值得我们研究。因此在本文中，我们利

用变互式凸组合的方法研究了随机 Hopfield 神经网络的随机一致最终有界性和随机吸引子的存在性、以

及特殊情况下的均方指数稳定性。 

2. 模型建立与解决 

随机 Hopfield 神经网络描述为下面的非线性积分型微分方程： 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )
( ) ( ) ( ]

d d , , d
,

, ,0D

x t Cx t AG x t BG x t t J t t x t x t t t

x v v v

τ σ τ ω

ϕ τ

  = − + + − + + −  
= ∈ −

     (1) 

其中，连接权矩阵 A，B，C 为适当维数的已知常数矩阵， ( ) ( ) ( ) T
1 , , n

nx t x t x t R= ∈    是神经元的状态

函数： ( )( ) ( )( ) ( )( ) T

1 1 , n nG x t G x t G x t =    是神经元的激励函数向量， [ ]T1, , nJ J J=   是神经网络的常

值外部输入， ( ) ( )( )ij n n
t tσ σ

×
=  是噪声强度矩阵， ( )( ) ( )( ) ( )( ) T

1 1 , , n nx t x t x tω ω ω =    是定义在由 

( ){ }: 0s s tω ≤ ≤  形成的自然流{ }t t o
F

≥
的完备空间 ( ), ,F PΩ 上的 n 维布朗运动，并且满足 ( ){ }d 0tωΕ = ，

( ){ }2d dt tωΕ = . 时变时滞 ( ) ( ) ( ) T
1 , , nt t tτ τ τ=    是有界的，且满足： ( )0 d Dtτ τ τ≤ ≤ ≤ . 对于系统的初

始条件 ( ) ( )x v vϕ= ， 0D vτ− < ≤ ，初始值函数为 [ ]( )0
,0 ,b n

F DL Rϕ τ∈ − ，其中 [ ]( )0
,0 ,b n

F DL Rτ− 表示定义在

[ ],0Dτ− 上取值于 nR 的随机过程 ( )vϕ 的全体，并且 ( )vϕ 是 0F 可测的，满足 ( ) 2

0
sup
D s

E s
τ

ϕ
− ≤ ≤

< ∞，E 定义
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为概率 P 的期望. 
假设 2.1：对任意的 1,2, ,i n=  ，存在常值标量 jδ

− 和 jδ
+ ，使得激励函数 ( )G ⋅ 满足 ( )0 0G ≠ 及 

( ) ( )
, , ,j j

j j

G x G y
x y R x y

x y
δ δ− +−

≤ ≤ ∀ ∈ ≠
−

                        (2) 

记 

{ } 1 1 2 2
1 1 1 2 2 2diag , , , , diag , , ,

2 2 2
n n

n n
δ δδ δ δ δ

δ δ δ δ δ δ
− +− + − +

− + − + − +  ++ + Ω = Ω =  
  

  . 

假设 2.2：若 ( ) ( )( ), , : , ,0,0 0n n n mt R R R R tσ σ+ ×⋅ ⋅ × × → = 满足 Lipschtiz 条件，并且存在适当维数的任

意矩阵 ( ), 1, 2i iΠ = ，使得 

( ) ( )T T T T T
1 1 2 2trace , , , ,t x y t x y x x y yσ σ  ≤ Π Π + Π Π                      (3) 

定义 2.3 [7]：系统(1)是随机一致最终有界的，如果对任意的 0ρ > ，有 ( ) 0t t ρ′ ′= > ，存在常值 0B > ，

当 0t t t′≥ + ， 0 0t > ， ϕ ρ< ,系统(1)的解 ( )0, ,x t t ϕ 满足 

( )0, ,E x t t Bϕ <  , 

其中， ( ) ( )0 0
0

, , , ,sup
M

i
s

E x t t E x t s t
τ

ϕ ϕ
− ≤ ≤

= + ， [ ]( )0
,0 ;b n

F DL Rϕ τ∈ − 。 

定义 2.4 [6]：非空闭集 nA R⊂ ， ( ){ }0

b
FL E s Bϕ ϕΛ = ∈ ≤  称为系统(1)的解 ( );x t ϕ 的随机吸引子，

使得 

sup 0lim inf
t y A

x y
→∞ ∈

− = , 

其中 [ ]( ),0 , n
DC Rϕ τ∈ −  

引理 2.5 [8]：若 1 2, , , : m
Nf f f R R 

是开集 mD R∈ 中的正值，则开集 D 中的变互式凸组合 if 满足： 

( ) ( )
( )

( )
,

1

,
0, 1

1
maxmin

i j
i i i

i

i i i j
g ti i i ji

f t f t g t
α α α

α
=

   ≠> = 
  

∑

= +∑ ∑ ∑ ，                   (4) 

从而有 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

,
, , ,

,
: , 0i i jm

i j j i i j
i j j

f t g t
g R R g t g t

g t f t
∆   = ≥  

   
  .                  (5) 

定理 2.6：对于常值 0a > ，如果存在正定矩阵 ( )1 2diag , , , nP p p p= 
, 

( )1 2diag , , ,i i i inD D D D= 
， 1 2 1 2 1 21, 2, , , , , , , ,i Q Q R R M M S=  ，使得下面的线性矩阵不等式成立， 

11 15

22 1

33

44

55

66

77

88

99

0 0 0 0 0
e e 0 0 0 0

e 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0

0 0
0
0 0

D D

D

D

PB ZC
U S R

S

ZA

ZB

βτ βτ

βτ

τ− −

−

Φ Φ − 
 ∗ Φ − 
 ∗ ∗ Φ
 
∗ ∗ ∗ Φ 
 ∆ = ∗ ∗ ∗ ∗ Φ <
 
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Φ 
 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Φ 
 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Φ
 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Φ 

           (6) 
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P Iλ<  

其中 

T
11 1 2 1 1 1 12

1e e
4

dD
D dP PC P Q Q D I

a
βτβτβ τ τ λΦ = − + + + −Ω + + Π Π  

15 1 2 2 1e e dD
D dPA R R Dβτβττ τΦ = + + +Ω  

22 1 33 2e , e dD
D dQ S R Sβτβττ τΦ = − − Φ = − −

T
44 2 2 1 1 2 55 1 1 22 2

1 12e , e e
4

dD D
dD I D S D I M M

a a
βτβτ βτλ τΦ = Π Π − + −Ω − Φ = − + + +  

( ) T
66 1 77 2 88 2 992

1, , ,D d D dM M D I S Z Z
a

τ τ τ τΦ = − Φ = − Φ = − + Φ = − − −  

“∗”表示矩阵的对称项，则 Hopfield 神经网络(1)是随机一致最终有界的。 
证明：考虑下面的 Lyapunov-Krasovskii， 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 3V t V t V t V t= + + ，                              (7) 

其中， 

( ) ( ) ( )T
1 e tV t x t Px tβ= ， 

( ) ( ) ( )
( )( )

( )
( )( )

( ) ( )
( )( )

( )
( )( )

T
1 1

2
1

T
2 2

2

d

e d

D

D

d

d

t s
D t

t s
d t

x s x sQ R
V t e s

G x s G x sM

x s x sQ R
s

G x s G x sM

β τ

τ

β τ

τ

τ

τ

+

−

+

−

    
=     ∗       

    
+     ∗       

∫

∫

 

( ) ( ) ( ) ( )3 e d dd

D

t s T
D d t

V t y s Sy s s
τ β
τ θ

τ τ θ
−

− +
= − ∫ ∫ . 

其中， ( ) ( )d dy t t x t=  
我们开始计算 ( )1V t 沿系统(1)轨迹的时间导数，得到 

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )Td d 2e , , dtV t LV t x t P t x t x t t tβ σ τ ω= + −                    (8) 

根据伊藤微分公式，得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )
( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )

T T
1

T

1

e e

1e , , , , ,
2

t t

t
xx

LV x t Px t x t P Cx t AG x t BG x t t

tra t x t x t t V x t t x t x t t

β β

β

β τ

σ τ σ τ

 = + − + + − 

 + − −  

,           (9) 

根据假设 2.2，下列不等式成立 

( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( )

T

1

T

max

T T T T
1 1 2 2

1 e , , , , ,
2

e , , , , ,

e e ,

t
xx

t

t t

tra t x t x t t V x t t x t x t t

P tra t x t x t t x t t x t x t t

x t x t x t t x t t

β

β

β β

σ τ σ τ

λ σ τ σ τ

λ λ τ τ

 − −  
 = − −  

≤ Π Π + − Π Π −

             (10) 

结合(9)和(10)式， 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

T
1

T T T T T

T T T T
1 1 2 2

e

e

e e

t

t

t t

LV x t Px t

x t PCx t x t PAG x t x t PBG x t t x t Px t J PJ

x t x t x t t x t t

β

β

β β

β

τ

λ λ τ τ

≤

 + − + + − + + 
+ Π Π + − Π Π −

    (11) 
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另外， 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

T T
2 1 1

T T
2 2

T T
1 1

T T
2 2

T T T
1 1 2

e e

e e

e e

e e

e e e

D

d

D

d

dD

t t
D D D D

t t
d d d d

t t
D D D D

t t
d d d d

tt t
D D D d

LV x t Q x t x t Q x t

x t Q x t x t Q x t

x t R G x t x t R G x t

x t R G x t x t R G x t

G t M G t G x t M G x t G x t M G x t

β τ β

β τ β

β τ β

β τ β

β τβ τ β

τ τ τ τ

τ τ τ τ

τ τ τ τ

τ τ τ τ

τ τ τ τ

+

+

+

+

++

= − − −

+ − − −

+ − − −

+ − − −

+ − − − +

( )( ) ( )( )T
2e t

d d dG x t M G x tβτ τ τ− − −

, (12) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 T T
3

2 T

e e d

e e d

d

D

dD

D

tt s
D d t

ttt T
D d D d t

LV y t Sy t y s Sy s s

y t Sy t y s Sy s s

τβ β
τ

τβ τβ
τ

τ τ

τ τ τ τ

−

−

−−

−

= − −

≤ − − −

∫

∫
,            (13) 

根据引理 2.5，变互式凸组合的方法有较低的保守型，可得到 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )

T

T T

T T

T

d

d d

d

D

d

D

t
D d t

t t t
D d t t t

d
D D D

D

D
D d d

d

d

y s Sy s s

y s Sy s s y s Sy s s

t
x t t x t S x t t x t x t t x t

t

t
S x t t x t x t x t t S x t x t t

t

x t x

τ

τ

τ τ

τ τ

τ τ

τ τ

τ τ
τ τ τ τ τ τ

τ τ

τ τ
τ τ τ τ τ τ

τ τ

τ

−

−

− −

− −

− −

 = − − +  
−

     = − − − − − − − − − − −     −

−
     × − − − − − − − − − −     −

− − −

∫

∫ ∫

( )( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( )( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )
( )( ) ( )

T

T

T

d

D D
d d

d d

d d
D D

D D

d

D

t t S x t x t t

t t
x t x t t x t x t t

t tS U
St t

x t t x t x t t x t
t t

x t x t t

x t t x t

τ τ τ

τ τ τ τ
τ τ τ τ

τ τ τ τ

τ τ τ τ
τ τ τ τ

τ τ τ τ

τ τ

τ τ

   − − − −   

   − −
      − − − − − −   − −    

= −     ∗ − −      − − − − − − − −      − −   

 − − −
−  

− − −  

( ) ( )( )
( )( ) ( )

( ) ( )( )
( )( ) ( )

( ) ( )( )
( )( ) ( )

T

d

D

d d

D D

x t x t tS U
S x t t x t

x t x t t x t x t tS U
Sx t t x t x t t x t

τ τ

τ τ

τ τ τ τ

τ τ τ τ

 − − − 
  ∗ − − −    

   − − − − − − 
≤ −     ∗− − − − − −        ,

   (14) 

即 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )

( ) ( )( )
( )( ) ( )

T

T

e d

e

dD

D

D

tt
D d t

d dt

D D

y s Sy s s

x t x t t x t x t tS U
Sx t t x t x t t x t

τβ τ

τ

β τ

τ τ

τ τ τ τ

τ τ τ τ

−−

−

−

− −

   − − − − − − 
≤ −     ∗− − − − − −       

∫

,

            (15) 

对任意的 1, 2, ,j n=  ，根据假设 2.1，易得 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )0 0 0j j j j j j j j j jF x t F l x t F x t F L x t   − − × − − ≤                  (16) 

和 
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( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )0 0 0j j j j j j j j j jF x t t F l x t t F x t t F L x t tτ τ τ τ   − − − − × − − − − ≤          (17) 

从而有 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

1 1
1

2
1

1
1

2
1

0 0

0 0

n

j j j j j j j j j j j
j

n

j j j j j j j j j j j
j

n

j j j j j j j j j
j

n

j j j j j j j j j
j

Y D F x t F x t F x t F x t

D F x t F x t t F x t F x t t

D F x t x t F x t x t

D F x t x t t F x t x t t

δ δ

σ τ σ τ

δ δ

δ τ δ τ

− +

=

− +

=

− +

=

− +

=

   = − − − × − −   

   − − − − × − − −   

   ≤ − − × −   

   − − − × − −   

∑

∑

∑

∑

( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

22 2 2 2 2 2 2 2
1 12 2

1

22 2 2 2 2 2 2 2
1 12 2

1

1 10 0
4

1 10 0
4

n

j j j j j j j j j
j

n

j j j j j j j j j
j

F x t a D F x t a D F
a a

F x t t a D F x t t a D F
a a

δ δ

τ τ δ δ

+ −

=

+ −

=

 + + + + +  

 + − + + − + +  

∑

∑

      (18) 

对任意的自由权矩阵 Z ，得到， 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ){
( ) ( )( )( ) ( )}

T
2 2e d

, , d 0

tY y t Z Cx t AG x t BG x t t y t t

t x t x t t t

β τ

σ τ ω

  = × − + + − −   

+ − =
           (19) 

定义 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )

T T T T T T

TT T T

, , , , ,

, , ,

D d

D D

t x t x t x t x t t G x t

G x t G x t G x t t y t

ς τ τ τ

τ τ τ

= − − −
− − − 

 

根据(8)~(19)，得到 

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

T
1 2

T T T T

2 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2

1

d d 2e , , d e

e e 2e , , d

e 0 0 0 0

t t

t t t

n
t

j j j j j j j j j j j j
j

V t LV t x t P t x t x t t t Y Y

t t J PJ x t P y t Z t x t x t t t

a D F a D F a D F a D F

β β

β β β

β

σ τ ω

ς ς σ τ ω

δ δ δ δ+ − + −

=

≤ + − + +

 ≤ ∆ + + + − 

 + + + + + +  ∑

  (20) 

令 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 22 2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2

1
0 0 0 0

n

j j j j j j j j j j j j
j

H aD F aD F aD F aD Fδ δ δ δ+ − + −

=

 = + + + + +  ∑  

两边同时对不等式（20）从 0 到 t 积分，并且取期望 

( )( ){ } ( ){ } { }T0 e tE V x t E V E J PJ Hβ≤ + + ，                  (21)  

由(7)式得到 

( )( ){ } ( ) 2
e tE V x t YE x t β≥ ，                           (22) 

使得 

( )
( )( ){ } 1 T

2 e 0t E V x J PJ H
E x t

Y

β β− −+ +
≤ ,                      (23)  

其中， ( )minY Pλ= 。 
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对任意的常数 0ρ > 和 ϕ ρ< ，有 ( ) 0t t ρ′ ′= > ，若取
1 T1 0J PJ HB

Y
β −+ +

= > ，对所有的 t t′≥ ，

使得 ( )( ){ }e 0 1t E V xβ− < 成立。 

根据定义 2.3，对所有的 t t′≥ ，使得 ( ),0,E x t Bϕ < 。也就是说，系统(1)是随机一致最终有界的。

证毕。 
定理 2.7：假如定理 2.6 成立，系统(1)存在一个随机吸引子 BΛ



，使得 ( ){ }0 0,b
FB L E s B t tϕ ϕΛ = ∈ ≤ ≥



 . 

证明：选取
1 2 T1 0a J PJ HB

Y
β −+ +

= > ，定理 2.6 表明对任意的 φ ，有 0t′ > ，当 t t′≥ ，使得 

( ),0,E x t Bϕ <  . 让 BΛ


记为 ( ){ }0 0,b
FB L E s B t tϕ ϕΛ = ∈ ≤ ≥



 。显然， BΛ


是闭的，有界的，不变的. 从
而有 ( )sup ;0, 0lim inf

Bt y
x t yφ

→∞ ∈Λ
− =



。因此， BΛ


是系统(1)解的一个随机吸引子。证毕。 
定理 2.8：如果定理 2.6 对所有的情况都成立，当 0J = ， ( )0 0jF = 时，系统(1)有一个初始解 ( ) 0x t ≡ ，

使得系统(1)的初始解是均方指数稳定的. 
证明：当 0J = ， ( )0 0jF = 时，显然 ( ) 0x t ≡ ，是系统(1)的初始解. 

根据定理 2.6，对任意φ ，我们推得 ( ) 2
;0, e tE x t K βφ −≤ ，其中，

( )( ) 2
0E V x

K
Y

= 。 

因此，系统(1)的初始解是均方指数稳定的.证毕. 
备注 2.9：本文主要运用线性矩阵不等式的理论，是一种构造性证明问题，通过构造负定的矩阵不等

式(6)，利用 MATLAB 中的 LMI 工具箱寻找使(6)成立的正定未知矩阵 1 2 1 2 1 2, , , , , , ,P Q Q R R M M S ，从而保

证定理 2.6 的合理性。 

3. 数值模拟 

考虑下面随机 Hopfield 神经网络 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )d d , , dx t Cx t AG x t BG x t t J t t x t x t t tτ σ τ ω = − + + − + + −     (24) 

参量 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )0.2cos 0.3, 0.5 tanh 1,2i i it x t G x t x t iτ = + = = ，连接权矩阵满足 

0.2 0.1
0.6 0.8

A
− 

=  − 
，

0.5 0.7
1 0.9

B
− 

=  − 
，

2.1 0
0 1.2

C  
=  
 

，
2
5

J  
=  
 

 

 

 
Figure 1. Stochastic uniformly ultimate boundness of system 
图 1. 系统的随机一致最终有界性 
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Figure 2. Mean square exponential stability with initial value [-5,5] 
图 2. 初始值为[-5,5]下的均方指数稳定性 

 

因此，当 1.5β = ，运用 MATLAB 中的 LMI 控制工具箱，计算 LMIS，(6)可得到可行解 

0.7710 0
0 0.7710

P  
=  
 

1

20.9422 0.1884
0.1884 20.7196

Q
− 

=  − 
1

13.4596 0.1870
0.1870 13.4344

R  
=  
 

 

1

2.3446 0.0257
0.0257 2.1958

M  
=  
 

2

15.2327 2.8740
2.8740 5.5712

Q  
=  
 

2

7.4214 0.3563
0.3563 7.6758

R
− 

=  − 
 

2

4.7800 0.0520
0.0520 4.4785

M  
=  
 

2.2200 0.7850
0.7850 1.8267

S  
=  
 

， 2.61λ =  

则相应的图像如图 1，图 2。 
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