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Abstract 
This paper studies the stability of impulsive differential systems when the pulses happen in the 
random time. Under the influence of random pulses, the solutions of impulsive differential equa-
tions become the stochastic processes, so the solutions are far different from the deterministic 
impulsive differential equations’. In this paper, we study how the random pulses affect the stabili-
ty of the systems, and then the sufficient condition on P-moment stability is established. 
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摘  要 

本文研究了当脉冲时刻是随机变量时，脉冲微分系统的稳定性。因为在随机脉冲时刻的影响下，脉冲微
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分方程的解为随机过程，这与传统的确定性脉冲时刻的微分方程解的性质相差甚远。本文便研究随机脉

冲的发生是如何影响系统稳定性的，并给出使系统P阶指数稳定的充分条件。 
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1. 引言 

脉冲微分方程描述了某些运动状态在固定或不固定时刻的快速变化或跳跃. 它是对自然界的发展过

程更加真实的反映，科学和技术的许多领域和许多方面的变化规律都可以用脉冲微分方程来刻画或描述

[1]。因此大量有关脉冲微分系统的理论应运而生[1]-[3]，并且得到了广泛的关注。而稳定性对系统来说

是重要且基本的内容。因为稳定性是系统能否正常工作的先决条件，因此判别脉冲系统的稳定性以及如

何改善其稳定性是系统分析和综合的首要问题[4] [5]。文献[6]-[11]分别从不同角度用不同方法研究了脉

冲微分系统的稳定性问题。近几年来，在前人的脉冲系统研究的基础上[12]，运用 Lyapunov 稳定理论与

脉冲系统的比较原理，结合现实工程当中的应用，将时间滞后，参数不确定，耗散性无源性，随机等因

素被考虑到脉冲系统模型中来，极大的丰富了经典的脉冲系统稳定性理论。 
但是在实际问题中脉冲发生的时刻不全是确定的，而常常是随机的，也就是说，脉冲时刻是随机变

量。由于脉冲时刻是随机的，具有随机脉冲时刻的微分方程的所有解均为随机过程，这与传统的确定性

脉冲时刻的微分方程解的性质相差甚远，因为一般的确定性脉冲时刻的脉冲系统的解是一个分段函数。

而随机脉冲系统的解是一个随机过程。本文便研究随机脉冲的发生是如何影响系统稳定性的，并给出使

系统 P 阶指数稳定的充分条件。 

2. 预备知识 

考虑线性脉冲微分系统： 

( ) ( )
( ) ( )
( )

1

0

, a.e.  ,

, a.e.
c k k

k r k

n

x t A x t t k N

x t A x t k N

x t R

ξ ξ

φ

−

−

= < < ∀ ∈

= ∀ ∈

= ∈


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其中 nx R∈ 代表系统状态，矩阵 ,c rA A 为适合维数的常矩阵。 kτ 是定义在 ( )0,k kD d≡ 上的随机变量，

1,2, ,k = ⋅⋅⋅ 其中 0 kd< < +∞。同时，假设当 i j≠ 时， iτ 和 jτ 是相互独立的， , 1, 2, , ,i j q Rτ= ⋅⋅⋅ ∈ 为常数。

1 , 1, 2,3 ,k k k kξ ξ τ−= + = ⋅⋅⋅ 记 

{ } [ )1,2, , 0,N R+= ⋅⋅ ⋅ = +∞  

和 

( ) { }: ,n nR H x R x H H R= ∈ ≤ ∀ ∈  

其中 ⋅ 为 nR 空间中的欧氏范数。 
本文中，我们总假设系统(1)的解存在且唯一，并且其解均为右连续的。 
令 ( ),nC R R Rτ +× 表示所有定义在 nR Rτ × 上的非负函数 ( ),V t x 集合，并且 ( ),V t x 关于 t 和 x 均连续可

微。对于 ( ),nV C R R Rτ +∈ × ，定义从 nR Rτ × 到 R 上的算子
( )d ,
d

V t x
t
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定义 1：假设 0p > ，系统(1)的零解被称为 p 阶矩指数稳定，如果存在 , 0β µ > 使得 

( ) ( )0
0e , ,

p p t t
CE x t t tµβ φ − −< >  

其中 [ ] ( ),0sup .rC θφ φ θ∈ −= 这里及以后， ( )·E 表示数学期望。 

3. 主要结果 

引理 1 对于系统(1)，任意的 1k kt t τ−> ≥ ， 0 1kt t −= ，假设存在 1q ≥ 以及函数 ( ),nV C R R Rτ +∈ × 满足 
i) ( )( ) ( )( ) [ ], , , ,0qV t x t V t x t rθ θ θ≥ + + ∀ ∈ − 有 

( )( ) ( ) ( )( ) [ )1

d ,
, , , ,

d k k

V t x t
t V t x t t t t

t
λ −≤ ∀ ∈  

其中 [ )1: ,k kt t Rλ − → 。 

ii) ( ) ( ) ( ) [ )1ln 2 , , .k kt q r t t tλ −≥ − ∀ ∈  
那么，对任意的 [ )1,k kt t t−∈ ， ( )( ) [ ] ( )( )1 1 1 1,0, sup ,k k k krqV t x t V t x tθ θ θ− − − −∈ −≥ + + 就有 

( )( ) ( )( ) ( )
1

d

1 1, , e .
t
tk

s s

k kV t x t V t x t
λ

−
− −

∫
≤  

证明过程见参考文献[13]。 
在提供稳定性条件之前，需要指出，该分析利用了一类在紧集上满足线性微分包含的拟二次 Lyapunov

函数[9] [14]。更确切地说，我们使用的函数： 

( ) [ ]
T

xV x x L x=  

其中 [ ]xL 为依赖于系统系统状态的李雅普诺夫矩阵，并满足齐次性，即 

[ ] [ ] [ ] [ ]
T: ; 0; 0; ; 0,n n n

x x x axL R R L L L x a R a×→ = = > ∀ ≠ ∈ ≠  

而在本文中，我们只需令 [ ]xL 为对称正定常矩阵 P 即可，即取 

( ) TV x x Px=  

定理 1：假设存在函数 ( ),nV C R R Rτ +∈ × ，对称正定矩阵 P 和正常数 1 2,c c 满足下列条件 
i) T

1 2 ,p pc x x Px c x≤ ≤  
ii) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]TT , ,0Pqx t Px t x t s x t s s r≥ + + ∀ ∈ − 有 

( )( )T
1,a.e , ,k kA P PA t P t k Nµ λ ξ ξ−+ ≤ − + < < ∀ ∈  

其中 [ )1: , .k kt t Rλ − →  
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iii) 存在 : , 1, 2, ,j jw D R k+→ = ⋅⋅⋅ 使得 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )TT 1 a.e., ,k k k k k kx x w x xP P k Nξ ξ τ ξ ξ− −≤ + ∀ ∈  

iv) ( )d ,s s
τ
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+∞

< +∞∫  

v) ( )1 .j jj E ω τ+∞

=
  < +∞ ∑  

则系统(1)的零解是 p 阶矩指数稳定的。 
证：我们假设 ( ) ( )ln 2 .q rµ < 对任意的 0t Rτ∈ ，由条件 i)，我们得到 

( ) ( ) [ ] ( )T T
0 0 2 0 2,0sup .

p p
r Cx t Px t c t cθθ θ φ θ φ∈ −+ + ≤ + =  

那么对所有 [ )0 1,t t ξ∈ ，由引理 1 得到： 
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接下来，我们将证明 
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对任意的 [ )1, , 1, 2,3, ,i it iξ ξ−∈ = 
当 1i = 时， ( )
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1
1.

i

j

−

=

⋅ =∏  

在 1i = 的情况下，由式 (2) ，则能推出 (3) 。假设对 , 1i k k≤ ≥  (3)成立，也就是说对所有

[ )1, , 1, 2, , ,i it i kξ ξ−∈ = 
有 
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因此，对所有 [ )0 , kt t ξ∈ 有 
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进一步，条件 iii)意味着 
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对任意的 [ ),0 ,rθ ∈ − 如果 0 ,k tξ θ+ ≥ 那么由式(4)和(5)，有 

( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 0
d

2
1

d T

T Tln 2

T

e 1

1 e

e e

,

k
k t

k
k

kt s sp
j jC

j

s s
k k k k

q
k k k k

k k

qc

q x Px

q x Px q x Px

x Px

ξ

ξ
ξ θ

µ ξ λ

µθ λ

µθ

φ ω τ

ω τ ξ θ ξ θ

ξ θ ξ θ ξ θ ξ θ

ξ θ ξ θ

+

− − +

=

+

−

∫

∫

 + 

≥ + + +

≥ + + ≥ + +

≥ + +

∏

 

反之如果 0 0, ,k kt t rξ θ ξ+ < < + 那么由式(4)和(5)，有 
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综上，对任意 [ ),0 ,rθ ∈ − 我们有 
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由(5)以及引理 1，对于所有的 [ )1, ,k kt ξ ξ +∈ 我们得到 
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这就表示，当 1i k= + 时，式(3)成立。经过以上数学推导，我们证明了对于所有 1,2,3,i = 式(3)成
立。 

对于任意 0 , ,t t ω≥ ∈Ω 如果存在一个 ,i N∈ 使得 [ )1, ,i it ξ ξ−∈ 那么我么从式(3)得到 
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因此，由引理 1 
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当
p
Cφ δ< 时，由(6)得到，对所有的 0 ,t t≥  

( ) .
p

E x t ε<  

4. 结论 

由于受到脉冲随机发生的影响，脉冲微分方程的解成为了一个随机过程，本文以 Lyapunov 直接法为

基础，通过运用拟二次 Lyapunov 函数给出使线性随机脉冲微分系统 P 阶指数稳定的充分条件。 
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