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Abstract 
In this paper, we investigate a class of functions containing parameter and reveal the nature of the 
function with different parameters. We also use matlab to simulate the results, which verify the 
correctness of the conclusions. 
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摘  要 

本文考察一类含参变量的函数，揭示函数在参数不同取值下的性态，并利用matlab进行了仿真，结果验

证结论的正确性。 
 
关键词 

稳定点，零点，最终单调递增(减) 

 
 

1. 引言 

从现有的文献来看，对含参变量函数性态的研究甚少，而多数都是讨论含参变量函数的积分、Riemann
边值问题或 Hilbert 边值问题[1]-[3]，梅宏则在文献[4]中给出了一类含参变量积分的常差分方程计算方法。 

本文对一类特殊的带参变量函数的进行分析，揭示该类函数在参数不同取值下的性态。 
本文考察如下函数： 

( ); , 0
e

x

x

xf x xαα = > ， 

其中参数 0α > 。 

2. 主要结果 

首先，函数 ( );f x α 对 x 求导数 

( ) 1d ; ln 1
d e

x

x

xf x x x
x α

αα α − = + − ， 

令 ( ) 1; ln 1g x x xαα α −= + − ，则有 

( ) ( )d ; ;
d e

x

x

xf x g x
x αα α=                                  (1) 

同样，函数 ( );g x α 对 x 求导数 

( ) ( ) 11 1d ;
d

x
g x

x x

αα α
α

−− −
= ， 

再令 ( ) ( ) 1; 1 1h x xαα α α −= − − ，则有 

( ) ( );d ;
d

h x
g x

x x
α

α =                                   (2) 

当 ( )1,α ∈ +∞ 时，记 ( ) ( )
1

11sx αα α α −= −   ，显然 ( )( ); 0sh x α α = ，因而 ( )sx α 是函数 ( );g x α 的稳定

点。 
引理 1 对于函数 ( );h x α 和 ( );g x α ，下述成立： 
(i) 当 ( )0,1α ∈ 时，对于任意 0x > ，有 ( ); 1h x α > ，从而 ( );g x α 关于 x 在 ( )0,+∞ 上严格单调递增。 

(ii) 当 1α = 时，对于任意 0x > ，有 ( ); 1h x α ≡ ，从而 ( );g x α 关于 x 在 ( )0,+∞ 上严格单调递增。 

(iii) 当 ( )1,α ∈ +∞ 时，有表 1 成立。 
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Table 1. The monotonicity of the function ( );g x α  at the case ( )1,α ∈ +∞  

表 1. 函数 ( );g x α 在 ( )1,α ∈ +∞ 下的单调性 

x  ( )( )0, sx α  ( )sx α  ( )( ),sx α +∞  

( );h x α  

( );g x α  

+  

  

0  

( )( )max ;sg g x α α=  

−  

  

 
且 ( ) ( )

0
lim ; lim ;

xx
g x g xα α

+ →+∞→
= = −∞。 

证明 (i) 当 ( )0,1α ∈ 时，对于任意 0x > ，有 ( ) ( ) 1; 1 1 1h x xαα α α −= − − > ，由(2)知， ( );g x α 关于 x
在 ( )0,+∞ 上严格单调递增。 

(ii) 当 1α = 时，对于任意 0x > ，有 ( ) ( ) 1; 1 1 1h x xαα α α −= − − ≡ ，由(2)知， ( );g x α 关于 x 在 ( )0,+∞
上严格单调递增。 

(iii) 当 ( )1,α ∈ +∞ 时，注意到对任意 0x > ，有 ( ) ( )2 2d ; 1 0
d

h x x
x

αα α α −= − − < ，所以 ( );h x α 在 ( )0,+∞ 上

关于 x 严格单调递减。而 ( ) ( )
0

lim ; 1, lim ;
xx

h x h xα α
+ →+∞→

= = −∞，所以存在唯一的 

( ) ( ) ( )
1

11 0,sx αα α α −= − ∈ +∞   使得 ( )( ); 0sh x α α = ，再结合(2)知表 1 成立。而 ( )
0

lim ;
x

g x α
+→

= −∞显然成

立。注意到 1
lnlim 0

x

x
xα−→+∞

= ，故 ( ) 1
1

lnlim ; lim 1
x x

xg x x
x

α
αα α−
−→+∞ →+∞

 = − + = −∞ 
 

。因而 

( ) ( )
0

lim ; lim ;
xx

g x g xα α
+ →+∞→

= = −∞。 

定理 1 对于函数 ( );g x α 和 ( );f x α ，下述成立： 

(i) 当 ( )0,1α ∈ 时， ( );g x α 存在零点 ( )0
1 ,1
e

x α  ∈ 
 

，有表 2 成立。 

且 ( ) ( )0 0
0 1

1lim , lim 1
e

x x
α α

α α
+ −→ →

= = 。 

(ii) 当 1α = 时，有表 3 成立。 

(iii) 存在 1 2,s sα α 满足 1 2
3 51

2s sα α+
< < < < +∞，且 

(a) 当 ( )11, sα α∈ 时，存在 ( )( )1 0, sx x α∈ 及 ( )( )2 ,sx x α∈ +∞ 使得表 4 成立。 

(b) 当 [ ]1 2,s sα α α∈ 时，有表 5 成立。 

(c) 当 ( )2 ,sα α∈ +∞ 时，存在 ( )( )3 0, sx x α∈ 及 ( )( )4 ,sx x α∈ +∞ 使得表 6 成立。 

证明 (i) 当 ( )0,1α ∈ 时，注意到 11 ; e 0
e

g αα α −  = − < 
 

， ( )1; 1 0g α α= − > ，再结合(1)、(2)及引理 1 (i)

可知，存在 ( )0
1 ,1
e

x α  ∈ 
 

使得 ( )( )0 ; 0g x α α = ，从而表 2 成立。显然 ( )0
0

1lim
e

x
α

α
+→

= ， ( )0
1

lim 1x
α

α
−→

= 。 

(ii) 当 1α = 时，注意到 ( )
0

lim ;
x

g x α
+→

= −∞， ( )lim ;
x

g x α
→+∞

= +∞及 ( )1; 0g α = ，再结合(1)、(2)及引理 1 (ii)

可知表 3 成立。 
(iii) 当 ( )1,α ∈ +∞ 时，记 ( ) ( )2 ln 1I α α α α= − − −   ，由引理 1 (iii)知 

( )( ) ( ) ( )
max

2 ln 1
;

1 1s
I

g g x
α α α α

α α
α α

− − −  = = =
− −

。由 ( ) ( )
2 3 1 0

1
I α αα

α α
− +′ = =

−
，解得

3 5 1
2

α +
= > ，而 
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Table 2. The monotonicity of the function ( );f x α  at the case ( )0,1α ∈  

表 2. 函数 ( );f x α 在 ( )0,1α ∈ 下的单调性 

x  ( )( )00, x α  ( )0x α  ( )( )0 ,x α +∞  

( );g x α  

( );f x α  

−  

  

0  

( )( )min 0 ;f f x α α=  

+  

  

 
Table 3. The monotonicity of the function ( );f x α  at the case 1α =  

表 3. 函数 ( );f x α 在 1α = 下的单调性 

x  ( )0,1  1  ( )1,+∞  

( );g x α  

( );f x α  

−  

  

0  

( )min 1;f f α=  

+  

  

 
Table 4. The monotonicity of the function ( );f x α  at the case ( )11, sα α∈  

表 4. 函数 ( );f x α 在 ( )11, sα α∈ 下的单调性 

x  ( )10, x  1x  ( )1 2,x x  2x  ( )2 ,x +∞  

( );g x α  

( );f x α  

−  

  

0  

minf  

+  

  

0  

maxf  

−  

  

 
Table 5. The monotonicity of the function ( );f x α  at the case [ ]1 2,s sα α α∈  

表 5. 函数 ( );f x α 在 [ ]1 2,s sα α α∈ 下的单调性 

x  ( )( )0, sx α  ( )sx α  ( )( ),sx α +∞  

( );g x α  

( );f x α  

  

  

( )( ); 0sg x α α ≤  

  

  

  

 
Table 6. The monotonicity of the function ( );f x α  at the case ( )2 ,sα α∈ +∞  

表 6. 函数 ( );f x α 在 ( )2 ,sα α∈ +∞ 下的单调性 

x  ( )30, x  3x  ( )3 4,x x  4x  ( )4 ,x +∞  

( );g x α  

( );f x α  

−  

  

0  

minf  

+  

  

0  

maxf  

−  

  

 
( ) ( )

1
lim limI I

αα
α α

+ →+∞→
= = +∞，从而有表 7 成立。 

令 ( )( ); 0sg x α α = ，可得 1 2,s sα α α= 满足 1 2
3 51

2s sα α+
< < < < +∞，且有表 8 成立。 

(a) 当 ( )11, sα α∈ 时，由表 8 可知 ( )( ); 0sg x α α > ，再结合引理 1 (iii)及(1)知，存在 ( )( )1 0, sx x α∈ 及

( )( )2 ,sx x α∈ +∞ 使得表 4 成立。 

(b) 当 [ ]1 2,s sα α α∈ 时，由表 8 可知 ( )( ); 0sg x α α ≤ ，再结合引理 1 (iii)及(1)知表 5 成立。 
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Table 7. The monotonicity of the function I(α)  
表 7. 函数 I(α)的单调性 

α  3 51,
2

 +
  
 

 3 5
2
+  

3 5 ,
2

 +
+∞  

 
 

( )I α′  

( )I α  

−  
  

0  

minI  
+  
  

 
Table 8. The value of the function ( )( );sg x α α  

表 8. 函数 ( )( );sg x α α 的取值 

α  ( )11, sα  1sα  ( )1 2,s sα α  2sα  ( )2 ,sα +∞  

( )I α  

( )( );sg x α α  
+  
+  

0  
0  

−  
−  

0  
0  

+  
+  

 
(c) 当 ( )2 ,sα α∈ +∞ 时，由表 8 可知 ( )( ); 0sg x α α > ，再结合引理 1(iii)及(1)知，存在 ( )( )3 0, sx x α∈ 及

( )( )4 ,sx x α∈ +∞ 使得表 6 成立。 
定理 2 对于函数 ( );f x α ，下述成立： 
(i) 当 ( ]0,1α ∈ 时， ( )lim ;

x
f x α

→+∞
= +∞。 

(ii) 当 ( )1,α ∈ +∞ 时， ( )lim ; 0
x

f x α
→+∞

= 。 

证明  (i) 当 ( ]0,1α ∈ 时，由定理 1 知， ( );f x α 是关于变量 x 最终单调递增的，所以不妨设

( )lim ;
x

f x Aα
→+∞

= 。显然 0A ≠ ，下证 A = +∞。反证，假设 ( )0,A∈ +∞ ，则 

( )
( )

( )
1

ln 1lim ; lim lim lim
e ee

xx x

x xx x x x
x

xx x xf x
xα α

α
αα

α −→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

′
 +

= = = ⋅ = +∞ 
′  

， 

与假设矛盾，因而 ( )lim ;
x

f x α
→+∞

= +∞。 

(ii) 当 ( )1,α ∈ +∞ 时，由定理 1 知， ( );f x α 是关于变量 x 最终单调递减的，注意到对任意 0x > 有

( ); 0f x α > ，所以不妨设 ( )lim ;
x

f x Bα
→+∞

= 。显然 [ )0,B∈ +∞ ，下证 0B = 。 

( )
( )

( )
1 1

ln 1 ln 1lim ; lim lim lim 0
e ee

xx x

x xx x x x
x

xx x x xf x B
x xα α

α
α αα

α α− −→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

′
 + +

= = = ⋅ = ⋅ = 
′  

， 

即 ( )lim ; 0
x

f x α
→+∞

= 。 

定理 3 对于 ( )sx α 有 

( )

1 51, 1, ;
2

1 51, ;
2

1 51, , ;
2

sx

α

α α

α

  +
> ∈     
 += =


 +< ∈ +∞   
 

当 时

当 时

当 时
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且 ( )
1

lim sx
α

α
+→

= +∞， ( )lim 1sx
α

α
→+∞

= 。 

证明 当 ( )1,α ∈ +∞ 时，方便起见，记 ( ) ( )1 sL xα α= − ， ( ) ( )2 ln 1 1l α α α α α= − − −   。则 

( ) ( )
( )

( ){ } ( )
( )

( )2 22 ln 1 1
1 1
s sx x

L l
α α

α α α α α α
α α α α

′ = − − − =  − −
。 

将 ( )l α 对α 分别求一阶导数和二阶导数 

( ) ( ) 1ln 1
1

l α α α
α

′ = − − −   −
， ( )

( )

2

2

2 4 1
1

l α αα
α α

− +′′ = −
−

， 

令 ( ) 0l α′′ = ，得 ( )21 1,
2

α = + ∈ +∞ 。注意到 ( ) 1 2ln 2 0
2

l α +′ = − − < ，所以有表 9 成立。 

即 ( )l α 在 ( )1,+∞ 上严格单调递减。而 ( )
1

lim l
α

α
+→

= +∞ ， ( )lim l
α

α
→+∞

= −∞ ，所以存在唯一一点 ( )1,lα ∈ +∞ ，

使得 ( ) 0ll α = ，亦即 ( ) 0lL α′ = 。而 ( ) ( )
2 1

11 e 0
l

l l
lL

α
α αα

−
−= − > ， ( )

1
lim L
α

α
+→

= −∞ ， ( )lim 0L
α

α
→+∞

= ，从而有表

10 成立。 

因此存在唯一一点 ( )1 5 1,
2 lα α+

= ∈ 使得
1 5 0

2
L
 +

=  
 

，且当
1 51,

2
α

 +
∈  
 

时， ( ) 0L α < ；当

1 5 ,
2

α
 +

∈ +∞  
 

时， ( ) 0L α > 。由 ( )
1

lim L
α

α
+→

= −∞ ， ( )lim 0L
α

α
→+∞

= ，知 ( )
1

lim sx
α

α
+→

= +∞， ( )lim 1sx
α

α
→+∞

= 。 

 
Table 9. The monotonicity of the function ( )l α  

表 9. 函数 ( )l α 的单调性 

α  ( )1,α  α  ( ),α +∞  

( )l α′′  

( )l α′  

( )l α  

+  

−  

  

0  

−  

  

−  

−  

  

 
Table 10. The monotonicity of the function ( )L α  

表 10. 函数 ( )L α 的单调性 

α  ( )1, lα  lα  ( ),lα +∞  

( )L α′  

( )L α  

+  

  

0  

+  

−  

  

3. 数值仿真 

这一部分我们用 matlab 描绘在参数α 不同取值下函数 ( );f x α 的图像。 
当 ( ]0,1α ∈ 时，函数 ( );f x α 在参数α 不同取值下的图像如图 1 所示。 
当 ( )1,α ∈ +∞ 时，函数 ( );f x α 在参数α 不同取值下的图像如图 2 所示。 
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Figure 1. The figure of ( );
e

x

x

xf x αα =  with the parameter ( ]0,1α ∈  

图 1. ( );
e

x

x

xf x αα = 在参数 ( ]0,1α ∈ 下的图像 

 

 

Figure 2. The figure of ( );
e

x

x

xf x αα =  with the parameter ( )1,α ∈ +∞  

图 2. ( );
e

x

x

xf x αα = 在参数 ( )1,α ∈ +∞ 下的图像 
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4. 小结 

本文引入函数 ( );h x α 和 ( );g x α ，通过考察其性质(引理 1)进而考察函数 ( );f x α 的性质(定理 1、定

理 2)。接着考察了函数 ( );g x α 的稳定点 ( )sx α (定理 3)，为分类参数α 的区间进而准确描绘函数 ( );f x α
的图像做了准备。 
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