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Abstract 
Perhaps the most famous combinatorial game is Nim, which was completely analyzed by C.L. Bou-
ton in 1902. From then on, the variant of Nim game is getting more and more popular. This paper 
introduces a new variant of Nim game, K-L-Nim game, one player’s illegal move is to remove k 
stones from one pile, while the other player’s illegal move is to remove l stones from one pile. This 
paper gives a complete solution for the game by using Sprague-Grundy Theorem, Bouton Theorem 
and mathematical induction. 
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摘  要 

Nim博弈是博弈论中最经典的模型之一，1902年C.L. Bouton给出其完全解。其变形版本的玩法日益受到

人们的喜爱，这篇文章介绍了一个Nim博弈的变形玩法，K-L-Nim博弈。其中一个玩家每次不能拿走k个
石子(但可拿走多于或者少于k个石子)，而另外一个玩家不能拿走l个石子(但可拿走多于或者少于l个石

子)。这篇文章巧妙地借助了Sprague-Grundy定理研究了 k l= 时的组合解。并用数学归纳法和Bouton
定理给出了 k l≠ 时所有组合解。 
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1. 引言 

Nim 博弈是博弈论中最经典的模型，它有着十分简单的规则和无比优美的结论。它的规则如下： 
有若干堆石子，每堆石子的数量都是有限的，两人交替拿走石子，合法的移动是“选择一堆石子并

拿走若干颗(不能不拿)”，如果轮到某个人时所有的石子堆都已经被拿空了，则判负(因为他此刻没有任

何合法的移动)。 
1902 年，Bouton [1]给出了这个游戏的所有组合解。从此以后，通过修改 Nim 博弈的规则，各种各

样的 Nim 类型的博弈就产生了，更多的可以参考[2] [3] [4] [5] [6] [7]-[12]。首先我们先来回忆一些组合游

戏里的定义。 
定义 1 假设双方都采取最明智的策略，则对于一些状态，刚刚做完决策的游戏者有一定胜利的策略

的状态(Previous Player wins the game)叫做 P 态。下一个做出决策的游戏者有一定获胜的策略的状态(Next 
Player wins the game)叫 N 态。 

在有限的公平组合游戏中，P 态和 N 态有如下的性质： 
1) 所有终止状态都是 P 态； 
2) 能一步到达 P 态的状态为 N 态； 
3) 每一步都将到达 N 态的状态为 P 态。 
要证明一个状态是 N 态，只需要证明它在一个合法的移动内可以变成一个 N 态，而要证明一个状态

是 P 态，则需要证明它的任意一个下一步状态都是 N 态，所以寻找一个 Nim 类型组合游戏的 P 态就显得

尤为重要。 
定义 2 两个非负整数的 Nim 和是指将这两个数换算成二进制以后的不进位相加所得到的值。更详细

地， 

( ) ( ) ( )0 0 02 2 2s s sx x y y z z⊕ =  
, 

其中 ( )mod 2i i iz x y= + ，也即当 i ix y+ 为偶数时， iz 等于 0， i ix y+ 为奇数时， iz 等于 1。 

例 3 23 11= ， 24 100= ， 25 101= 。所以 

2 2 2 23 4 5 11 100 101 0⊕ ⊕ = + + = . 

符号 在本文中，我们假设初始状态有 n 堆石子，每堆数目分别是 1 2, , , nx x x  (数目可以重复，为了

方便我们假设其为非降序排列)。我们用 ( )1 2, , , nS x x x= 
表示其初始状态。另外为了表述方便，我们用

P1 表示先手，P2 表示后手。 
下面这个定理对普通的 Nim 博弈的所有的 P 态进行了一个刻画，那显然其所有对立面的状态就是 N

态。 
Bouton 定理[1] 对于一个在 ( )1 2, , , nS x x x= 

状态上进行的 Nim 博弈，它是 P 态当且仅当 
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1 20n
i ix=⊕ = . 

在这篇文章中，我们考虑一种新的游戏，K-L-Nim 博弈，其规则如下。 
有若干堆石子，每堆石子的数量都是有限的，两人交替移走石子，合法的移动是“选择一堆石子并

拿走若干颗，不能不拿”，但是先手 P1 每次不能拿走 k 个石子(但可拿走多于或者少于 k 个石子)，后手

P2不能拿走 l 个石子(但可拿走多于或者少于 l 个石子)，如果轮到某个人时所有的石子堆都已经被拿空了，

则判负。 
在第二部分，我们介绍当 k l= 时该博弈的解；在第三部分，我们介绍当 k l≠ 时的解。 

2. K 等于 L 

在介绍我们的主要结论之前，我们先给出一些定义，以便我们能方便的证明我们的结论。 
定义 4 用 1 2 nG G G G= + + + 表示由单堆上进行的 1 2, , , nG G G 的 Nim 博弈组成的组合博弈。其中

每个玩家可以在每一次走步中选择其中一个子游戏上进行。 
定义 5 对于任意一个仅含一堆的 Nim 博弈G 来讲，其 Sprague-Grundy 函数 ( )g x 定义如下：对于其

终止状态 t ， ( ) 0g t = ，对于其他状态， 

( ) ( ){ }:g x mex g y x y= → 是个合法的走步 , 

其中 ( ) { }{ }min 0 : , 0,1,2,mex S n n S S= ≥ ∉ ⊆ 有限集 表示局外最小序数。 

Sprague-Grundy 定理[10] 假设 ( ) ( ) ( )1 1 2 2, , , , , ,n nG x G x G x
是 n 个单堆的 Nim 博弈及其初始状态。

1 2 nG G G G= + + + ，那么对于博弈G 而言，其 Sprague-Grundy 函数 ( )g x 满足 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 2, , , n n ng x x x g x g x g x= ⊕ ⊕ ⊕ 
. 

其中 , ig g 分别表示G 和 iG 的 Sprague-Grundy 函数，其中 1, 2, ,i n=  。 
所以一旦知道一个博弈的 Sprague-Grundy 函数，我们就很容易的去分析与其相关的博弈。满足使得

( ) 0g S = 的状态 S 为 P 态，否则，为 N 态。 
现在我们来考虑 K-L-Nim 博弈，其中 k l= 。 
定理 6 假设 K-L-Nim 博弈在石子数为 x 的单堆上进行，其中 k l= 。那么我们有 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2 ,

2 1 2 1 1,

2 1 2 2 1 1,

g ks g ks k ks

g ks g ks k ks

g ks k g ks k ks k

= + =

+ = + + = +

+ − = + − = + −



 

其中 1, 0k s≥ ≥ 。 
证明：我们主要对石子的总数采用数学归纳法。 
假设 k l t= = ，所以对两个玩家来说，他们的合法移动是每次拿走 [ ] \x t 个石子。表 1 是 x 较小的时

候的一些 Sprague-Grundy 函数值。 
也即， 

 
Table 1. The Sprague-Grundy function values of some small xs 
表 1. x 较小的时候的一些 Sprague-Grundy 函数值 

x 0 1 2 ... t − 1 t t + 1 t + 2 ... 2t − 1 

g(x) 0 1 2 ... t − 1 0 1 2 ... t − 1 
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( ) { }0,1, 2, , 1g i mex i i= − =
，其中 1, 2, , 1i t= − ； 

( ) { }0,1, 2, 1, 1, , 1g j mex j t j t j j t= − − − + − = − 
，其中 , 1, , 2 1j t t t= + − 。 

对于更一般的情形，我们有  

( ) ( ) ( ) ( ){
}

2 0,1,2, , 2 1 1,2 1 ,2 1 1,

2 1,2 1, , 2 1,2 ,2 1, , 2 1 ;

g st i mex s t t s t t s t t

st i t st i t st st st st i

+ = − + − − + − + +

+ − − + − + − + + −



 

 

( ) { }2 0,1, 2, , 2 1, 2 , 2 1, , 2 1, 2 1, , 2 1 ;g st j mex st st st st j t st j t st j+ = − + + − − + − + + −  
 

其中 1, 2, , 1i t= − ； , 1, 2, , 2 1j t t t t= + + − 。 
根据归纳假设，我们知道 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2 ,

2 1 2 1 1,

2 1 2 2 1 1.

g mt g mt t mt

g mt g mt t mt

g ms t g mt t mt t

= + =

+ = + + = +

+ − = + − = + −



 

其中 1,0 1t m s≥ ≤ ≤ − 。 
所以 ( ) ( ) ( ) ( )( ){ } [ ]0 , 1 , 2 , , 2 1 1 1g g g g s t t st− + − = − 。 

由于 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )2 2 1 2 1 1g st i t g s t i g s t i s t i+ − = − + + = − + = − + ，所以我们得到 ( )2g st i st i+ = + ，

其中 0,1, , 1i t= − 。同理，我们可以得到 ( )2g st j st j t+ = + − ，其中 , 1, , 2 1i t t t= + − 。由 t 的选择的

任意性我们完成了该定理的证明。□ 
推论 7：假设 K-L-Nim 博弈在石子数为 x 的单堆上进行，且 k l t= = 。那么 Sprague-Grundy 函数值

如下 

( )
( ) ( )
( ) ( )

2 mod , 2 , 0 mod , 2 1

2 mod , 2 , mod , 2 2 1.t

x t t x k x k k
g x

x t t x k k k x k k

 + ≤ ≤ −  = 
+ − ≤ ≤ −  

 

其中 ( )mod ,a b 表示 a 除以 b 后的余数。 
所以对于任意一个在状态 ( )1 2, , , nS x x x= 

上进行的 K-L-Nim 博弈( k l= )，我们可以将其看成是 n 个

单堆的 Nim 博弈的结合，并分别算出这 n 个初始状态的 Sprague-Grundy 函数值。如果这 n 个值的 nim 和

为 0，则其初始状态为 P 态，否则为 N 态。 
例 8 假设 K-L-Nim 博弈在初始态 ( )3,5,8S = 上进行，并且 2k l= = 。所以 ( )2 3 1g = ， ( )2 5 3g = ，

( )2 8 4g = ， ( ) ( )2 223,5,8 1 3 4 110 0g = ⊕ ⊕ = ≠ ，因此这是一个 N 态。 

3. K 与 L 不相等 
我们假设 { } { }1 2max , , , min ,nx x x k l≥

。否则这个游戏就变成了普通的 Nim 博弈。 

定义 9 如果一个状态在普通的 Nim 博弈中是 N 态，而它在 K-L-Nim 博弈的规则下不能在下一步转

化成普通 Nim 博弈里的 P 态，那么我们说该状态是 K-L-Nim 博弈里的有缺陷的 N 态。 
例 10 假设 K-L-Nim 博弈在一个初始状态为 ( )4,5 的状态上进行，其中 1, 2k l= = 。显然 ( )4,5 对于

K-L-Nim 博弈中的 P1 来说就是一个有缺陷的 N 态，因为 ( )4,5 如果想变成普通 Nim 博弈里的一个 P 态，

需要 P1 在第一步中从石子数为 5 的堆里拿走一颗石子，然而很显然，P1 并不能做到。 
接下来，我们先看一下 k l< 的情形。 
引理 11 对于 K-L-Nim 博弈，其中 k l< ，如果 P2 在一个有缺陷的 N 态上进行，那么他也有一个合
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法的移动，去留下一个有缺陷的 N 态给 P1。 
证明：假设 P2 面对的状态为 ( )1 2, , , nS x x x= 

，由于它是有缺陷的 N 态，故有 

1 20n
i ix=⊕ ≠ , 

并且存在一 j 和 jx′满足， 

( )1, 20n
i i j i jx x= ≠ ′⊕ ⊕ = , 

其中 j jx x l′− = ，否则与缺陷的 N 态的定义相矛盾。这时 P2 可以从 jx 中拿走 l k− 个石子，此时剩余状态

为 ( )1 2, , , , ,j nS x x x k x′ ′= +  ，显然这对 P1 来说是一个有缺陷的 N 态。□ 
定理 12 对于 K-L-Nim 博弈，其中 k l< ，如果 P1 面对一个有缺陷的 N 态或者普通 Nim 博弈中是 P

态的状态，那么 P2 有必胜的策略。 
证明：我们对石子的总数采用数学归纳法。无论 P1 面对一个有缺陷的 N 态还是普通 Nim 意义下的 P

态，在 P1 移动完以后，剩余的状态一定是普通状态里的 N 态，所以根据引理 11 以及 Bouton 定理，P2

一定有策略使得他做完移动后剩余一个 P 态或者有缺陷的 N 态，由归纳假设可知，P2 有必胜的策略。□ 
引理 13 对于 K-L-Nim 博弈，其中 k l< ，如果 P2 面对一个 P 态 ( )1 2, , , nS x x x= 

。只要

{ }1 2max , , , nx x x k≥
，那么 P2 就有一个策略去留下一个带缺陷的 N 态给 P1。 

证明：由于 ( )1 2, , , nS x x x= 
是一个普通 Nim 博弈里的 P 态，所以有 

1 20n
i ix=⊕ = , 

不失一般性，我们假设 { }1 2max , , ,n nx x x x= 
。P2 的策略是从 nx 中拿走 k 个石子。留下状态

( )1 2, , , nx x x k−
给 P1，不难证明这个状态对于 P1 来讲是一个有缺陷的 N 态，因为 P1 若是想将状态

( )1 2, , , nx x x k−
转化成普通 Nim 博弈里的 P 态，他必须在某一堆里拿走 k 个石子，显然这是对于 P1来

讲是个不合法的移动。□ 
定理 14 对于 K-L-Nim 博弈，其中 k l< ，如果在 P1 走完第一步以后，剩余状态是在普通的 Nim 博

弈里的一个 P 态，并且 { }1 2max , , , nx x x k<
，那么 P1 有必胜的策略,否则 P2 有必胜的策略。 

证明：如果 P1 留下一个普通的 Nim 博弈里的一个 P 态给 P2，并且 { }1 2max , , , nx x x k<
，那么无论

P2 做出怎样的决策，既不能留下一个有缺陷的 N 态，也不能留下一个普通 Nim 博弈意义下的 P 态给 P1，

所以此时 P1 有必胜的策略。 
定理的后半部分皆可由引理 11，定理 12 以及引理 13 证明出来，在此不再赘述。□ 
参照上述几个引理及定理的 P2 的策略，不难得到下面这个推论。 
推论 15 对于 K-L-Nim 博弈，其中 k l> ，P1 总有必胜的策略。 
至此，我们给出了该博弈在所有状态下的 N 态和 P 态。 
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