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Abstract 
By generalized Riccati transformation, this paper mainly studies oscillation of a class of second- 

order semilinear equation of the form ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )′′ ′
11 0r t t t q t x t x t

ααξ ξ σ σ
−− + = . A new os-

cillation criterion is given, and the results of some references are improved. The results are illu-
strated and some examples are given. 
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摘  要 

利用广义Riccati变换技巧，本文对二阶半线性中立型微分方程 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )′′ ′
11 0r t t t q t x t x t

ααξ ξ σ σ
−− + = 做进一步的研究，给出了新的振动准则，改进了部分

文献中的结果，为说明主要结果的应用给出了例子。 
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1. 引言 

考虑二阶半线性中立型微分方程 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )11
00, 0r t t t q t x t x t t t

αα
ξ ξ σ σ

−− ′
′ ′ + = ≥ >                  (E) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ) ( )( )1
0, 0, , , , 0,t x t p t x t r C tξ τ α σ= + > ∈ ∞ ∞ ， [ )( )0, , , ,p q C t Rτ ∈ ∞ ，对每一 0t t≥ ，都有

( ) ( ) ( ), , 0t t t t tτ σ σ ′≤ ≤ > ， ( ) ( ) ( ) ( )lim lim , 0 1, 0
t t

t t p t q tτ σ
→∞ →∞

= = ∞ ≤ ≤ > ，按照习惯，(E)的解称为振动的，

如果它有任意大的零点；否则称它为非振动的。 
[1]-[8]对二阶半线性时滞性微分方程 

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) 0r t x t p t x t q t x t
α

ατ σ
′  ′+ + =     

                    (E0) 

建立了一系列的振动法则，但是，所得结果不够完善，[9]利用 Riccati 变换经典不等式 

( )

1 1

11
BBx Ax
A

α α α
α

α α
α

α

+ +

+− ≤
+

，对方程(E0)建立了新的振动准则，它改进了[2]和[7]中的结果。 

定理 A [9] 设 1α ≥ 是两个奇数的商， ( ) ( ) ( )
1

0d ,
t

t r s s tαπ π
−∞

= < ∞∫ ，存在函数 [ ) ( )( )1
0, , , 0,C tρ δ ∈ ∞ ∞

满足 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )0

1

1
lim sup 1 d

1

t

tt

s r s
s q s p s s

s s

α
α

αα

ρ σ
ρ σ

α ρ σ

+

+

+
→∞

 ′
 − − = ∞
 ′+ 

∫             (1.1) 

和 

( )
( ) ( ) ( )( )

( )0

1

1limsup d
1

t

tt

s r s s
s s

α

α

δ ϕ
ψ

α

+

+
+

→∞

 
 − = ∞
 + 

∫                       (1.2) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( )( )
( )( ) ( ) ( )1

1
11

t
t t q t p t

t
r t t

α

α

α

π τ σ αψ δ σ
π σ

π
+

   −  = − +     

， ( ) ( )
( )( )
t

p t
t

π
π τ

< ， 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1
1t

t
t

r t tα

δ αϕ
δ

π

′ +
= + ; ( ) ( ){ }max 0,s sρ ρ+′ ′= , ( ) ( ){ }max 0,t tϕ ϕ+ = . 

则方程(E0)振动。 
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我们注意到[9]中限制 1α ≥ 是两个奇数的商，在[9]工作的启发下，我们在本文中利用 Riccati 变换技

巧，建立了方程(E)的振动准则，它改进了文献中的结果，为说明主要结果的应用给出了例子。 

2. 主要结果 

使用记号：对 [ ) ( )( )1
0, , , 0, , 0C tρ σ α∈ ∞ ∞ > ，令 

( ) ( )

1

1 d
t

t s
r s

α
π

∞  
=   

 
∫ , 

1

1

ααε
α

+
 =  + 

, ( ) ( ){ }max 0,t tρ ρ+′ ′= , 

( ) ( ) ( ) ( )( )t x t p t x tξ τ= + , ( ) ( ) ( )( )( )1 1A t q t p t
α

σ= − , ( ) ( ) ( )( )
( )( )( )
( )( )2 1

t
A t q t p t

t

α
π τ σ

σ
π σ

 
 = −
 
 

 

下面我们来建立(E)当 0α > 时的振动准则 
定理 2.1  设 ( )0tπ < ∞，若存在函数 [ ) ( )( )1

0 , , 0,C tρ ∈ ∞ ∞ 满足 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )0

1

1 1
lim sup d

1

t

tt

s r s
s A s s

s s

α

αα

ρ σ
ρ

α ρ σ

+

+

+
→∞

 ′
 − = ∞
 ′+ 

∫                   (2.1) 

且 

( ) ( )
( ) ( )

0
2 1lim sup d

t

tt
s A s s

s r s

α

α

επ
π

→∞

 
 − = ∞ 
  

∫                        (2.2) 

则方程(E)振动。 
证：设方程有一个非振动解 ( )x t ，不失一般性，设存在 1 0t t≥ ，使 ( ) ( )( ) ( )( )0, 0, 0x t x t x tσ τ> > > ，

对所有 1t t≥ 都成立，此时 ( ) ( ) 0t x tξ ≥ > ，由方程(E)可得 

( ) ( ) ( )( )1
0r t t t

α
ξ ξ

− ′
′ ′ ≤                                (2.3) 

即 ( ) ( ) ( )1
r t t t

α
ξ ξ

−′ ′ 在 1t t≥ 上是减函数，因此 ( )tξ ′ 是不变号的，设存在 2 1t t≥ ，分两种情况来展开

讨论： 
(i) 假设 ( ) 0tξ ′ > ， 2t t≥ 。 
证明过程与文[7]的定理 2.1 证明类似，得到条件(2.1)，在此就不多做讨论了。 
(ii) 假设 ( ) 0tξ ′ < ， 2t t≥ 。此时，(2.3)式变成 

( ) ( )( )( ) 0r t t
α

ξ
′

′− ≥  

于是对于 s t≥ 有 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1 1

r s s r t sα αξ ξ′ ′− ≥ − ，即 

( ) ( ) ( ) ( )

1
1 1s r t t

r s

α
αξ ξ

 
′ ′≤   

 
                              (2.4) 

在 [ ],t l 上对(2.4)式中的 s 进行积分，得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 110 d
l

t
l t r t t s

r s
α αξ ξ ξ

 
′< ≤ +   

 
∫  
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令 l →∞，得 

( ) ( ) ( ) ( )
1

t t r t tαξ π ξ ′≥ −                                (2.5) 

于是得到
( )
( )

0
t
t

ξ
π

′ 
≥  

 
，则 ( )( ) ( )( )

( ) ( )
t

t t
t

π τ
ξ τ ξ

π
≤ ，即有 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )1

x t t p t x t t p t t

t t
t p t t p t t

t t

ξ τ ξ ξ τ

π τ π τ
ξ ξ ξ

π π

= − ≥ −

 
≥ − = −  

 

 

即 

( )( ) ( )( )
( )( )( )
( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )21
t A t

x t p t t t
q tt

α

α α α
π τ σ

σ σ ξ σ ξ
π σ

 
 ≥ − ≥
 
 

               (2.6) 

由方程(E)和(2.6)式得 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )2 0r t t A t t
α αξ ξ
′

′− − ≥  

即 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )2r t t A t t
α αξ ξ
′

′− ≥                              (2.7) 

考虑广义 Riccati 变换 

( ) ( ) ( )( )
( ) 20,

r t t
v t t t

t

α

α

ξ
ξ

′−
= > ≥                             (2.8) 

(2.8)式对 t 进行求导，并由(2.7)知 

( )
( ) ( )( )( )

( )
( ) ( )( )( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( )
( )

1

1 1

2 21 1

r t t r t t t
v t

t t

r t t
A t A t v t

t
r t

α α

α α

α α
α

α
α

ξ α ξ ξ

ξ ξ

α ξ α
ξ

+

+ +

+

′
′ ′ ′− −

′ = −

′−
≥ + = +

                  (2.9) 

又由(2.5)得： ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

t t r t tαξ π ξ ′≥ − ，所以 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )0 1

t r t t
t v t

t

αα
α

α

π ξ
π

ξ

′−
< = ≤  

以 ( )tαπ 乘(2.9)式两边，从 2t 到 t 关于 s 积分，有 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

2 2

2 2

2

1 1

1 1 1
1

2 2

d

d d

d d

t

t

t t

t t

t t

t t

s A s s

s v s s r s s v s s

t v t t v t s r s v s s r s s v s s

α

α
α αα α

α
α α α αα α α

π

π α π

π π απ α π

+
−

+
− −−

′≤ −

 
≤ − + −  

 

∫

∫ ∫

∫ ∫
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利用
( )

1 1

11
BBy Ay
A

α α α
α

α α
α

α

+ +

+− ≤
+

，上不等式变为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

2

1 1
1

2

1

1

d 1 d

11 d
1

t t

t t

t

t

s A s s s r s v s s v s s

s
s r s

α
α α α α

α

α

π απ π

α
α

π

+
−−

+

 
≤ + −  

 

 ≤ +  + 

∫ ∫

∫
 

即 

( ) ( )
( ) ( )

2
2 1 d 1

t

t
s A s s

s r s

α

α

επ
π

 
 − ≤ 
  

∫                          (2.10) 

显然(2.10)式与条件(2.2)矛盾，因此，方程(E)振动。 

3. 应用 

例：考虑二阶微分方程 

( )
2

4 2
0

1 20, 0,
9 3 3 3

t tt x t x ktx t t k

′  ′      + + = ≥ > >             

                  (3.1) 

其中，我们取 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 1, , , , , 1
9 3 3

t tr t t p t q t kt t t tτ σ ρ= = = = = = ， 

显然， ( )
2

1
1 641
9 81

kA t kt t = × − = 
 

， ( )
1
2

4
1 1d

t
t s

tt
π

∞  = = 
 ∫ ， 

( )
2

2
1 9 41
9 3 9

tA t kt kt
t

 = − × × = 
 

, 

于是， 

( )
0

2 2
0

64 64d
81 162

t

t
ks s k t t= −∫ , ( ) ( ) ( )( )

0
02

12 81 4 8 1 d ln ln
9 27 27

t

t

k
ks s t t

ss
− × − = −  ∫  

显然当 t →∞时，方程满足条件(2.1)和(2.2)，故由定理 2.1 知方程(3.1)振动。 
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